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Moltis  locis  dempDstratuvi^  est,  Amnia  integraUi^»  quae  formulA 

f{x)dx {f(x)^=:  fanr- 

WA'o^  +  B'X^  +  Ca;*  +  Jyx  +  £*  *     üoni  rollonali) 
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eoDtiMDtnr,  ponendo  or  =  |  ,       mutari  posse  in  alia,  ubi  Impareei 

^■S"*^!^  nurlabilis  y  sab  signo  radidalt  non  reperiantur ,  et  deinde 
^  fonctiones  eilipticas.  Quae  qaum  ita  sint,  mhil  aliud,  si  est 
-'^'^O,  opus  esse.  Tidetiv^  niisi  üt  DDa  radix  aeqaationis  >  •) 

A'ai^ + Ä'ar»  +  C  V + ITx + E'  =0 

nfioito  lequalis  constituatar  et  ratio  habeatur  mntationum ,  qoas 
^  res  formiilis  reducfionum  affert.  Quae  quideits  ratio  .a<^eo 
*uBplex  atqoe  idonea  videtur,  ut  in  ea  forsitan  quaerdnda  sit  caussa, 
csraeotio  casus  allati , ,(^' =  0)  nuisquam  fere  sit  facta*).  Hie 
^eo  cisas,   itieo  quldem  judfci^,  dignus  est,  de  qcio ' singalatim 


^h  tabolis  iDtegraliam  a  Cel»  Minding  editi«  (Beroi.  1849) 
■««tit  bvjaa  rai  facta  est,  «ed  regnla  data  interdom  fallit,  quia  ratio 
Uaitm  Boa  est  babita. 

Thtu  xxvn.  1 


3  Linäman:   De  formvla  inievraU 
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inqairatar,  qnia  ratio  illa  et  interdam  in  errorem  potest  indocere 
oeque  faciliima  via  ad  optatum  exitum  videtur  esse.  Itaqoe  mihi 
propositum  est  scrutari  integrale 
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dx 


VJB'ar»+  C'a?*  +  Z>'Ä+£' ' 


nbl  ff  DOD  est  nihilo  aeqnaiis.  Qaia  igitnr  B'  est  qaantitas  qaae- 
dam»  valorem  ejus  absotutum  disjungere  bujusque  radicem  qua- 
dratam  ante  signum  radicale  nt  factorem  licet  collocare.  Seqaitur, 
ut  co^fBciens  ipsios  a^  semper  =a±l  baberi  possit. 

8.  2. 

Si  a«  /}«  y  snnt  radices  aeqoationis,  quae»  qaantitate  sab  signo 
radicali  =:0  posita»  oritur,  baec  qoantitas  matatar  in 

aot  in 

prent  Signum  ipsius  o:'  est  -f  aut  — .  Necesse  est»  eas  qnanti- 
tates»  qaae  per  Ret  Ri  resp.  designentur»  positivas  esse»  si  inte- 
grale poterit  esBe  reale.  Quo  pacto  sint  positivae»  postea  exqui- 
refor.    Nnne  eas  positiras  faeio  et  prlmam  de  Integrall 
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dx 
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disserere  adgredior« 

Poaito  mtJ^^^,  enadit  da^uJ^^p^^  el Kwta» o, « tMMM« 
•ant  resp.  in     "»j^/^^    '  'jjl*    Si  loco  tpsito  »  m 

qaantitatem  **    ™  snbstitatmns  et  brevitutis  canssa  poidiQUB 

a^ß-^y^A.    aß  +  ay-irßy^B,    aßy=C. 
qnMititas  B  mntatar  In 
lP+9Sl)'''A(p-hm)Hl+snB(p-\r9!f)a+Mi?-C(}+»)> 

(l+y)» 


/• M  3 

..     S'' 

NomeratoT  et  deDominator  bujas  fractionur  ptftr  1  +9  maltiplicandi 
niDt,  nt  deoominator  fiat  qoadratum  et  extrft  aignum  radicale  poDi 
fossit    Qao  facto  mnneiator  evadiC: 

*  • 

+  (:ipq(p+q)-A(p+q)*-2Apq+ZB(p  +  j)  -  6C)y« 

Jam  q'uantitates /i  et  g  sie  eligendlae'stinU  nt  ba^M^i/Mi  tih]»d-'^ 
rirai  di^nifatam  variabiffs  y  nihifo  flanf'aeqtiales,  ob  eärti^tfe  catitf-^ 
um  taforeir  larnm  quantitatum  ex  aeqnationTbiis    '     '' 

p^^3pßq'-2Af>q'-^Afi^4'3Sp+Bq*-^Caz9i  <>.  . 
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qnaerendi  aünt;    Quäe  qnia  aeqoatiohea  tertiT  sunt'  grädus,  eHmi-' 
natio  molestiam  baod  parram  afferret,  ai  bis  aequatiötitbua  ipaf^ 
vteremar«    Ae^pationibas  vero  addendia  sabtrabet^dis^ae  pri^deunt 

Posteriori  aeqnationi  satisfit,  ai  oterlibet  factar  ^fiopi^  ni^Uf. 
acqoalis.  Quam  vero  manifeato  fieri  non  poaait«  ut  in  valore  ipaioa 
<  quantitas  p  =  9  ait,  bae  qaantitatea  ex  aequatiooibua 

(p  +  9)^^2A(p+qn4B(p+g)^SC^Cf, 
(P  +  ^)*  +  2;?^-2^(ji  +  5^  +  2^=  0 
hiTfdtlgaiuUe  sunt    Prior  aeqaatio  cum  aequatione 

toBparata  Ulico  sappeditat 

pf9=2a,    p  +  q=2ß,    p  +  q=iy. 


\     — 


•     '»'..), 


Qoi  valorea  in  posteriore  aequatione  Substitut!  dabnot  resp. 

ude  deoiqne  reperiuntnr 

1* 
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P 
9 

P 
9 


1 

|=«±^(«-/j)(«-f). 

j  .  '  I  ■  j 


^  j=y±V(r-«)(y-«. 

t 

§.  3. 

Jam  qaaerendum  est,  utrum  omne«  valores  sint  idonei»  an 
imns,  an  duo.  Primum  patet,  ejusmodi  tantitm  valores  adbiberi 
posse«  qui  quantitatea  p  et  q  reddant  reales.  Aequalio  vero  tertii 
gradufi  aut  unaro  habet  radicem  realem  aut  tres.  Si  onines  radices 
aequationis  12  =  0  sunt  reales ,  nibil  prorsus  impedit»  qaomiDos 
a>/?>y  ponatur.  Qua  re  posita,  et  priiuus  et  tertius  valor  quan- 
titatam  p  et  g  est  realis.  Respectu  igitur  ejus  rei  iiterque  valor 
est  idoneus,  sed  exquirenduro  est,  ouin  uterque  iotegrali  ipsi 
conveniat.  8i  superiorem  valorem  quantitati  g  tribuerimus,  infe- 
riorem  quantitati  p,  primum  systema  in  nuroeratore,  de  quo  supra 
({.  2.)  dictum  est,  dabit 

coCfficienteiB  ipsias  y'=— 2(« — ß)(a  —  y){2a — fi—y), 

atqne  ideo  poljrnomiuin 


Tertinm  systema  eodem  modo  dabit 

p*—Ap*-\-Bp-C=-(!it-y)(ß-y)\yfT^-\-V"f^y^, 
co«<iBcieDtero  Ipaios  y*=2(«— y)(/J— y)(«  +  /J— 2j»), 

atqne  ideo  polyoomium 

R  = 


Valoribos  quantifttttniii  p  tt  9  stib«(itatiA»  primuiB  systema  dabit 


et  tertimn 


.        2V(a-g)(«-y)^ 


^_aV(«»-y)tf-y). 


Sabatitationibos  rite  factw  «t  radice  quadrata  tennini  cönatantis 


■ovenimua 

•  prino  systemate: 


II  ■      »   .^ 


«U  est 

V"(a-y)(a-/J>+a— *' 

V{«— y)(«-/S)+a-a* 
et  e  tertio  systemate: 


t  ■•• 


■kiest 


_  V  («r->-y)(P^y)-y+t 

*     V(«-r)(^-y)+y-6* 

_  V  («--y)(F^-y-Hi 
^     V(«-y)(/»-y)+y-a* 

'    V^r:=y+  Vf»-r 


Fadk  ddode  inTeniantar  formolae 
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li.i..    ...     V^« -i^H- V^T^ J      V (I -^(i—*V>'      ' 

f  J  ♦.    Tl. 


.  .  - .    .        vV-i)(i-*i^'  ® 


,    •    ■   I-  *  •■  ■ 

.  Qaoniam  igitar  dno  valores  integralU  J  loyeQti  ffpi)f^  ,^f^^' 
nendüm  est,  nuro  arobo  adhiberi  possint,  M  (^uod  ßeri  non  poteftl, 
oisi  omnes  valoreA  ipsius  y  intra  liniites  (inclns.)  quantitatem  sub 
■igno  radicali  positivam  nuUaiit  <Qiiod  i^d  formulaiQ  (I)  attinet, 
neminem  fogit,    factorero  posteriorem  positivum  esse  non  posse, 

l 

liisi  y^  major  est  Qu^pi'.Tä*    Ea  condition^  prior/^o^ae^fa^tor  est 

positivus.  Sij^  #iutem.  ^  non  est  unitate  minor,  oterqae  Factor 
negativus  evadit  (^*S  l)  atque  ideo  prodnctam  positivam.  Eodem 
modo  invenitur,  quantitatem  y^  in  formuia  (2)  neque  unitatb  mino- 

rem  nee  quantitate   t-j  majorem  (Ari*<l)  esse  oportere. 

Jam  ad  functionem 

Ä  =  (^-«)(a:-/J)(«^.-r)' 

redeamus.  Patet  eam  e«se  ^O^ab  orssy  ad  d?=/3  et  ab  d;=a 
usque   ad  x=co.     Substitutiv  igitar  P  et  y  resp.  pro  6  et  a  in 

limitibus  formulae  (1),   invenitur  G==r3   ^c= — p    Quia  vero  G 

minaitur»  decrcscente  b,  et  g  major  fit,  crescente  a,  sequitur,  ut 
formuia  (1)  ^emper  uti  liceat,   quam  ea\  b'Tß,   a'^y. 

Inqutsitio  fonoiilae  (l)  pauilo  moiestior  fit,  quum  b  et  a  inter 
limites  o  et  oo  cadunt  Quia  enim  b  et  a  tum  ejusmodi  valores 
accipere  possunt,  ut  denominatores  limitum  Cr  et  ^  nihilo  fiant 
aeqnales,  intervallum',  de  quo  agitur,  Wk  duas  partes  dividendum 
est  Quod  ubi  facic^udum  ^it»  l|o^  modo  potest'dijudicari.  Uterque 
limes  functione 


•,  V(tt-^)fa-y7-.«-t,, 

continetur,  ubi  est  z  ^ariabifis.  VariabiH  z:=qo  facta,  evadit 
fl(0D)=:  — 1  et  praeterea  perspi^tuF,  Amctionem  illam  negativam 
et  respectu  valoris  absolut!   unitate  majorem  perman^re, .  quum  x 

minuitur.     Si    %   usque   ad    V(a  — p)(a^y) -f- «    fuerit    mmuta. 


F(V  (ä— J»)  (a— )^)  +  c)  ==i  —ob  «tttdöt.     Poblta  potto   x=5i»,   lli 
f^cO  =^  1  «t  cvescit ,  crescente  2.    Si  z  p«rpetao  erescit  Hiqtie  ftd 

V(«— jJ)(o— y)  +  a,  fit  F(V"(«— /5)(a— y)  +  «) = 00.  Intra  liiiiites 
%itar  ita  constitotos  tafiabilia  y  ilalltiin  nadciscitar  Talorem,  qai 
(panätatein    «ob   aigno  radicali  negatiFadi    reddat.      Itaque   for- 

Mk  <1)  utS  licet  ab  a^«  ad  h^  V(«-^/!^)  (itf— y)  +  nx  •!  ab 
a^V(o— /3)(a— y)+o  ad  6^  00. 

Qaod  6i  eat  6 >  V(a— i^(c— y)  +  ir> ä ,   alter  Utoy  fest  pd- 

iiGmSy  alter  negativus  interque  eoa  valor  V  (a— j5)(a — y)  +  a 
quBtitatis  z  cadit ,  qui  F(z)  iofiaito  aequalis  reddit.  Attatnen  quunt 
finites  idem  aignam  non  habent»  variabilem  sie  yariuntem  facere 
soJaot,  Qt  per  0,  non  per  infinitum  transeat  Hoc  igitur  caau  for- 
nala(l)  rejicienda  est  aat  integrale  ita  disjungendam,  ut  ea  quan« 
titaa  inter  o  et  6,  quae  F(z)  =  qd  reddit,  fiat  limea  intermedia«. 
Qvo  facto  Invenitof     > 

I        /* »  da:  _  /^V^(«^^(«-y)+a  düs        P^  dx 

qM«  iacegralia  alugaLatia  tmoiaoda  sant^    VärfaMli  ^  w^^^ 

10  ntroque  facta,   iidem   quantitatnm  p  ei  q  valorea  atqae  antea 
prodeont    Nihil  alied  mafaliif ,  ntoi  limites,  qoamobreni  invenlmna 

._        2_      \  r^        dl, 

.    /*»  dg  )' 

Dt  litnifes  fiant  finiti,   in  pHore  fnlegnifi  yt=  -»in    poateriora 

|r= — r   facienda  est,   onde  prodit 

1 
2  t    PI  dl 

■       I 
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Ex  his  colligitar,  primuni  systenia  valoram  quaDtitatom  p  et 
^l^seaiper  adhiberi  poaae,  duromodo  roemioerimoaf  fonnulam  {3X 
i^n.(l)9  uteodam  esae,  quum  aliquis  quantitatis  %  valoc  inter  a  et 

6  functioDem 

infinitam  reddit.  Dlxertt  fortasse  qulffpiamy  formulam  (3)  m<»lestjMw 
esse,  quippe  quae  duo  intef^ralia  pro  uno  .suppeditet,  et  expe- 
riendum  esse,  num  tertio  sy^stemate  valoriim  quantitatum  p  et  q 
proposituiii  faciliqs  consequi  liceat.  Qaod  qaideiu  faeieodum  est 
et  inox  (iet;  sed  non  est  oblivisceoduoi »  ei>  qui  ratione  CeK  Lie- 
ge'ndre^J  titi  volet,  duo  quoque  integralia  quaerenda  esse,  oit»! 
alter  iimes  est  =0. 


*.  6. 
Ad  formulam  (2)  jam  transeamas.    Functia 

..  _  V(«-y)(/?-f)-y+x 

atiibo  limites  eompleetitur.  Vatiabili  z  =;: y»  delod».  x^ß  facta, 
prodit 

Quia  «>/J>y  coDStituimus,  habemusa— y>/?— y,(«— y)05— y)>(/J— y)*. 

V^(a — y)  0?  —  y)  +  y  >  /'j  und«  colligitur,  denoniioatorem  ipsius 
^(k)  nihilo  aequalem  fieri  non  posse,  si  z  quemlibet  lotra  y  et  ß 
valorem  habet.    Posita  porro  z  =  o,  tarn  z  =  od,  evadit 


•  i 


Denominator  ipsius  ^(z)  nihilo   aeqoalis  non  fit,    si  qoilibet  valor 
intra  limites  a  et  oo   datur.    Nam  si  id  fieri  posset,  valor  quidani 

quantitatis  z  reppriri  deberet,  qui  quantitatem  V  («r  — y)(/? — y) +y 
nihilo  aequalem  redderHr  sed  quIa  est  a>/?>y,  manifeste  est 

«-y>/J-y,    {«-y)«>(«-y)(^-y),    «>  V*(a-y)(P-jr) +y. 


*)  ViAe  ▼.  gr.  Qroafrt.  Sopplefnente  su  KlägeTa  natheni. 
WÖrterbn^he,   psg.  150.  meqq. 


Qoia  igttnr  mioimiis  etiam  valor  ipsius  x  iotra  limite«  a  et  Qo  major 

est  qnantitate  V^(a — /}(j3'^y)-|-yf  formiila  C2)  semper  et  sine  ex- 
ceptione  adhiberi  potest.  t  > 

In  caau  specialis  a  qoo  formula  (3)  origioei»  traxit,  nemo  noo 
fidet,  formal»  (2)  ati  licere»  qua  tarnen  valor  intögrälis  proxime 
?ero8  noo  faciliua  qaam  uau  forroulae  (3)  invenitur,  nisi  alter 
fines  formalae  (2)  ait  =0.  Quia  vero  e  valöribüs  ipaius  q>(z) 
Doper  allatis  iotelligitur,  id  iiuroquam  ev^nire  pöase,  formula  (2) 
rnpedn  hujus  rel  formulae  (3)  non  praestat. 

i 

»'  ■ 

§.  6. 
Ad  alterom  integrale 

tnnsearoii«.  Prünom  patet,  quantitatem  R^  poaitivam  esse  opor- 
tertf  qood  evenire  non  poteat,  nisi  x  intra  limite«  -^oo  et  /'*aiit 
iotra  ^  et  «  cadit.      Deinde  facile  intelligltnr,   valorea  quantitatum 

p  et  q  eosdero  atque  antea  fieri.  Snbstituendo  \^ '  pre x idem 
potynomiam  ioTenitur«  praeterqaani  quod  aigna  sunt  mutata. 

Itaqne  reperitnr 

primo  eysteroate: 


,^ g 1" ^ 


tertio  systemate: 


(\^«-y+V^|8-yy 


M 


ttbi  6,  ^,  ib»  Gl*  9i»  kl  idem, atque  antea  aiguifi.caot  .  Ueiqde 
iacile  habebinuia  foripulas, 

2    _^  p  ^  dy 


;     r.    t 
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Formula  (4)  nti  licet 

ab  a^—o)  ad  6^y.    h.e.a^^-^I  ad  6^—1 


et 


ab  aß  ad  6     a,    b.  e.  a  ^      f  ad  G^\ 


atque  ideo  semper 

Forioola  (5)  adhiberi  poteat 

ab  a^— 00  ad  A^y,  h.  e.  a^j  ^— 1  ad  Gj^l 
et 

ab  #r^ V  (« — y) (|3 — iO  +  r  ad  6^«,  b.  c.  a  .^i^— od  ad  Gi^— | 

et 

•b  a^/J  ad  65v(*i-y)((3-y)+y',  b.  e.  »  ^, ^1  J-  ad  G,  "**  «. 


■  » 


Quod  si  eit  6>  y(a— y)(/J— iö+y>  «,  formula  (5)  ita  se 
habet,  ut'  anteä  formala  (]).  Eodem  modo  reperitur  foraialäe  (3) 
aimilia  fbrmula 

2 r   /•*. du 

_  1 


5-  7. 

■'••  ,      ■ 

Poatquam  vidiniua,  quomodo  integralia  /  et  «/|  ad  forroam 
propd«iltainpr>!(fttntfedtfd,  qfinm  omnM  radier«  aequati^aü  $tr=iO^ 
i2i=0  sunt  reales,  reliquum  est,  ut  in  hdec  itft^grafta  ifft|ill^aiilt», 
quum  una  tantuni  radix  barum  aeqnationuni  est  realis.  Faciamaa 
tf:ts  radici  reaii,  ßssf-i-hi,  y=^f — ht  Prirao  aspeetu  apparet, 
qoantitates  p  et  ^  in  primo  tantuni  systemate  esse  reales.  Supe- 
riore  yalore  quantitati  9,  inferiore  quantitati  p  dato  substitutoqae 

I  ■ ,  ^y  pro  ^,  eaedem  formula^  luveniuiitur,   quae^.sapra  n'^  (1) 


/k ^ 


11 


•  Ä=(:r-a)Ka:-/0«  +  A*l, 

itqoe  ideo  posterior  factor  positivus^  quiconiqne  valör  realis  yaria- 
bili  X  datnr.  Sequitur,  ut  a  et  6  in  illo  casii  non  minores  qaan- 
litite  a,  in  hoc  non  majores  eadem  qaantitate  esse  debeantf  ai 
iotef^rale   erit  reale. 


§.  8. 

Ex  antecedentibus  colligitury   reductionem   integraliam   J  et 
Ji,  b\  habentar  casus  speciales  integralis 


/ 


da 


V  A'a^+B'x^+  C'x^+iyw  +  E' ' 


aliqQaotimi  molestiae  afferre  et  diligentem  inquisitionem  postolare. 
Qoaado  omnes  radices  aeqaationum  /Z=0  et  l?|  =0  sunt  reales, 
formolae  sane  (2)  et  (4),  quibns  seniper  uti  licet »  semel  eligi 
poMQDt;  quod  si  una  tantum  radiz  aequationis  R=iO  est  realis, 
iieceHS^  eM  fbrMuhm  (l)  adbibiire.  ^Iqiuilur,  ut-tr^s  <B#m^<i^>h>r^ 
nidae  at^B4ai;/fint,  ui^l  quis  riidicect  a^quatiomm  Jüy^ff^.^^t 
i2,  :=  0  segregare  volet,  quod  tarnen  deductionem  singulamm  for- 
uolamm  exiget.  Quae  quum  ita  slnt,  operae  pretium  est  conari» 
oam  alia  ratio  integralia  J  et  Ji  reducendi,  ita  ut  quantitas  sub 
signo  radicali  sibi  induat  formam  D^+Ey^-i-F,  reperiri  possit. 

Si  Signa,  quibds  afitea  tmi  siimns,  retinuerimus ,  facile  inve- 
nieniis,  pdtynomium  R,  qirani  omnes  radices  tt,  ß,  y  aeqtiatiötite 
A=0  sunt  reales  et  a>/9>y,  positivam  esse  qfuaatitatem,  si 
variabili  x  oinnes  valores  intra  y  et  j3  et  intra  a  et  go  tribuuntur. 
Sin  autem  aequatio  Jß=0  unaro  tantum  babet  radicero  realem, 
quae  sit  y,  polynomium  R  est  positivum,  dummodo  valor  ipsius 
X  Don  minor  sit  quam  y.  Quia  igitur  x  numquam  est  minor  quam 
7»  possnmns  facere  j:  — y=:«*,    quo  facto  invenimua 

«/_       V(,«+y-«)(y«+y-|J)  " 

▼  f-y 

qvod  integrale  fonntm  optatam  habet  et  sine  alle  negptio  ad  fnncti; 
ooam  elltptieAjä  ^dofae  sp'eciei  polest  reduci. '  '^'  '  " 
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Utf  8o  wird  man  lur  Bestinnmung ;  der  n  ersten  Fimcti9nen  de 
Kenntniss  des  gaAjseo»  zwiiKcbeb  den  Wertfaeo  x=(^  nnd  a:=fii 
begriffenen  fiogens  der  durch  die  Gleichung  y  ^  y»  dargestelltei 
Carve  bedArfen.  \ 

Ist  nun  die  gegebene  Differeüzengletchang.!inel(^,  odet  komm 
auch  nar  J*gs  oder  gx^nk  in  dere^elbeh  auf  d^r  ^tei/  p^ten: 
vor»  so  wird  das  nemlicbe  auch  fiir  ^H^y«/  .^'l'^jr....  stattfin 
dep«  la  diesem  Falle  aiad  ^tnimüicbe^  aus  ,^en  entsjpcpcJlieiidei 
Gleichungen  gezogenen  Wertbe  Toa,^+^|(..>...  eindeutige  also  isi 
nur   eine   einzige   Auflösung  mit  n  periodischen  Constanten  y^, 

^y«»  ••••^"rVf  ^  9*  möglich.  Is^  aber  J^fs  auf  einer  höhe- 
ren Potenz  darin  enthalten,  so  werden  ^^gß,  ^"-f^y^.,..  vieldeu- 
tig» und  es  lässt  sich  In  diesem  Falle  aus  der  Anzahl  der  in  dem 
Resultate  euthalteoen  wIHbfihrIfeheti  Functionen  fitcfct  «obtteiftseD, 
ob  die  gewGnfchte  Aufluspng  durqli  gebQrige  Bestimmuuig  der  n 
Constanten  aus  derjenigen  Form  abgeleitet  werden  könne»  unter 
welcher  sich I das  Resultat  prüsentirt.    80  trat  z.B.  die  dlelciianf 

y=ajr-ily+(-fljf)*» 
wo  ^x  =  A=l>    die  zwei  Auflosungen: 

wo  die  wiltkCihrlichen  periodischen  Conafai^er»  c  and  C  btstonft 
werden  können»  indem  man  x=ß{x)  setzt.  Mit  den  so  bestimm- 
ten Constanten  werden  beide  Auflösungen  innerhalb  des  Inter- 
▼aTfes  von  orscO  bis  j:  =  I  völlig  Gbereinstimmen»  und  erst  jenseits 
desselben  zwei  von  einander  abvreichende  Curven  darstellen. 

Ueber  die  singulären  Lösungen  wollen  wir  uns  hier  nicbt 
weiter  verbreiten;  dieselben  entstehen»  wenii  eine  der  nacbfolgeo- 
deo^'  dureh  Differenzireii  entstandene»  Dlfferensei^leiohongeo  i» 
mehrere  Factoren  zerföllt»  von  denen  der  eine  nur  solche  Diffe- 
renzen  enthält,  welche  bereits  durch  die  vorhergeb^Qden  GJei* 
chungen  bestimmt  waren.  Dieser  Factor»  gleich  Null  gesetzt» 
liefert  demnach,  eine  Gleichung»  welche  die  vorhergeb^pd^  Be- 
stimmungen über  niedere  Differenzen  ^y^x   Jhf^..,*,  wieder  ein« 

schrfinkt»  so  dasa  eAeh  fär  eine  oder  mehrere  derselbeli"r9ifig  be- 
stimmte Wertbe  herausstellen.  Man  sieht  Qbr4|^cns  durch  eine 
einfache  Ue>erlegunc»  dasa  diese  Zerßjthieg'.  Iq  Factoren  nur  hd  \ 
solchen  Gleichungen  statthaben  könne»  in  welchen  die  höchste 
Differenz  den  ersten  Grad  fibersteigt»  dass  also  auch  lineSra 
Gleichungen  weder  mehrere»  noch  singulare  Auflösopgen  hiaben  1 
k^mien.  —  Das  Vorhergeheode  Usst  sich  auch  auf  die  siagnifireo  ' 
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ter  dorch  ßjr  bezeichnen.  .  Die  Zahl  -r — ^(.r)  '^'''^  also  allemaf 
eineganse  sein.    Die  Function  ß\T)  hat  z.  B.  die  Eigenschaften 

um  eine  endliche  Differenzenglelchang  itter  Ordnaiig  aufzu* 
iSseo,  kann  man  sich  der  Formel 

3r*=3fa  +  —^  ^ya  + J72A ^^*  +  " ' 

keifieacii,  wefebe  aber.niir  wahr  i«t*  wenn  — np-  eine  game  JSahl 
oder  y«  eine  ganze  rationale  Function  von  sc  vorstellt.    Um  jener 

ABfardemng.su.  geoCigegn»  reicht  ea  hifi,  ^^^^P\T)  *"  «atzen; 
so  wird  man  die  für  alle  Fälle  geltende  Formel  haben : 

(1) 

weiche  wir  nun  zur  Construction  dea .  Aasdruckes  f/s  benutzen«, 
Man  kann  nemlich  aus  der  vorgelegten  Differenzengleichung  nter 
Ordnung  durch  successives  Differenziren  Gleichungen  ableiten ,  in 
«eichen  ^■+*^x,  ^*+*yx»  -^"+^x....  vorkommen.    In  diesen ,  wie 


«eh  10  derUrf^leichungy   setxen  wir  non  kß-jr  iüf.a^  und:  erbat* 

ten  dann  eben  so  viele  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Werthe 
^   X,   ^*+^jr    s.""9  welche  aber  sämmtlich  durch  idic'n  ersten 

Fnctionen  y    ,,    dy    ,....  J*— 'y    ,  ausgedrfickt  erscheinen  wer- 

len.    DtQ8fi  «  willkQbrlichen  Functionen  sind  periodiacbei   weU. 

Da  ferner 


>  ••  1 


J'vl"^*^*/»^"^-^^  ■•■    1.2-^»«_,+^,— "•***<^ 


K  Zehfuss:    Effffffe  Punkte  üker  die  Beuimmumt  4tf  Cmauauem, 

ßl — TjT^ — 1  enthält,  die  allgemeinste  sein,  welche  y  aonehmen 
kann,  so  dass  es  sich  nnr  noch  um  die  Be»tiiiiHiong  der  p«rio4t* 

IM, 

sehen  Functionen  C,  C...  C  handelt.  —  ZuTor  setzen  wir  jedoch, 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,    die   letzte 

M  1  ] 

Constante  Cgieich  dem  Producte  C — J^fv[x*  wo  beide  Factoren 

,/»— - 

selbst  Functionen  Ton  ß    *      sind.    Nach  der  Eingangs  des  vo- 
rigen Paragraphen  erwähnten  Eigenschaft  der  Function  ß  ist  aber 

— (an4.i)i  =1         ^      ,    so  dass  man  also  für  die  letzte  Constante 

iß—r- 

setzen  kann  C  (in-^i)x  •  1       ^     •    Ebenso  kann  die  vorletzte  Con- 

stante  in  C 1        *       umgesetzt  und  mit  dieser  Verwandlung  bis 
zu  dem  mittelsten  Gliede  fortgefahren  werden,   dessen  Constante 

C.l  *  sein  mag.  Substituirt  man  nun  alles  in  (a)  und  fasst 
allemal,  das  erste  Glied  ausgenommen,  je  zwei  Ten  den  End- 
punkten gleichweit  abstehende  Glieder  zusammen ,  so  kommt  zum 
Vorscheine: 

y    ,=  C.l~"^~+[Cl*f  Cl    *]  +  [CI^+Cl    T] 

N  ^        n    _?£ 
+  ....[C1*+C1      *].  (b) 

Schreiten  wir  nun  zur  direkten  Bestimmung  der  Constanteo. 
Wir  integrircm  beiderseits,  wobei  wir  ^x = ^  "  ■ '  i  snnefcftoen ,  und 

erhalten,  da  C,  C,  C...  dabei  constant  sind  als  Functionen  tod 
P        h 

£y= ^ — .CA    *     -f  I  — T" —  + i ^J+*"' 

..■;4-y^2M-i)x^ 

Dieses  Integral  nehmen  wir  zwischen  den  Grenzen  x-t-k  und  jr; 
daan  Mlen  all«  Glieder  ausser  dem  ersten-  #e^,  nrtd' es  bleibt: 


^.1     *      = 


,'+ik 


sm  '  ^' 


Aofgltiche  Alt  liesIteMto  wl^  C.  Wir  moltipUeiron  «uamli  i^i* 
derseits  io  (b)  mit  I  *  und  integriren  dann  wieder  zwi«cheo  den 
Grenzen  ar  +  A  aod  x,  wobei  ^^=5——=.     Man  efHUt   ' 

•  •  ■        .  •  — 

C  Wstinmt  sieb,    indem    man   in  (b)   beiderseits  mit  1*  mu^i- 
pßdrt  und  wie  zuvor  verfahrt.    Man  erhält  '      ' 


M 


Alf  diesem  Wege  fortfahrend,  wird  man  noch  alle  flbrigen  Con- 
stantcB  bestimmen ,  bis  zu  1  • . 

« 

nie  so  bestimmten  Werthe  der  Constanten  in  ^b)  substituiri; 
geben  nun: 

'  .•"•4-fl     »/+!        »    ]].    (c)! 

Sttien  wir  jetxt  die  beliebig  grosse  Zahl  n  unendlich  gross  vor- 
»».  »o  geht  das  bestimmte  endliche  Integral  £,  wobei  Ja:=s^^, 
»  «in  bestimmtes  Integral  J  '      über.  Zufolge  einer  Nähersngs- 

fonnel,  welche  um  so  genauere  Resultate  liefert,  je  grSsser  »  ist^ 
ut  man  nemikb 

«•Oman  zugleich  auf  den  Fall,  dass  f({)  fllr  /==;r,  mithin  auch 
'»egen  der  Periodicitfit  für  tr^ar+A,  unstetig  ist,  Rficksicht  ge- 
»Hjmmen  hat    Bs  ist  also  adch:  ' 

Theil  XXVII. 


2n 


ZeäfuMg-   Utijg» fmMe^  Met^  äU  BäMmnm^  der cmiitmsm. 


d^ht  mm  in  dieser  Forni<)l  fiif  fißf)  <!••  IA'  (^  nntw  d«te  SMcheii 
£  befiodlicheo  Aasdruck,   so  hat  man: 


di 


~srn  <»•+*-» -»'+o>f' +[**+ '"'i  +   •f'"+^~'i]' 

oder 

Da  10   dieser  Formel    der   unter   dem    Integralzeichen  begriffene 
Theil  periodisch  ist  mit  dem  Umfange  A,   so  hat  man  auch  eod- 

x—t 

lieh ,   wenn  man  zugleich  für  1  ^  den  früher  aogepqmraenen  Wertii 
cos  T — --frtsin         , — '    setzt: 

^Vl^^y      2^'+      ^    2  +Ay      »icos2*-j-8< 

^  o  • 

+  y    /      9tco847tC-^J^t'^'j    I      ytcos6«r— j-Ja/  +  ...., 


•iM  Formel  y   in  welcher  der  Theil  yx4(i  — $x~o  verscl^frindet,  so 
tlt  y  stetig  Ist. 

Es  kann  hier  nicht  In  unserer  Absicht  liegen«  di€>se  ron  Pols- 
son  zuerst  m  obiger  Gestalt  aufgeföhrte  Reihe  Fourier's 
nttev  at  beleuchten  oder  auf  einige  Punkte  der  Eatwidtelufig 
kritisch  einzugehen,  da  es  sich  nur  darum  handelte»,  bu  selgeft, 
wie  die  endliche  Differenzenrechnung  selbstst^ndig,  und  nur  auf 
ihr  eigenes  Priacq»  ge^tQt^t,  zuweilen  mit  leichter  MQh^  Resut* 
täte  liefert,   die  man  sonst  Öfters  nur  auf  Umwegen  erzielt. 

D^  AnsdrmHr  ßltj*  d-  ^^  der  in  einem  Bruche  j  enthal- 
tene Brnchtheil,  kann  aus  der  letzten  Gleichung  «tadmob  ^bgetei* 


(M  werdeo,  dass  mao  3f=r  setzt;  denn  innerhalb  Aea  Inteirallea 

voo  0  bis  k  afimmt  die  erwähnte  Function  mit  -r  überein.     Man 

findet 

welcher  Aoadrack  jedoch »  da  ß(t)  für  f=:0,  1,  2....  unstetig 
wird.  (Sr  eben  diese  Werthe  npch  uro  U/?(Q)— /3(— 0))=— 4  zu 
vermehren  iat. 

i.  3. 

Die  endliche  Differenzenrechnung  kann  in  sehr  vielen  Fällen 
vje  4ie  pjffi^renti^reqbnnng  zur  Auflu^UiOg  vp^.  Auf^f hen  ben^tfl 
«erden,  wenngleich  die  Auflösungen,  welche  sie  liefert,  mit.perior 
discheD  Constanten  behaftet  sind.  Diese  können  im  Allgemeinen 
Dar  bestimmt  werden,  wenn  det  Lauf  der  durch  die  Gleichung 
ü^yx  dargestellten  Curve  in  dem  Intervall  von  jr=a  bis  x=^a+nh 
bektont  ist,  wo  a  ein  bekannter  Werth  von  ^^  n  ^ie  Qrdnui^ 
der  ta  integrirenden  Differenzengleichung  ist.  In  der  That  können 
die  i|  p^ipdischen  Constantep  9\^s.  dep  ^  Gleichungen  bestimmt 
irerden,  welche  man  erhält,  indem  man  in  der  Aviflusung  für  x 
Bach  einan4er  die  Werthe 


*Kf)'    *^*+<*(f)> A<«-»  +  (»(f)) 


setit 


Allein  der  Lauf  besagter  Curve  wird  in  den  w*enigsten  Fällen 
innerhalb  gewisser  Intervalle  bekannt  sein.  Die  Bestimmung  der 
CoDstanten  kann  also  im  Allgemeinen  dann  nur  gelingen,  1V«M 
lith  dieselben  auf  absolute  Constanten  reduciren;  in  welchen 
Fallen  roan^  wie  19  der  Differentialrechnung»  ntpr  ^l^^  ßo  viele 
FJnselwerthe  vo.n  y  zu  kennen  braucht,  als  unbekannte  Constan- 
teQ  YQr^andei)  sind.  \Vi^  ma^i^  Y^epn  diese  überhaupt  der  T't^tur 
i^  Anfj^b^  an|;fn9ea6en  ist^  d^i;  p^rio^iechen  Constanten  a^pweit 
ten  als  absolute  nachweisen  könne,  sollen  nun  die  folgenden 
Aofg^]^  lehren. 

§.  4. 

Aufgabe.    Wir   haben   uns   früher    des   Ausdruckes 
o — =cos2inj:  bedient.  Wie  ist  dfess  zu  ^echtfertlgenf 

2* 


20  Zehfunt:    Etnige  Punkie  über  die  Besiimmnn§  der  Canstanien, 

Man   betrachte  die  Formel 

C08(dr-f  2A) — 2cp8Äco8(jr-f  A)  -i-cosar  =  0 

als  endliche  Differenzengleichung  fiir  cosar,    so  wird  man»    nach- 
dem man  die  beiden  partikulären  Integrale  gefunden  hat»    setzen: 

cosar=C  /2y(cosA-|-t6inA)*-|-C  ^s\(cosA-f  tsinA)    *. 

Um  nnn  die  Constanten  als  absolute  nachzuweisen»  bemerke  man 
vor  Allem»    dass  co8X  =  cos( — ac).    Hiernach  entsteht 

Differenzirt  man  hier  beiderseits»  wobei  man  /ix-^h  nimmt»  so 
kommt: 

Hiernach  ist  jetzt: 

X  X 

cos  X  =  C-/-  X  \ '  (cos  h  +  i  sin  A)*  +  C  /-*\  (cos  A  -|- 1  sin  A)    f 

PK  V  PKir) 

Da  A  völlig  willköhrlich  ist»  wird  dieser  Ausdruck  sich  nicht  ver- 
ändern  dürfen»  wenn  A  in  -— A  öbergeht.  Die  diesem  Gedanken 
entsprechende  Gleichung  liefert  aber»  da  sie  sich  in  zwei  Facto- 
ren  zerlegen  lässt: 


Vt^) = ^Kiy 


Somit  ist  jetzt 


cos:r  =  C^/xv  [(cosA  +  isin  ä)Ä+  (cos  A  +  isin  A)"  *].      (1) 
P\h) 

Substituirt    man    endlich    die    nach    dieser    Formel    construirten 
Werthe  der  Cosinus  in  die  Formel  cos2r=:2cos^:r  — 1»  so  kommt 

[C,,  a,x  — 2C  v*N*]  [(cos  A  +  t*sin  A)  *  +  (cos  A  +  t*sln  A)     *  1 

Differenzirt   man    hier   beiderseits»    wobei   man    wieder    dxs=:h 
nimmt»   so  resultirt 


meieke  M  Mepr.  der  enäiicken  DilTerewitengieick.  eingehen.     31 

ood  diess  in  die  Torbergebende  Gleichung  substituirt,  liefert  eod- 
lieh   Cx  «V  =-|-i»    ^eil  id  (1)  fär  ;i:=0»  C08j;  =  l  werdeo  mims. 

Mit  diesem  Werthe  von  C  verwandelt  sieb  nun  die  Gleicbung  (1)  in 

co8jr=4[(cosA-ft8inA)Ä-|-(cosA  +  t8inA)    ^].  (2) 

Setzt  man  hier  j?=2A7r/,    h^^lkn^   so  kommt  die  am  Eingange 
erwSbnte  Formel  com  Vorschein.    Dieselbe  Gleicbung  (2),  In  Be- 

jr 

n^  auf  (cos A  4-  isinA)^  aufgelöst,  liefert  die  Moivre'scbe  Formt ' 

cos  A  -f  t  sin  A  =  (cos  or  -f  t'  sin  x)* , 
«vekfae  somit  för  jeden  Werth  des  Exponenten  bewiesen  ist. 


§.  5. 
Aufgabe.    Die   reducirte  kubische   Gleichung 

anfznlösen. 

BIsD  denke  sich  die  drei  Wurzeln  einer  periodischen  Function 
Too  n  entsprossen,  der  Art,  dass  allemal,  wenn  Xn,  ^ii-|-i>  ^»-l-s 
drei  Anrifisungen  sind,  Xn^Xn^»  x»^i=Xn^^....  ist,  wie  dis- 
acs  seboo  liei  dem  einfachsten  Falle  Xn^s^l  stattfindet,  wo 

2ii»  .  .   ,  2nn 
j?»  =  cos  — «- + 1  si  n -i|- • 

Ans  der  Differessengleicbnng  ara-^3— ^^s=0  folgt  aber 

Xn-A.l^  +  B.U  +  CA^. 

wo  A,B,  C  Functionen  von  /?(n),  oder  solche  sind,  die  sich  nicht 
isdeni,    wenn  u  \n  n  +  l  iibergebt.    Es  folgt  nun,  wenn^^^l: 

0 

Nun  tat  aber  auch  £^Xn^XQ  +  xi+x^=sO^   weil  die  Gleichung 
eine  reducirte  ist.    Also  ist   C=0. 

Das  Quadrat  von  x»  gibt  uns  nun  einen  Ausdiuck  voji  der  Farm 


O     a 

Feroer  ist  auch  £^  x  =zx^  +<e   +x  =—20,  d.  b.  Aß^  —  iq. 
Endlich  ist  noch  x     von  der  Form 


atso  ist  auch 


ÄjjtV=3(ji»  +  »«). 


'•   - 1 


d.  h. 

«•+ar*+ar'=— 3=3(i<»+Ä»),   oder  il»+iB'=— r. 


2 


Hält  man    diese   Gleichung  zusammen   mit    A^B^  =:  —  irg*»  so 
findet  man  A  a*d  12.    Meti  hat  abo  endlich 


Xn 


=v[-5+V'T+Si''+ '^c-l-V^i.R 


Wb  ^  JM^  i^efiebf^e  gänz6  tM  VDr^tellt.    In  diesetai  Ausdrucke 

n 

Mira  hian  «och  für  H  seinen  Werth  i{—l^4V9)  ««IMn.  MiAi 
sieht  leicht  «ü»  ^flte  man  aaif  dies«la  Wiege  4i€  siehoa  vioa  Isra- 
grange  angenommene  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  pteo 
Grades  beweisen  könne: 

m  Sil  (p— 1)11  pn 


§.6. 

^^fä^ltt'ft^-  Dwii  SchW^rf^tikt  %i%e%  hbttiogMtMi 
Kreisbogens    zu    finden. 

Die  Existenz  eines  Schwerpunlctes  vorausgesetzt,  so  wird 
derselbfe  auf  df m  Ra^iiis  CO  (Taf.  LFig.l.)  liegen  mfissep^  wel- 
cher nach  der  Mitte  des  ganzen  kreisbogens  2s  führt.  Durch 
seine  Entfernung  CO  vom  Mittelpunkte  wird  also  dieser  'Schwer- 
<^1flilt  ^  *mil^  V^timnm  m^lh.    Dl^s^b^  ^t  m^^Sr  V^  «^  Ra- 


tef  aocb  TOD  dem  halben  CentriwiDkel  x  abhingig,  aod  wliri. 
alM=f«  gesetzt  werden  kSnnen.  JBetmebten  vrir  nun  die  Scbwer- 
puktt  p  der  beiden  Hälften  i  des  ganzen  Kreiabogena :  Sind 
(üewIbeD  dorcb  die  geradlinige  Kante  pp  zugleicb  unterstfltzt, 
fowiri  anefa  der  gunxe  Kr^Mnofeft  In  tliiibe  «etai,  ^aa  unr^elill» 
lideokann,  wenn  sein  Schwerpunkt  unteratutzt  ist,  £a  liegen 
dennaeh  die  drei  Scbwerpankte  p,  O,  fi  auf  einer,  wegen  der 
Sjmnetria  der  Figur  uberdieaa  ^uf  CO  senkrechten  Geraden.  Hier- 
av  folgt: 

C0:=  Cp»  coa^f 

9kt,  da  Cp^ifx  gesetzt  werden   kann: 

i 

X 

ä         ^ 

Ca  diese  Gleichung  fü  eine  gewobnlitrhe  lineftre  HiSi^retit^ngMK 
dang  zu  verwandeln^  reicht  es  hia»  «a?=s3«  x«  setzen  and  'dann 
II  dta  Lugarithm^  4berz]|geheA.    Man  erhält 

•4er  wohl ,    wenn  man  n  mit  n  -f  1   vertanacht  und 

*  sin (2»+i)  -  ■  sin  (2")     *^'    ^-  **•  ^'  sin (2«)  -     "• 
tUgl   aurcb  Rfitegratiöto': 


letit: 


'ite  man  jetzt  wieder  zu  den  Zahlen  übergebt  und  zugleich 
4(1  Werth   von   d?  =  2"  herstellt,    hat  man 

_  gln;g 

Co  die  Constante  C  ejs. absolute  nachzuweisen«  gendgt  es,  in 
dieser  Gleichune  fir  4:  zu^eteen:  «.j^*,  Hvoileine  ganze  un- 
lieb grosse  Zahl  rorstellL    Man  erhäU  aladann,   da 


Ita  — "-rsrnr-^  :sl 


t  ii«  » 


j: 


3=r 


8A  Zehfu^:  EinUie  PunkU  üöer  die  BeiOmmunt  tkr  €M$ämie9p 

Ml/  !•  •    » 

UMÖi  dft  i^x  ffir  uoeodlicb  kleine  KceUbHigeo  iminer  mehr  mit  dem 
Radius' iibereinkommt 9    80  ist  C'i=:r,   also 

sinx 


y«  =  r 


5.  7. 

Aufgabe.  Den  Flficheninlialt  eines  spbftrischen 
Dreiecices  zu  finden.  Da  sich  jedes  schiefe  Dreieck 
in  zwei  rechtivinklige  zerlegen  läset,  so  wird  es  sich 
q^r  .um   deu  lohalt  solcher  handeln. 

"  In  dem  rechtwinklfgen  Dreiecke  7?7t:tr  (faf.I.  Flg.  2.)  verlSn- 
gere  man  die  Hypotenofte  und  die  eine  Kathete  üiii  so  entsteht 
ein  Kugelzweieck.  in  zirei  Dreiecke  zertheilt»  welche  die  Winkel 

a  und   ^    gleich   haben  und    nur  in   den  dritten  Winkeln  x  und 

n — X  von  einander  diflferiren.  Setzt  man  also  den  Inhalt  des 
einen  Dreieckes  =^  ys,  so  wird  derjenige  des  anderen  durch 
yns  ausgedrückt  sein,  und  da  sich  beide  zum  Kugelzweiecke 
ergänzen,    so  hat  man  die  Gleichung 


• « 


y«  +  y;r-»  =  ir*a. 


Diese  wird  durch   die  Substitution  ^=zr-t'('-'l)"  in  die  gew^bn- 
licbe  Differenzengleicbung 

•  * 

Obergeffibrt,    deren   Auflosung  ist 


y5+(-i)"  =^  ^^^  +  (— ')"9>(«»  ßn) 


oder 


y^ 


Um  die  willkubrliche  Function  9  noch  näher  zu 
▼eriängem  wir  die  beiden  Katheten.    Die  entstehende  Viertels- 


kafd  (Taf.  L  Pig.  3.)  zerftllt  alsdann .  in  zwei  rechtwinklige  Drei- 
ecke, dereo  Inhalte  bezfiglicb  durch  ya,  x»  gn—^,  n-x  darstellbar 
tsoL  E«  findet  deibnacb  die  Relation 

«titt,  d.  b.,  wenn  man  obigen  Werth  Ton  y  sobstitnirt:  ^ 

l(x-~)  l(*-f) 

^'C*^  ß  1(^1)  ^  '^  9(»— ö»  1^  l(-l)  ^" 

iüese  Diferenzenglerchnng  in  Bezog  auf  q>{o)  nubigt  une^/  zn- 
M^e  eine«  schon  mehrmals  angewandten  Verfahrens  (man  würde 

«=9 +  (—!)■  iwtzen) : 

l(o-|)        l(*-|) 

a  fletzen.    Hiermit  wird 

Ut  Dui  der  Inhalt  y  derselbe  bleibt,  wenn  x  und  a  unter  einan- 
^  vertaBScht  werdeo ,  so  ist : 

l(a-f)        \{x-^) 

Ua  («Der  a  and  x  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  Ao  kann 
Bu  lier  X  mit  »  — ;r  vertautehen,    wodurch  naA  erhält: 


Die  Suame  der  brideo  letzte«  Gleichungen  gibt  endlich: 


Kar— 2'>      .'(•-^fi 

Dieser  Werth,   in  (1)  sübsthuht,  Ti^ftrf  tfuti  aach 

'  i 

«Q.  dMU»   niaii  .eo(||icli   fla^t   Resultat  y  rr.f'Cf  i'^~~äp  4at 


:«i  ;i 


Ffillt  man  von  der  Spitze  des  grossten  Winkels  6  eines  scbie* 
fen  Dreieclces  ein  Perpendikel  auf  die  gegMffbCfrst^Bencle  SeileJ 
80  zerßillt  das  Dreieck  in  zivei  rechtwinklige,  y  und  yi,  der  Win- 
kel 6  in  zwei  Theile  x  und  Xi  j;    ist.  also  c  der  dritte  Winkel  des 

Dreieckes»  so  ist  y«=r*(a^-ap — gr).,  yi^^^^t^e^Xi^^),  aluo  ist 

die  Fläche  des  schiefen  Dreieckes   y  +  yi==  i^(a,-i-  A -f  c ^  9(). 


{.  8. 

Aufgabe.  t)id  ttesul'tafite  "Zweier  gl^icli^ii  Kr&rtfe 
p=^p'  zu  finden,  welche  einen  gtegeheoen  Wltik^I  ^ 
einschliessen. 

Um  den  Satz  vom  Parallelogramm  ^der  &rä^  zm  .beweifen, 
reicht  es  hin,  zuerst  obigen  I^all  feu  tHEJtrachten.  Da  die  von  der 
Spitze  eines  r<echtwinkligen  Dreiecks  nach  der  Mitte  der  Hypote- 
nuse gtezoge^e  tj^räde  zwei  gleichschenklige  Dreiecke»  Hälften 
t^l^  ßHut«»!^  enet^gt»  sio  erglfak  *^t!i  dann  leicht  ein  Beweis  für 
rechtwinklige  Coniposanten»  von  denen  aus  der  Schluss  auf  schiefe 
Jbdkf  n^  isft.  .-T-  E»  sei  puo  die  Tnagliche  Resultante ,  der  jbeideo 
gleichen  Kräfte  ^=^. PI  so  ist  Mar,.  das|i,  wenn  o?  cpnstant  bleibt 
die  Seitenkräfte  p  aber  nmal  so  gross  werden»  auch  die  Resul- 
tante den  fifachen  Werth  erhält;  dass  ebenso  die  Resultante  nor 
den  mten  Theil  so  gross  ausftini,  ^enn  die  'Oomponente  p  ^^^ 
den  mten  Theil  ihres  vorigeti  Wettheis  hat»  mehsti^is  sich  durch 
die  indirecte  Beweisart  aus  dem  Vorigen  ergibt»   und  dass  end* 

Ildl»  i^enn  man  die  beiden  vorigen  Schlösse  zusammensetzt^  die 

» • 

lle^uHant^  ^mal  bk>  lm^$  wifd »  ^enn  p  "in    -p  Obergeht  Hier- 
in- m 

ans  folgt  ,11s,  ^say«.^»    was  >aucb    o.  sei«, .  Biithin   (8r  «--p' 


•MM  44i  fmU(ft\  tl&t  €mUMken  Mlfi&pti^iHß^tBk,  -einiHum 


-\ 


j^,^)i±]|..'^j^,  <s    Da  >c  witlküirlicli  ist^   so 'ic^iiiDte  wir  eb  4m 

c 

iMÜilbMt  gMeh  arniehneo.,  uiNl«elieaS 

V'.f—Py'»^ w 

Die  Resultante  \aX  fel^ich  gleich  deto.  Prodiicte  der  Kraft  p  in 
eine  Fooction  von  2r.  Um  dieae '  zv  bestimmen ,  bringe  man  in . 
4m  Hicbiitng  d«r  HrfUiungslinle  ^q'  (Tfi^»  I.4?ig..40  id^s  Winlqvlii 
3»!  aaf  ipcilflie  4te  Resultante:  fölU»  die  ii^ej  -glcuicbeP:  K«||te 
^=i^=zp  =  p' ,  und  10  der  entgegengesetzten  Hicbtifpg  »g^y^ 
dieselben  Kräfte  — q=:  —  g'zi:p  an;  so  ist  die  Resultante  uover- 
isdeit  geblieben.  Man  tcanin  nun  a^ec  q  mit.p  tik^^^  g[^mit  p' 
n  i  znsummensetzen ,  so  dass  die  Resulta'nte  der  taeideo  glei- 
ch« Kräfte  r.  durch  t^y^x  ausgedruckt  werden  kani^^wo^^i 
ooch  für  r,  als  tlesultante  von  .p  und  q^=^Pi  M*^^.^  gfBfsetzt 
Verden  raSg«^  so  dass  die  ilesultante  von.r  ima  /^  =s.p.tß^^A^ 
Ut  Da  nun  die  Kräfte  — q,.  —q'^piu  Verbindung  mit,  der 
besoltaoten  von  r,  r*  die  iResultante  der  ursprungfiöhah  Rräfte 
p,|i  4ängs   qq*  ausamroensetzen ,  so  iblgt  diQ  Gleichung:      .      ' 

Om  diese  tSleiehtfng  ste  losdh,   toelae  roto  .^sa-f  Ittid  MHEktte 
das  Resultat  der  Substitution  ^n 

#KrKh  Elimiiiatmi  von  t  «rhält  man: 


2i**.t**-(l  +  ijx*)i,  +t.,^^0; 


dorch.AnfiS^ung  dieser  quadratischen  Gleichung  tur  .2^''atosst 
auf  die  zwei  Annahmen:  * 


•  > .  I 


t,  =2.,*    und  vi*.2i,*=l, 

welche  beide  d^ch  tJebergang  ^u  den  Lo^arittimen  und  Substi- 
tatioo  von  j:  =  2*  zu  gewohnlichen  linearen  Differenz«|(gleic|ii|iir 
gen  führen ,  und  wobei  man  nicht  ve^essen  darf,  der  Allgemein« 
heit  halber  II  =  ^^  sau  «etzeh.    So  i ndet  man  filr  z  zwei  Formen» 

welche  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  i  =  'i  und  ^=z-|-< 
fiefcBTo:  '  •■..••• 


i)  ^t±ut?Ä  +  «^^rf  oiie^y=WsCäJ     '" 


iU  •/ 


aod 


^\  •  '    ' 


1«  1* 


2)     «=:«(^^«<**'»>*>  +  e"^^  +  *^^-'>^*)'. 


S8  Z.  9%fu  99.-    Eha9t  Rmnkte  lAer  die  Bniimmum§  Str  C^mkmim, 

\x 
n^  C  eine  periodische  Fanction  von  -ja»  uodi;  eine  beliebige  ganze 

Zahl»  welche  jedoch,  da  die  zweite  Form  vqd  y  mnA  gewbiieheo 
werden  kann: 


3^=i2co9(?^  +  Cir(-l)l«). 


auf  einen  der  drei  Werthe  0,  1»  2  beechrfinkt  werden  kann,  too 
d^nto  ilian  aber  auch  sogleich  den  Werth  2  aasscliliessen  kann, 
dMn  es  iiit 

[Ahn  If-T  r2^  '*ni 

d.h.  es  kommt  für  A:=2  dieselbe  Form,  wie  filr  A-=l  zum  Vor- 
schein. Es  bfieben  uns  also  Im  Ganzen  noch  die  Form  1)  und 
die  beiden  für  £  =  0»  £  =  1  geltenden  Formen  von  2)  f&r  y  übrig, 
im  Widerspruch  mit  §.1,  wo  wir  fanden,  dass  die  Gleichung 
yx  =  y^x^ — 2  dem  Exponenten  2  zufolge  nur  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Auflusungen  haben  könne.  Dieser  Widerspruch  lOst 
sich,  wenn  man. bedenkt»  dass  in  der  That  die  Form  2)  für  j^=0, 

nämlich  3 cos [Cjr(-- 1)1 2],    auf  die  Form  l):    2cos(ßr)    anrück- 

kommt,  denn  der  Ausdruck  ( — 1)1S,  welcher  ursprOnglich  dazu 
bestimmt  war,  sein  Zeichen  zu  wechseln,  wenn  x  in  2x  fibergeht, 
bfisst  diese  Eigenschaft  ein,  wenn  er  unter  dem  Zeichen  cos  steht; 
er  ist  demnach  bei  gesagtem  Uebergange  als  constant  zu  betrach- 
ten und  verschmilzt  mit  C  —  In  Uebereinstimmung  mit  unserer 
Theorie  haben  wir  also  nur  zwei  wesentlich  unterschiedene  Auf- 
lösungen : 


oder  auch 


1)    y  =  2cosr^  +  Cr.(— 1)12^ 
5r=s2co8r-j- +  Cr  sin  IT  7^  J> 


\x 
wo  C  =  903 ja)*    Diese  Form    ist   unstatthaft,   well  für  a;s=:2'*j 

wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  Resultante  zweier  paralleler 
KrStte  p»  p,  = — p  ausfallen  mflsste,  indem  C  denselben  Werth 
behielte  y  also  lim  Cr =0  wäre. 

,  2)    y=?cos(«9(/J^). 


meieäe  M  intepr.  4er  enMekm  Bi^tremengUick.  eitigehen»     SB 

Om  die  Fanctioo  fp  nSher  sa  bestimmen,  bedenke  man»  dasa 
dieselbe  Resaltante  zum  Vorschein  kommeo  muss,  wenn  x  um 
2x  ranimmt     Also  wäre 

cos [{x  +  2«) q>(ß    ^,2  ^) ]  =  cos [xq> (ß ^)] , 


Bithin 


(j:  +2^)g>(p'i^i^^  ±  a:9(/j|f  )  =  2fot. 


wo  i(  eine  gewisse  ganze  Zahl.  Das  obere  Zeichen  kann  non 
jedeofalls  nicht  stattfinden,  denn  die  Gleichung,  als  Differenzen- 
i;leicboog  betrachtet,  wQrde  geben: 

^9(15  12)=*«  +  «"»  J-*(/^2«^- 
Balbirt  man  diese  Gleidnmg  und  nimmt  dann  2x(är  x,  so  hat  man : 

a?9(/5jf)  =U»  +  4sinjnp(/J^, 
also  wire 

XX  X 

ikn  +  sin^-  .tlf(ß,j^  =  l  smxif(ß^. 

■ 

Seist  man  aber  hier  x  +  Zn  (dt  x,  so  hat  man  ein  Besnltat^  wel- 
ches dem  Vorhergehenden  direct  widerspricht 

Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen  und  betrachtet  wie- 
der die  Gleichttog  als  endliche  Differenzeoglelchongj  so  hat  man 

*9>  (/*  jj)  =  **  +  *  (P  2^)- 

Seist  mao  2"«  fSr  «,  so  kommt: 

2":r 

Denkt  man  sich  die  ganze  Zahl  n  unendlich  gross,  so  wird  rlf=zkf 
also  endlich  y  =  2/7  cos  ^o:.  —  Wäre  nun  nicht  ^  =  1,  so  würden 

TS 

zwei  Kräfte»   die  einen  Winkel   r- einschlössen,  also  nicht  in i*iher 

geraden  Linie  wirkten,  sich  aufheben  roüssen,  was  unmägiich  ist 
Da  ferner  2pcosd?  die  Diagonale  der  Raute  vorstellt,  welche. einen 
Winkel  2x  zwischen  den  Seiten  p  bat,  so  ist  hiermit  der  Sats 
▼om  Parallelogramm  jder  Kräfte  bewiesen. 


M^w^p.'^  aoü^üN  *9tt  Ce^mefwU^ 
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III. 

Beiträge   zur   Geometrie. 


Von 


Herrn  F^  H.  Rumf^ 

Professor  ani   Gymnaiian  cn  Coesfeld« 


I. 

« 

Synthetiflcber    Beweis    des    im  25.    Theile   S.  234.    des 
Archivs  mitgefheiften  Satzes,  nebst  einer  Anvrcfndfang 

desselben. 

ile#^  arm  a^^Ohrtni  Orto  aofi^feslelhe  »nd  a)«f  analytitthe» 
Wege  enti^iclcelte  Satz  erscheint  um  sp  beachtenswerther,  da  er 
einen  geometrischen  Ort  enthllt,  der  bei  ifianchen  Dreieclcsaafga« 
ben  mit  Vortheil  angewandt  werden  kann.  Es  möge  daher  eine 
rein  synthetische  Behandlung  de«seUien  und  die  Nacliwei^qpg  .iM 
geometrischen  Ortes  hier  ^ine  Stelle  finden. 

1.  Lehrsatz.  Ist  eine  gerade  Linie  AD  (Taf. I.  Fig. 5.)  in 
den  Punkten  B  und  C  se  getheilt,  dass  AC  die  geometrisch 
mittlere  Proportionale  zwischen  AB  pnd  AD  bildet»  und  wird  dann 
au9  A  mit  AC  ein  Bereis  beschneiden:  so  verhalten  sich  die  Bnt« 
fernungen  jedes  Punktes  E  dieses  Kreises  von  den  Punkten  B" 

:  BevetSL  (L>  BeMbreihe  asa  ji  nsl  dHtt  Radid«  J JT  ^mm 
Mtei»,  welohep  iAm  EB  in  F  ffchaeidet,  «nd  ziehe  4F  wi  AR. 
]KuB  ist,   da  AC::rAE9   naeb  ^er  Annahme  r 

ADiAE:=^AEiAB;  * 


folglich 

^EOB=j£ABF. 

«Dd  da  noch  ^AßF=zjLAFB,  und  folglich  ^EBD^^AFS 
ist,  so  ist 

folglich 

^h. 

EB:EI>unAB:Aa 

(2.)  Ist  in  der  Peripherie  des  mit  AC  beschriebenen  Kreises 
en  Ponkt,  z.  B.  Eis  so  angenommen,  diiss  die  EiB  detK  roitil^ 
bcnchriebenen  Kreis  erst  in  ihrer  Verlängerung  (in  /\)  tritt,'  so 
siehe  man,  wie  oben,  die  ente^rechenden  Uulfslinien,  und  es  wird 
ach  mit  einer  geringen  Abänderung  derselbe  Qewei^  herausst^Uen, 

(3.)  Liegt  ferner  der  Punkt  in  E2  so,  dass  E^B  Tangente 
des  mit  AB  beschriebenen  Kreises  wird,  00  gUt^  wie  man  leicht 
sieht,  auch  hier  ein  dem  obigen  ent&pr eckender  Beweis. 

(4)  Dass  endlich  unser  S^tz  auch  für  die  beiden  Punkte  C 
mid  Ci  gelte,  ergiebt  sich  einfach  in  folgender  Weise.  Da  näm- 
lich nach  der  Annahme 


i  •» 


AO'.AC^AC'.JB. 
M  ist  auch 

(ADii4Q\(dCi:ABi:^  AC:4ß; 
od  Aess  gibt  bei  der  Subtraction  der  Glieder: 

•  *  ( 

C»:CBn>:ACiA9. 

and  bei  der  Addition  derselben: 

CiDtCiB^ACtAB. 


.1 


91  iiebtsMz..  B«  ««I  iBC<Ta(l,Fig.ft)  dieer«mUinia^eg 
wdbt  gMcbsebenkligen.  Dreiecke  und  li  dir  Fusspoiikt  der*  4m 
9eMtel«violiel  deeeelbeo  b^birend^eTtansFerisalei.  webet  BD^CD 
eeU  eelL  Wird  damv  in  der  Ob^r  jß  biiNuis  TerJäogertea  C^.der 
PMdt  A  »<»(  beetimmt»  iaA^  eicb  n^B\DiCnDBiE)€  tethäü 
md  dann  über  Z>i/)'ala  Duntbmeese«  ein  KMia  he«c6ri«lMtt:  sm 


^  Mump:    BHtrdffe  nur  Ceometrfe, 

Uli  ^<^ef  Kr«)«  der  ^geometrfBcfi«  -Ort  fl!r  dte-SdiefM  BSmnilKcb«r 
Mri»Uvka  auf  der  Grundlinie  BC^  bei  welchen  die  durch  den  Punkt 
|i  Buni  Scheitel  gezogene  Transversale  den  Scheitelwinkel  balbijrt. 

Beweis.  (1.)  Man  nehme  Irgend  einen  beliebigen  Punkt  A 
des  Kreises  als  Scheitel  des  Dreiecks  und  ziehe  AB  9  AD  und 
Aßx  -dann  ist  genäss  der  Toraussetzuog: 


DiB:DiC  =  DB:DC, 

d.  h.,  wenn  E  Mittelpunkt  des  Kreises  ist, 

(ED  +  EB) :  (EC + ED)  =  {ED — EB) :  {EC--  ED) ; 

folglich  ist  auch,   indem  man  die   vorhergehenden,    dessgleichen 
auch  die  nachfolgenden  Glieder  addirt  nnd  subtrahirt: 

2£Z>:2£Ca2£iB:2£JD, 

also  auch 

Eß:ED  =  ED:£C. 

Mithin  ist  auch  nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze 

ABiAC=zEßtEDz=ED'.EC 

=  (ED— EB) :  {EC—  ED) 
=DB:DC 

Folglich  ist  auch  nach  einem  bekannten  Satze: 

j!lBAD=2^DAC. 

(2.)     Die  in  Frage  stehenden  Dreiecke  kcinnen  auch  nirgends 
anderswo  ihren  Scheitel  haben  als  rn  der  Peripherie  des  angege* 
benen  Kreises.    Denn  erricht<^t  man  DF±BCp  so  kann  »mächst 
der  Scheitel    weder  in   dieser  Senkrechten   selbst,    noch  an  der 
rechten  Seite  derselben  liegen,-    weil  dann,    wie  man  leicht  sieht, 
im  erstem  Falle  BD=iDC  und  im  zweiten  sogar  BD^DC  sein 
mflsste,  welches  beides  der  Voraussetzung  widerspricht.     Sollte 
nun  ferner  der  Scheitel  auf  der  anderen  Seite  von  FD,   etwa  in 
G  liegen,    so  ziehe  man  GD,    welche  Linie  dann  den  Ober  DiD 
be«ehriebenen  Krei«  in  irgend  einem  Punkte  H  schneiden  muss, 
«nd  verbinde  N  und  Cr '  mit  ß  und  C   Dannistgemfise  des  ersten 
Theils  unseres  Beweises  ^BHD:=i^CHD,  alse  auch  Z.BBG 
:sij^CHG.    Da  nun  auch  jLBGHr=z  ^CGH  sein  soll  oad  GH 
2=  GH  ist,  so  wäre  ^  GBB  Q2  ^  GHC  und  folglich  HB  ^HC, 
wiMomoiABDrrCDf  was  nicht  sein  kann. 
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3.  Zusatz.  Statt  Di  in  der  Verlähgerang  von  CB  zo  be- 
•limmea,  kann  man  auch  direct  die  La^e  des  Mittelpunktes  £ 
inden,  wenn  man  BE  als  dritte  Proportionale  an  DC^-^DB  und 
DB  bestimmt 

A.  Z  OS  ata.  Mit  Hfilfe  dieses  geometrischen  Ortes  lassen  liich 
nehrere  Dreiecksaufgaben  I5sen ,  z.  B. 

1}  Ein  Dreieck  zu  construiren,  von  welchem  die  Grundlinie, 
die  den  Scheiteli^inkel  halbirende  Transversale  und  die 
Lage  des  Fusspunkts  dieser  Transversale  gegeben  sind. 

1)  Ein  Dreieck  an  construiren,  von  welchem  die  Grundlinie» 
das  Verh&ltniss  der  beiden  anderen  Seiten  und  die  vom 
Scheitel  zum  Ualbirungspunkle  der  Grundlinie  gezogene 
Transversale  gegeben  sind. 


IL 

Ceber  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  amscbrie* 
benen  and  der  Berührungskreise   bei  einem   Dreiecke. 

Beseichnet  r  den  Radius  des  einem  Dreiecke  umschriebenen, 
^  den  Radios  des  eingeschriebenen  Kreises  und  d  die  Entfernung 
der  Mittelpunkte  beider  Kreise:  so  ist  bekanntlich  iP=:r* — 2r^. 
Diesen  merkwürdigen  Satz  hat  Eni  er  (Nov.  comm.  Petrop.XL) 
algebraisch,  dann  Fuss  (Nov.  act.  Petrop.  X.) geometrisch  bewie- 
In  der  Folge  sind  für  denselben  Satz,  zum  Theil  mit  Hin- 
ieboDg  der  äusseren  Berührungskreise,  fiir  welche  eine  ähn- 
liche Relation  Statt  findet,  noch  mehrere  rein  geometrische  Beweise 
geliefert,  und  zwar,  so  viel  ich  weiss,   von 

1.  Kunze  (Lehrbuch  der  Geometrie  I.  S.  125). 

2.  Doger  (Crelle's  Journ. IV.  und  Dnger's  Geometrie  des 
Euklid  S.  377). 

3.  Gronert  (mathem.  Wr»rterb.  Supplem.  1.  S.  732.) 

4.  Jaeobi   (in   dessen    Bearbeitung  von    van    Swinden's 
Geometrie  S.  237). 

5.  Grusen  (Grelle's  Journal  X.). 

6.  Nanek  (Programm  des  Gymnasiums  zu  Schleusingen  vom 
Jahre  1840). 

'rktii  XXVII.  a 
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In  deo  folgendm  Zeilen  habe  ich  densdbeo  Gegenstand  eben- 
blle  rein  geometriecb  bebandelt  Ich  hefe,  das»  eich  die  Be- 
bandluDgeweiee  dnreb  Ebfachheit  und  Klarheit  empfehlen  wird. 

1.  Lehrsatz.  I.  Verlängert  man  in  einem  Dreiecice  ABC 
(Taf.  I.  Fig.  7.)  die  einen  Winkel  BAC  desselben  balbirende  Linie 
AD  bis  zum  Punkte  E  in  der  Peripherie  des  dem  Dreiecke  um* 
schriebenen  Kreises ,  und  beschreibt  aus  E  mit  EB  =  EC  einen 
Kreis:  so  liegt  in  der  Peripherie  dieses  Kreises  erstens  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  und  zwei- 
tens der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  Terlangerten  Seiten  AB 
und  AC  llegesden  äusseren  Beruhrungskreises;  und  diese  Mittel- 
punkte liegen  demnach  dort»  wo  dieser  Kreis  die  den  Winkel 
BAC  balbirende  Linie  durchschneidet, 

IL  Verlängert  man  die  einen  Aussen winkel  BAG  eines  Drei- 
ecks ABC  balbirende  Linie  ADi  bis  zum  Punkte  J&\  in  der  Peri- 
pherie des  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreises,  und  beschreibt 
aus  El  mit  EiBz=EiC  einen  Kreis:  so  liegt  in  der  Peripherie 
dieses  Kreises  erstens  der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  ver- 
längerten Seiten  BA  und  BC  liegenden,  und  zweitens  der 
Mittelpunkt  des  zwischen  den  verlängerten  Seiten  CA  und  CB 
li^^nden  äusseren  Berührungskreises;  und  die  Mittelpunkte  der 
genannten  Beriibrungskreise  liegen  demnach  dort,  wo  dieser  Kreis 
die  den  Aussenwinkel  BAG  balbirende  Linie  durchschneidet 

Beweis.  La.  Es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  eingeschriebe- 
nen Kreises.  Bezeichnet  man  nun  die  Dreieckswinkel  an  A,  B,  C 
mit  a,  ßp  Y  v^  zieht  OB  und  OC9  so  ist 

B0Cz=z2R'^{0BC^  OCB) 

=2R^i{ß  +  y) (A) 

Feiner  ist  der  conTSze  Winkel 

BEC=4R''BEC 

=  4Ä— (2ß— a) 

=  4Ä-(^  +  y) (B) 

Aus  (A)  und  (B)  ergiebt  sich,  dass  der  conveze  Winkel  BEC 
=z2B0C.  Wird  also  aus  E  mit  EB  ein  Kreis  beschrieben,  so 
wird  AOC  Peripherie  Winkel  dieses  Kreises«  und  folglich  gebt  der 
Kreis  durch  O« 
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I.  b.  E«  sei  Ox  der  Mittelpunkt  des  swiscben  den  Ferlän- 
gerlea  AB  und  AC  liegenden  fiossereo  BeiüiiruoifinkreiseH.  ZieM 
nan  min  O,  B,  »o  wird  diese  Linie  den  Winkel  CBF  kalbifeo, 
md  da  der  Wink«!  CBA  durch  OB  hsibirt  wird,  die  Halbirongs- 
Galfn  «weier  Nebenviinkel  aber  senkrecht  auf  einander  stehen: 
CO  lat  OB  Ol  ein  rechter  Winkel,  und  folglich  mnss,  wenn  man 
MS  £  mit  EB=EO  (I.a.)  tMnen  Kreis  beschreibt,  OBOi  Pen* 
pberiewinkel  dieses  Krei849s  werden,  d.  b.  der  Kreis  «nss  durdh 
Ol  gtben,   MttB  ZB  beweisen  war« 

II.  a«  Da  DiA  und  DA»  welche  zwei  Nebenwinkel  halbiren^ 
Mokrecht  auf  einander  stehen,  so  ist  EiAE  ein  rechter  Winkel, 
folgfidi  EiE  Durchmesser,  also  auch  £|A  =  JEJ|C  —  Es  sei  nun 
0|  der  Mittelpunkt  des  zwischen  den  verifingerten  BA  und  BC 
ß^oden  äitoiseren  Beruhrungskreises ;  dann  geht  die  den  Winket 
ABC  Halbirende  BO  in  ihrer  Verlängerung  durch  O^»  und  wenn 
Bto  O^C  zieht,  so  rouss  diese  Linie  den  Winkel  ACB  haJbiren; 
aJsout  O^CO  =  R  und    O^CB  =  R-\^\y.    Nun  ist: 

BO^C='2R--(O^BC+  O^CB) 

=  2Ä-(i^  +  Ä  +  4y) 

Ei  ist  aber  BEiC^BAC—u,  und  folglich  BE^C^^BO^C. 
Beschreibt  man  also  aus  £|  mit  EiB  einen  Kreis,  so  wird  BO^C 
PeripberiewiDkel  dieses  Kreises,  und  folglich  geht  der  Kreis  durch  O^ 

Der  Beweis  für  II.  b.  ergiebt  sich  wie  bei  I.  b.  —  Dass  fiir 
bse  beiden  Theile  ganz  wie  bei  I.  a.  und  II.  a.  auch  selbstsfSn* 
ügc  Beweise  geliefert  werden  können,  sieht  man  Jelcht* 


Anmerkong.  Ist  A^^C gleichschenklig,  so  wird  D^ilTan- 
Ueote  des  omschriebenen  Kreises,  und  folglich  lallt  JE|  mit  A  sn- 
Uffimen.    Das  Weitere  ergiebt  sich  wie  sonst 

2.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem  Dreiecke  der  Radius  des 
Mschrlebeoen  Kreises  mit  r,  der  des  inneren  BeHIhrungskreises 
mit  9»  md  der  Abstand  der  Mittelpunkte  beider  Krehe  mit  d» 
ferner  der  Badi«s  eines  der  ftusseren  Berfikmngskrdse  mit  f|» 
ud  der  Abstand  «eines  Mittelf^unktes  vom  Mittetpunkte  dss  um* 
•cbriebeDen  Kreises  mit  di  bezeichnet;  dann  ist: 

I.    rfa  ==r*-2f^ 

IL    d|«=r»  +  2r,?i. 

S» 
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Beweis.  I.  Es  sei  om  das  Dreieck  ABC  (Tat.  LPig.&) 
der  umscbriebene  Kreis  ^elefi^t  and  M  sei  der  Mittelpunkt  dessel* 
beo.  Halbirt  man  nun  den  Winkel  BAC  durch  AOi  und  detrsen 
Nebenwinkel  H^AC  durch  O^Ojf  welche  Halbirungslinien  des 
umschriebenen  Kreis  in  E  und  £|  schoeiden,  sieht  dann  EB, 
EiB  und  EiE,  macht  ferner  £0  =  £0,  ==££  und  £|0, 
^EiO^=EiB:  so  ist  nach  dem  vorhergebenden  Lehrsatze  0 
der  Mittelpunkt  des  inneren,  Oi,  O^,  O3  sind  die  Mittelponkte 
der  Süsseren  BerObrungskreise,  und  E^E  ist  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises.  Ffille  noch  OH\_AB  und  sBiehe  durch  0 
den  Durchmesser  FG,  dann  ist  A  AHOco^EiBE»  und  folglich: 

AOtOH^E^EiEB, 

also  auch,   da  OH=q,  £,£:=2r  und  EB=:EO  ist» 

ilO:p=2r:£0, 
und  folglich 

und  mithin 

if*=r* — 2rp. 

IL  a)  FCIr  den  aus  O^  beschriebenen  Reriihrungskreis  thWe 
OiBi  Ji  AB  und  ziehe  durch  JH  die  Sekante  0|C|.  Nun  ist 
^AH^OiOD^EiBE,    und  folglich 

^Oi:0|£fi  =:£,£;£«, 
d.  h. 

AOi:Qi=:2r:EOn, 
also 

und  folglich 

rfi«  =  r«  +  2rp,. 

b)  Fflr  den  aus  O^  beschriebenen  Berflbrungskreis  fklle 
0%H%JiAB  und  siebe  durch  M  die  Sekante  O^G>  Dann  ist 
annftcbst  H^AO^^O^AC^^R--  OAC  und  foiglich  B^O^=zOAC 
=s  £ii£  =:  ££i£.  Mitbin  ist  A  BEiE  00  A  AsObil  n.  m.  w.  wie 
▼orber. 

Ebenso  ergiebt  sieb  der  Beweis  fflr  den  dritten  äusseren  Be- 
rflhningskreis. 
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III. 

Eio   Beitrag   in    einer  AnsammliiDg   von  Beweisen    fOr 

den   pythagoräischen   Lehraati. 

Beaebreibt  man  oro  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  I.  Flg.  7.)  den 
beb  AE^  CEB,  balbirt  den  Winicel  BAC,  verlängert  die  Hal- 
KraagellDie  bis  E  In  der  Peripherie  den  nroachriebeneii  Kreise« 
■od  sieht  BE:  so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  ^ABEcs:>^ADQ 
ed  felglieh : 

AB:AE=AD:AC; 
abt  anch : 

AßxAC=zAExAD 

z=iABß  +  ABxED 

=AD^+BDXCD. 

4 

lünrnt  man  nun  das  Dreieck  als  ein  gleichschenkliges  an,  setst 
iIm  JC=  ab,  so  Ist  auch  CDssBD  und  ABB  ist  ein  rechter 
Winkel;   die  obige  Gleichung  aber  geht  Aber  in 

AB»—ADß+BDß. 


Estern-    £i irüii   ägmeit  dtr  Qmmtii 


Leiditer  Beweis  der  Gaassiaclieo  Gleidiongen   und 
der  N  eper'fldieo  Analogen  durdi  Coostroction. 

Herrn  E.  Essen, 

Ldbrcr  4cr  Mthf  tfk  ntf  Pftjsit  mai  GjrwMsaam  s«   Slar^ard. 


Bcinmtricfa  «ebacfde»  sich  die  Halbimof^linien  der  Winkel 
•ines  Dreieck«  ^^C  io  einem  Ponkte  G  (TaT.  I.  Hg.  9.)-  Fällt 
Ma  TM  C  die  Lethe  GD^  GE,  GF  uf  die  drei  S^ea,  ee  ist 
der  Winke»  AGF^  dem  eine  Halhirungclinie  aut  einen  der  henach- 
harten  Lothe  bildet,  das  Sopplenent  dee  Winkels  BGC,  welcheo 
die  beiden  andern  Balbiningslinien  einaehüessen.  Uebrif^ens  findet 
am  leicht 

Allee  dien  gilt  aagenecheinlich  eben  so  gut  von  sphärischen,  wie 
ron  ebenen  Dreiecken. 

Nan  sei  ABC  (Taf.  L  Rg.  10.)  ein  sphfirisches  Dreieck.  Man 
errichte  in  der  Mitte  von  AB  in  E  ein  sphlrisches  Loth  auf  ABy 
welches  die  Seite  ACmD  schneiden  mag,  und  verbinde  Dmit  C 
Sodann  sei  F  der  Punkt,  in  vvelcbem />£  die  Qbrigen  Halbirnngs- 
linien  der  Winkel  des  Dreiecks  CBD  dorchschneidet,  FG  sei 
senkrecht  auf  BC- 

Der  Winkel  CFG  ist  gleich  dem  Winkel  EFB,  da  beide  den 
Winkel  DFB  zum  Supplement  haben.  Aus  den  beiden  recbt- 
frinkligen  Dreiecken  CFG  und  FEB  erhält  man : 

cos  CFG  =  cos  CG .  sin  FCG , 
cos  EFB=  cos  EB .  sin  FBE^ 
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Non  aber  ist 

W.  FCG  =  90«>- J, 

^_       CD\CB-DB     CB^iDB-CD)     a—b 

cG=z ä = 2 *"r' 

folglich  bat   man: 

1)     cosf     o     Icos  ä  =  sinl  — g —  1  cos  ^ . 

• 

Ffii^s  Zweite    bat  man: 


sin  CG  —  sin  CF.sio  CFG, 
a\nEB:i:iBinBF.s\nEFB; 

aithin  verfaält  sieb 

sin  CG :  sin  EB  =  sin  CF:  sin  BF 

=  Bin  FBG:  »in  FCG. 

Bterana  folgt: 

2)    sin^-Y-]co»2^      V     2     7      2' 

Terl£ogert  raan  die  Seiten  BA  und  BC  Ober  ^  und  C,  bis  sie 
«ch  in  B'  schneiden ,  so  entsteht  ein  Dreieck  ACB' ,  in  welchem 
der  Winkel  f  gleich  B  ist,  während  seine  übrigen  Stucke  sich 
n  den  Seiten  und  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks  als  Supple- 
nente  Terhalten.  Folglich  bleiben  die  obigen  Formeh  auch  rieh- 
^,  wenn  man  statt  der  Seiten  und  Winkel  a,  e,  A,  C  ihre  Sup- 
piemente  einsetzt.    Dies  giebt: 

3)  sin  y-^J  »>n  2  =  cos  ^ — g —  ]  sin  ^ » 

-.  /a  +  6\  .    C  /^^  +  1?\        c 

4)  cosf  — 2~  lsln-5  =  cosf — s — j^^^o  • 

Hieraus  folgen  bekanntlich  die  Neper*scben  Analogien  durch 
Dnrision.  Uebrigens  wfirde  es  nicht  schwer  sein,  dieselben  un- 
mittelbar aus  der  Figur  abzuleiten.    Denn  man  hat 

tang  FG  =  sin  CG .  tang  FCG 
^  Bin  BG. fang  FBG. 
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Einige   ADdeutimgeB ,    die  Quadratur   der   Hyperbel 

betreffesd. 

Herrn  E.  E$sen^ 

Lebrer  4er  MaCkessCik  ■■4  Phyok  a«  GjwMsini  s«  SUrgar4. 


Der  Herr  Professor  Gronert  bat  in  ersten  Hefte  des 
ffiofondzwaozigsten  Theils  seines  Archivs  eise  elemen- 
tare Quadratur  der  Hyperbel  mitgetbeilt,  trelche  mich  sa  ögeoen 
Untersachnogen  fiber  dies  Thema  angeregt  hat  Ich  erlaube  mir, 
die  gewonnenen  Resultate  mitzatheilen ,  nicht  als  ob  rodne  Arbeit 
nach  einer  solchen  Darstellung  noch  einigen  Werth  haben  konnte, 
sondern  weil  ich  weiss ,  wie  sehr  solche  Anreeongen  in  der  Ab- 
sicht des  hochgeehrten  Herrn  Verfassers  liegen  und  mit  welcher  Nach- 
sicht derselbe  auch  selbst  schwache  Versuche  aufzoranntem  p6egt  *). 

1)  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyperbel  eine  Rgnr,  welche 
entsteht y  wenn  man  die  Endpunkte  eines  Hyperbelbogens  mit  dem 
Mittelpunkte  verbindet. 

Ein  asymptotisches  Segment  soll  ein  Flächenstiick  heissen,  das  von 
einem  Hyperbelbogen,  einer  Asymptote  und  zweien  parallelen  Linien 
begrenzt  wird.  Laufen  die  beiden  parallelen  Linien  der  aweiten  Asym- 
ptote parallel»  so  soll  dan  Segment  ein  Komialsegment  genannt  werden. 

^  Lehrtait.  Aus  der  Gleichung  der  Hyperbel 
xy  =  Ka*f  ^^)  folgt  bekanntlich  leicht  der  Satz,  dass  ein 
von  den  Asymptoten  eingeffchlossenes  Parallelogramm» 
dessen  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbel  liegt,  einen  con- 
stanten  Flächeninhalt  hat. 


*)  Was  ieh  von  dem  folgendes  vortrefflichen  AaCmlse  halte,  habe 
Ich  ecbon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CHI.  Im  Allgemeinen  Torlaofig  antge- 
•prochen.  Wenn  ich  die  obigen  Worte  Im  Eingänge  dieses  Anfsattes  habe 
stehen  lassen,  so  Ist  dies  nur  geschehen,  weil  sie  ein  neues  Zeugnis« 
von  des  treffliehen  Herrn  Verfassers  fast  su  grosser  Bescbeideaheit  ab- 
Isgea.    leb  kann  mich  durch  dieselben  nur  geehrt  fühlen.  6. 
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Die«  giebt  die  Grundlage  ßir  folgende  Behauptung:  Ein  8ec- 
tor  ond  ein  Norniakegment  Aber  demselben  Hyperbel  bogen  haben 
gleichen  Flächeninhalt.    (Tuf.  II.  Fig.  1.) 

Beweis.  Es  sei  ABO  ein  Sector,  ABA^B*  ein  Mormalseg- 
aeot  Alsdann  ist  das  Dreieck  OAA'  gleich  dem  Dreiecke  OBB\ 
ireil  beide  Hälften  gleicher  Parallelogramme  smd.  Nimmt  man 
ron  beiden  das  gemeinsame  StCIck  OHA*  hinweg»  und  legt  sodann 
CO  jedem  der  fibrig  bleibenden  Stflcke  das  FläcbenstQck  ABH 
kinsQ,  80  folgt  das  Behauptete. 

Z^  Lehr  Matz,  Asymptotische  Segmente  swischen 
desselben  Parallelen  sind  gleich.    (Taf.  II.  Fig. 2.) 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  Segmente  AA'B'B  und 
^illfk^  so  leuchtet  ein,  dass»  wenn  die  Bogen  AB  und  ab  sehr 
iiein  sind»  man  dieselben  als  zwei  Paralleltrapese  ansehen  fcant. 
NsB  aber  ist  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel 
JJ'saa'»  fifi'  =  66',  folglich  haben  beide  Trapeze  gleichen  In- 
halt Sind  nun  zwei  beliebige  Segmente  zwischen  denselben  Pa« 
rallelen  gegeben,  AA'OC  und  aa'c'e,  so  wird  man  dieselben  durch 
Parailellinien  in  so  kleine  Theile  zertheilen  können,  dass  diesel- 
ben als  Trapeze  angesehen  werden  kiinnen.  Da  aber  diese  ein- 
zelnen Theile  paarweise  einander  gleich  sind,  so  folgt,  dass  die 
giDxen  Figuren  gleich  seien.  E^  darf  wohl  nicht  bemerkt  wer- 
den, dass  sieb  der  Beweis  leicht  mit  grösserer  Strenge  Rihren  Hesse. 

4}  Lehrsatz.  Normalsegmente  sind  gleichen  In- 
halts, wenn  ihre  Grenzabscissen  in  Proportion  stehen« 
(Taf.  II.  Fig.  1.) 

Beweis.    Wir  nehmen  an,  dass  sich  verhalte 

OA'iOB'  =  OC'iOiy, 

md  wollen  beweisen,   dass  die  Ober  A'B'  und  CIV  stehenden 
Nonnalsegmeote  gleich  sind. 

Man  trage  die  Grenzabscissen  OA'  und  OB*  auf  die  andere 
Asymptote  ab,  wo  sie  bezflglich  bis  a'  und  V  reichen  mögen, 
ond  construire  das  Norroalsegroent  aa'Vb.  Dann  ist  dieses  offen- 
bar dem  Segment  AA'B'B  congruent.  Nun  seien  F  und  f  einer- 
seits, 6  und  g  andererseits  die  Punkte ,  in  denen  die  Asympto- 
ten von  den  Linien  aC  und  bD  getroffen  werden.  Dann  ist  wegen 
<ler  Gleichheit  Ton  CFund  af,  sowie  andererseits  von  DG  und  ögz 

ACC'FSöaay,.    ^DIVG^bb'g, 
Mgiich 


4'i  Esten:    Bhrtte  Andeulmn$en, 

D'G=ib'  =  SS'. 
Nun  aber  rethllt  sich  wegen  der  Gleiohaageo 


und  der  vorausgesetzten  Proportion  auch 

ÄA''.BB':=zCC'iDiy. 

also  auch 

I  C'F:D'G=:CC':Diy. 

Mithin  sind  die  beiden  Dreiecke  CC'F  und  DITG  ähnKcb,  6T 
parallel  DG.  Hieraus  folgt,  dass  das  Segment  CDCF gleich  dem 
Segment  abgf  sei.  Aber  wegen  der  Congruenz  der  Dreiecke 
CC'F  und  an'f,  sowie  der  Dreiecke  DiyG  und  bb'g  Ist  auch  das 
Normalsegment   CCIVD  =  aa'6'6 1:=  AA'WB. 

Zusatz.  Ist  also  das  Normalsegment  AA'C'C  das  Dop- 
pelte Ton  AA'BB,  so  verhält  sich 

d.  h.  Of  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  A'O  und  CO. 

Hieraus  geht  ohne  Weiteres  hervor,  wie  ein  gegebenes  Nor- 
malsegment AA'C'C  zu   halbiren  sei. 

5)  Folgerungen.  Es  sei  A  (Taf. H.  Fig.  l.)  der  Scheitel 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  Potenz  ia'=:Eins,  woraus  her- 
vorgeht : 

o  =  V2. 

Alsdann  ist  auch  OA'^AA'  gleich  Eins.  Nun  wird  es  offenbar  eine 
Ordinate  BB  geben,  durch  welche  ein  Normalscgment  AA'B'B 
vom  Flächeninhalt  Eins  abgescbnitten  wird.  Die  unbekannte  Ab- 
scisse  OB'  wollen  wir  der  Kurze  wegen  durch  e  bezeicbDeo. 
Entspricht  nun  die  Abscisse  OC  dem  Flächeninhalt  Zwei,  so 
bat  man 

OA' i  OB' s:  OB' i  OC , 

folglich  ' 

OC  =  «• 

Ist  AA'D'D  dreimal  so  gross  als  AA'B'B,  so  hat  man: 
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E«  M  also  fttr  alle  Absciaaenwertbe,  deri^n  LogarHhmen  in  dem 
aofdie  Baaia  e  gegrflodeten  System  ganze  Zahlen  «ind,  be«vie- 
seo,  das«  die  Logarithmen  jedesmal  den  Flächeninhalt  des  durch 
die  Abscisae  bestimmten ,  vom  Scheitel  aus  gerechneten  Normal- 
Kqpnents  aosdrücken.  Die  auf  die  Basis  0  gegrfindetea  Loga- 
ritbrneo  nennt  man  hyperbolische  Logarithmen,  und  man  hat 
abo,  wenn  man  den  Flächeninhalt  irgend  eines  Normalsegments 
dareb  t  beseidiBet,  ffir  jeden  Wertb  von  s,  der  eine  ganzie  Zahl  Ist; 

i  =  loghypa:. 

Diese  Behauptung  iSsat  sieb  sogicich  durch  feiende  Beftracbtuog 
zweitem:  Ist  QM*  die  mittlere  Proportionale  zwischen  QBf  und 
QC\  also  Segment  ßBifM=CC'M'M,  so  hat  man: 

loghyp.OiB'+log  hyp.  OC 
=  5 

=loghyp.  V^O/y.OC^rs  log  hyp,  OM'. 

Folglich  gilt  die  Gleichung 

i  =  loghypa; 

soch  fiSr  alle  Werthe  von  s,  die  durch  Einschaltang  eines  arith- 
netiseben  Mittels  aus  der  natürlichen  Zahlenreihe  erzeugt  werden 
können »  während  man  diese  Einschaltungen  offenbar  in's  Cnend- 
iehe  fortsetzen  kann. 

ß)  Lehrsatz.  Fflr  jedes  Weitb  von  9  und  x  gilt 
onter  den  Voraussetzungen  des  vorigen  Paragraphen 
die  CUicknng 

#s=logb3q):r. 
Beweis.    Denn  wäre  etwa 

80  Hesse  sich  ein  Werth  2  der  Abscisse  denken  und  ein  zugehö- 
riger Logarithmus  t,  die  beide  durch  Einschaltung  des  geometri- 
idbea  miAatitbiM^cben  MHtels  ainetsifits  aas  der  Reihe  1^  e^,  e*«^ 
andererseits  aus  der  natfirlichen  Zahienreilw«ntaländen.sind^  wfth» 
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reod  i  der  Bediiif^ung  anterworfen  sein  «oll,  iwischeii  loghypjr 
und  loghypjr-f-^  so  liegen.  Aladann  drflckt  i  da«  «nm  Absds- 
seiiwerth  z  gehörige  Segment  aus.  Da  nun  t  kleiner  iet  als  i»  so 
mfleste  auch  z  kleiner  sein  als  jr.  Es  ist  aber  im  Gegentheil 
grosser,  vreil  der  gemachten  Voraossetaung  gemSss»  die  augen- 
scheinlich immer  su  erfüllen  ist» 

logz  >  logÄ. 

7)  Zum  atz.    Die  Gleichung 

«^Ioghyp:r 

bleibt  auch  richtig,  wenn  man  sich  unter  s  den  Inhalt  des  suge* 
hörigen  Sectors  Torstellt.  Für  diesen  ist  es  aber  bequemer,  statt 
der  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Koordinaten  lieber  die  auf  die 
Axen  der  Hyperbel  beaogenen  einsnflihren. 

Fällt  man  vom  Punkte  M  der  gleichseitigen  Hyperbel  (Taf.  II. 
Fig,2.)  ein  Loth  MP  auf  die  Aze  und  verlängert  es,  bis  es  die 
Asymptote  in  Q  schneidet,  so  hat  man: 

Jlfö=OP-.Pilf=ii-e. 


Nun  ist   OQ*  =  2.tt*,  und  wenn  man  von  M  das  Loth  IHM'  anf 
die  Asymptote  ftllt: 

2¥M^=2ä^=  JlfQ«=(ii-e)« 
Hieraus  folgt 

Folglich  hat  man  fUr  den  Sector  OFM  den  Ausdruck: 

Denken  wir  uns  nun  eine  andere  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
anstatt  der  Axe  2 v/2  die  beliebige  Axe  2a  hat,  so  ist  diese  Hy- 
perbel eine  der  bisher  betrachteten  ähnliche  Figur,  weil  alle  gleichsei- 
tigen Hyperbeln  einander  ähnlich  sind,  und  man  hat  daher,  wenn 
man  die  den  Koordinaten  »  und  e  entsprechenden  Koordinateo 
durch  u'  und  v'  bezeichnet,    die  Proportionen: 

tt:if'=e:e'  =  V2:a; 

und  wenn  a'  den  Flächeninhalt,  welcher  dem  Inhalte  a  entspricht» 
bezeichnet,  so  hat  man 


^t  Qvadratur  der  Hyperbel  beirefrenä,  45 


i':i  =  2:a«. 


Hlenm»  geht  hervor: 

«'=  2^loghyp— J-. 

Denkt  raan  sich  ferner  eioe  ungleichseitige  Hyperbel  mit  den 
Aien  2a  nnd  26,  und  bezeiehnet  die  Koordinaten  derselben  durch 
«I  nsd  ti »   den  sugehGrigen  Seclor  durch  f| ,   so  hat  man : 

M':=if|,    9':e|=:a:6,    «':«i=a:Ä. 

folgt: 


f.=yloghyp(^*+j) 


Bdnchtet  man  nun  ein  Flüchenstfick,  wie  in  Taf.  II.  Fig.  2.  FPM. 
nd  beseichnet  dasselbe   durch  S^  so  hat  man : 

S=  A  OPM--  Sector  OFM  :=  iac,  »i  -  ^  log  (?  +  ft^)  • 

8)  Es  kommt  jetzt  noch  darauf  an ,  die  Zahl  e  zu  berechnen. 
Man  denke  »Ich  (Taf.  II.  Figr.  1.)  BB'  sehr  nahe  an  AA'.  Als- 
diDD  ist  das  Segment  AA'B'B^  wie  Oberhaupt,  grosser  als  ein 
Rechteck,  welches  A'B^  zur  Grundlinie  und  BB  zur  Hohe  hat, 
dagegen  kleiner  als  ein  Rechteck,  welches  dieselbe  Grundlinie, 
aker  AA*  zor  Hube  hat.    Da  AA'  der  Annahme  nach  gleich  Eins 

iat,  so  hat  man  also,    wenn  man  A'B^^  ■•   nimmt: 

m 


<l 


IKm  giebt  die  b«idmi  Uagleiehongen: 

tn 

•der  auch 


eXH-;^)"«,    e<(l+^«+^ 


Ninmt  man  beiderseits  die  br^isebeo  LogariChmen,  so  findet  man: 

log  brigg  e>mlog  brigg(l  ^^ 

<(«+!)  log  brigga+^. 

HUtelsf  dieser  Ungleicbnngen  kann  man  «  bin  an  jedem  beliebi- 
uen  Grade  der  Genauigkeit  erlniten.     Setal 
so  bat  man 


TM       I 


log  brigg  e  >  1000000  log  brigg  (1,000001) 
<  1000001 .  log  brigg  (1,000001), 

wodorcb  man  e  scbon  sebr  genau  erbält 

Sebr  leiebt  erbilt  man  aneh  e  mittelat  des  bmemisehen  I^br- 
satzea»  nimlicb: 

Auch  dorcb  bloesen  Qnadriren  kann  man  e  erbalten,   wie  leicht 
ist 


Es  wfirde  bier  aacb  der  Ort  sein,  nacbznweisen ,  dass  e  die 
Snmme  ist  der  nnendlicben  Reibe 

*  +  ' +  0  +  17273 +  1.2.3.4 


Will  man  den  Satz  Ton  der  Aehnlicbkeit  der  gleicbaeitigen  Hy- 
perbeln nicht  voraussetzen»  so  verfahrt  man  folgendermaasen.  Es 
sei  Xx  derjenige  Abscissenwerth ,  frelcber  das  Segment  mit  dem 
Flächeninhalt  in*  bestimmt    Abdann  netzt  man: 

V2.3:t 

und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  hat: 

«      -*>         ^      —  e,         ^      — ^, 

die  den  Abscissen  x^t  x^f  x^  entsprechenden  Segmente  das  Dop- 
pelte, Dreifache  und  Vferrache  von  la*  sind.    Mithin  hat  man: 
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*=f  loghyp— ^— . 

und  «8  ist  nicht  schwer,  diese  Formel  io  voller  Allgeroeinheit  zu 
beweisen. 


VI. 

Ein  Beitrag  zur  Geometrie  des  Lineals '^). 


Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Geometrie  des  Lineals  sneht  alle  geomelflsohe  Aufgaben 
bloss  mittelst  der  geraden  Linie,  also  mit  Ausschliessung  des 
Kreises,  zu  losen.  Die  folgenden,  die  Beschreibung  eines  Kegel- 
Mhnitts  durch  luuf  gegebene  Punkte  betreffenden  Benierkungeri 
HÜen  hiezn  einen  kleinen  Beitrag  liefern. 

Dass  PaseaTs  mysiisebes  Sechseck  allgemein  fdr  alle  Kt- 
irelscbDitte  gilt»  ist  bekannt,  so  wie  auch,  dass  es  bei  diesem 
»Sitse  ganz  willkOhrrKsh  Ist,  io  wekher  Ordnung  und  Folge  diq 
w!  dem  Kegelschnitte  liegenden  sechs  Pankle  genommen  werdem 
BekanntMoh  wird  der  Satz  allgemein  so  ausgesprochen,  dass  di^ 
drei  Durchschnittsponkte  je  zweier  Gegenseiten  eines  in  einen 
Kegelschnitt  beschriebenen  Sechsecks  jederzeit  in  derselben  Ge* 
rtdeo  liegen.  Zu  dem  Zwecke,  welchen  ich  hier  habe,  will  ich 
den  Satz  avf  folgende  Art  aasspt echen : 


*>  G^oM^trie  ds  la  Rigle.    M.  s.  s.  B.  Traltd  de«  propfi^" 
Us  pKojecÜTSs  dst  figacas  par  Poaoelel.    Paris  ligS.    p«  f (!• 


48  Gruneri:  Sin  BeiWvp  »nr  Geometrie  des  Uneni». 

WeDO  man  voo  eiDem  Punkte  P'  (Taf.  IL  Fig.  3.)  am 
drei  gerade  Linien  siebt,  welche  einen  beliebigen  Ke- 
gelschnitt in  den  Punkten  A,  M;  B,  M'\  C,  M"  schnei 
den»  und  dann  die  Durchschnittepunkte  P  und  P^  dei 
Linien  B3t,  CM'  und  BAt",  AM'  bestimmt,  so  liegen  die 
drei  Punkte  P,  i",  P*  jederzeit  in  einer  geraden  Linie. 

Betrachtet  man  nXmIich  das  in  den  Kegelschnitt  beschriebene, 
in  der  Figur  durch  stärkere  Linien  ausgeseichnete  Sechseck 
AM'CM''BM,  so  sind  offenbar  BM,  CM';  ferner  AM,  CM"; 
endlich  AM',  BM";  als  gegenüberstehende  Seiten  dieses  Sechs« 
ecke  zu  betrachten,  und  deren  Durchschoitt»puukte  P,  P* ,  f 
liegen  also  nach  dem  Pascal' sehen  Satze  in  derselben  Geraden, 
wie  behauptet  wurde. 

Da  nun  bekanntlich  durch  fünf  Punkte  sich  immer  nur  eia 
Kegelschnitt  beschreiben  lässt,  oder  durch  filnf  Punkte  ein  Kegel- 
schnitt vollkommen  bestimmt  wird,  so  wird  auf  der  Stelle  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Behauptung  erhellen: 

"Wenn  A,  B,  C,  M,  M'  filnf  beliebige  Punkte  sind,  so  ziehe 
man  die  Linien  BM,  CM'  und  AM,  BM',  bestimme  deren  Durcb- 
schnittspuukte  P  und  P' ,  und  lege  durch  P  und  P*  eine  gerade 
Linie.  Zieht  man  dann  die  Linie  AM' ,  bestimmt  deren  Darch- 
Schnittspunkt  P"  mit  der  durch  P  und  P'  gelegten  Geraden ,  zieht 
sodann  die  Linien  BP"  und  CP,  und  bestimmt  deren  Durchschnitts- 
punkt  M",  so  ist  M"  ein  Punkt  des  durch  die  fünf  Punkte  A,  A 
C,  M,  M'  vollkommen  bestimmten  Kegelschnitts. 

Denn  wäre  M"  kein  Punkt  dieses  Kegelschnitti«,  so  schneide 
die  Linie  CP'  denselben  in  einem  anderen  Punkte,  welchen  nir 
uns  durch  Mi"  bezeichnet  denken  wollen;  zieht  man  dann  die 
Linie  BM^  und  verlängert  dieselbe,  wenn  es  nuthig  itft,  biei 
AM'  in  dem  von  P"  jedenfalls  verschiedenen  Punkte  Px'  ge- 
schnitten wird,  so  liegen  nach  dem  obigen  Ausdrucke  des  Pas- 
cal'sehen  Satzes  die  drei  Punkte  P,  P' ,  Pi"  in  einer  geraden 
Linie,  was  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Constroction  die  Punkte 
Py  P,  P*  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Also  ist  M' ehi  Punkt 
des  durch  die  filnf  Punkte  A,  B,  C,  M,  M'  vollkommen  be- 
stimmten Kegelschnitts. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  folgende  Methode, 
beliebig  viele  Punkte  eines  durch  ffinf  gegebene  Punkte  bestimm- 
ten  Kegelschnitts  zu  finden,  welche  freilich  ihrer  Natur  nach 
immer  nur  eine  discontinirliche  Folge  von  Punkten  dieses  Kegel- 
schnitts gehen  und  nie  zu  einer  organIsehen  Besehreibung  dessel- 
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ko  fSbreo,  aber  ^och  iii  menckeii  FBlIefi',  tro  etf^AMufankomnit» 
■tt  Seboall^keU  and  Leichtigkeit  nocli  ^Ine  grossere  AosaM  Ton 
Pooltfeo  des  gesnebten  Kegelschnitts  aa  itiden»  mft  NatseD  An- 
weodong  inden  kann. 

Die  fBnf  gegeheaen  Rankte«  dqrch  wel<:b6  ein  Kegelschnitt 
beschrieben  werden  sdN,  seien  A,  B,  C,  M,  M'  (Taf.  11.  Fig. 4.). 
Man  tiebe  die  Lloien  BM,  CM'  nnd  AJU,  BM'^  bestimme  deren 
Darckschiiitts|Mnkte  P  ntid  P' »  lege  durch  dieselben  eine  Gerade« 
wdehe  irir  in  der  Folge  In  der- Kürze  4urch  Z«  beseichnen  wei« 
kl,  liebe  die  Linie  AM',  bestimaie  deren  Durcbscbnittcfiunkt 
P  ait  der  Linie  L,  siehe  die  Linien  BP*  und  CP  Md  bestimme 
derci  Durchschnlttspunkt  Jlf '•  Hieranf.  üebef  man  die,  Linie  i4if^« 
iNffinme  deren  Darchschoittspunkt.  P^  mit  der  Linie  X(»  ziehe 
ditLioien  JBP^  und  CM^  und  bestimme  deren  Durcbscbnittspnnkt 
JT.  Femer  ^iebe  man  die  Linie  AM"^,  bestimme  deren  Dsreb^ 
ickiittopnnkt  /^^  mit  der  Linie  L,  ziehe  die  Linien  BP^^  und 
CP'  und  bestimme  deien  Durchscbnittspnnbt  ilf^.^*^  Wie  man 
ttf  diese  Art  fortschreiten  und  beliebig  viele  Punkte  Jlf^  M!f, 
^iF^  Jf^,..*.  des  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte**^!,  JB»  Cg 
Mt  if  besümmten  Kegelschnitts  finden  kann»  ist  klar.  Auch 
bedarf  es  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung »  dass  man  auf 
gui  Ähnliche  Weise  in  der  Linie  h  fiuch  nach  der  anderen  Seite 
des  Panfctes  P  bin  fortsohreiten  k«in,  vfie.  aus  der  Figur  mit  biif? 
reichender  Ueutliebkeiiobne  eIniMr  fveiteren  EriiutenMig  zu  bedür- 
fen ersichtlich  ist. 

Ich  unterlasse  nicht,  zu  bemerken,  dass  diese  einfache  Me- 
thode, beliebig  viele  Punkte  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte 
kstimmten  Kegelschnitts  zu  finden,  schon  von  dem  scharfsinni- 
|n  Lambert  in  seiner  Freien  Perspective.  Zweite  Auf- 
lage. Zweiter  Theil.  ZflftelK  1774.  S.  166  *)  dem  Wesent- 
Ueo  nach  angegeben  worden  ist  Lambert  leitet  dieselbe  aber 
io  seinem,  sehr  viele  schone  Sachen  enthaltenden  Werkchen  aus 
^9^  reo  ihm  gegebenen  Kegeln  der  Perspective  sehr  kurz  ab, 
M  dass  sie  an  jenem  Orte  nur  dem  verständlich  werden  kann, 
der  sich  mit  diesen  Regeln  vollständig  bekannt  und  vertraut  ge- 
isacht  hat  Die  Auffindung  des  von  mir  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Nachweises  des  unmittelbaren  Zusammenhangs  dieser 
Methode  mit   dem  berOhmten  Pascal' sehen   Theorem  hat  mir 


*)  In  der  ersten  Auflage,  welche  anter  dem  Titel:  La  Peripec- 
tive,  affranchie  de  rembarras  du  Plan  g^oinetrat  Par  J.  H. 
liimbert    Zarie.  1769.  erschienen  ist,  findet  sich  dieselbe  nicht. 

TkeU  XXVn.  4 


0rMn.$r4r  BlmMt^p^  9»r  ^€l^pm$twj^d$9,  üu^nUi. 


daher  x^nH  kMbe  Freade  gf itai^bt  Zpgleioii  lief«i<  <)iefelbe  m 
ini^* BeivpM  ««  der  Gei>in«lri(B  d^e  I^iiie^i^Uw  Ob  «idi  4ieBi 
Melbode  «och  andectriirts  £ndfl«.^nii  ich  jetot  mit  Be^tipimlbfl 
flicht  fitagen.  In  dem  oben  angeführten  ber«yh|ntfifl  W^rke  dq 
Herrn  Poncet  et  kommt  sie,  so  viel  ich  habe  finden  kunnen»  nich 
'vor/ namentlich  nicht  in  dem:  „G^^oni^trte  de  lä  R^gle  e 
des  TraiiST^renles*'  Überschriebenen- Chapf Ire  I.  der  Sesi 
tloo  11'^,  «TB»  i'iiikofpm  benierkenswerth  ist,  Weil  Üerr  Paneel 
let  son«rt  flieht' fce1<^n  Ten  Lorab^ert'e  treffliehtni  Werkcbei 
Gebrauch  gemilcht  'hat,  dabei  vfelfaoh  nnlersMHist  'von  dem  be 
k^nntlkh  auch  (ktrch  grosse  literarisch -tääthefutttlsche  Oelebrsain 
kelt  linsgeKefchiieten  Meraa^dier  der  Nouv^lles  Annales  dl 
RV^th^niaitiqiiee,  Heh*fi  O;  Terqiiem -in'P.ariSy  mn  irelcbeii 
Herr  Poncele-t-  p. !i69.  AnHeta^  'auf  eüien'  andepen  Gegenstand 
sagt!  ,,Niins  <ignerions  qiie  ceox  velatTft  k  4»)  paTa6nle  eossej 
dti  4e  stijet  des  recherches  de  Lam'bert;:  et  c'«st  :k  Terudil 
blbliothdcairo  dti  Mtfsee  centraf»  d'iir4illerle,"M.  Tepqvein,  qiM 
flees  devoos  cettepeaitHilteef  ddnt  bous  nehs  enipres^ön^y  eohimi 
eil  roit,  de  firofiter»  ea  iai  tiddMiguant  «Id  tenle  'notre  mcmm 
BSissanck" 


*)  Cfne,  wie  et  «eholnl,  aaf  fthnflelti*!!  Erfinden  lerabeaee,  Ton  Itf 
Iiambert^ftchen  aber  ^orh  temciiiedeiie  OeiMt^tietiaii  kommt  nfterdiig^ 
p«  ee<  veei  4ie  vaa  Dassir^nss  «ad  •Ari«aahiam  aotlebBl  USL 


.• 


^mf09t4i9Hß^tri   fim  ^/»  t^p^^4r  AlP«Mfi^ 


I 

u 


f                \          .    .         . 
..•    t.ti  >i   ♦,  :  ..  '.  .1  ,    '"  .1  ^  :    » 


I       ••,;,..'      I  •    •  .    •    r 


r 


»r  '    ^vwv   .',•»>•••!  ••  !»    •  I. 


VII. 

;• '  •      .  .  t  >  }    '        • 

Ei»  Sali  vöÄ  der  Hj^padbel 


•  «  1  «> 


MtuTenicheranjps-Calculator  der  1r.  k.  p.     Azienda    Assicunitric« 

^u  Triebt.  .  ^ 


Es  int  eine  bekannte  Aufgabe  der  ebenen  Trigonometrie,  von 
dnea  gegebenen  Punkte  aus  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  d^fs.daf 
iwischen  den  Scbenkcjjn  eines  segebenj^n  Winkels  abgeschnittene 
Dreieck  einem  gegebenen  Fläcneriräume  gleich  sei;  i^ir  wollen 
BOD  tnnebmen  9  der  gfgel>epa  JPun^t  lieg#  auL  einem  der  beiden 
Scbenkel,  z.  B.  auf  OS  (Taf.Ill.Fig.l.),  und  bewege  sich  von  O 
Buh  St  während  die  Secante  AT'  gleichzeitig  ihre  Riclitung  der- 
Itestalt  Sndertj  dass  dej  f**lächenraaro  4«s  Dr^jeckea^  OAB  immer 
derselbe  bleibt.  Ferner  theilen  wir  das,  zwischen  den  Schenkeln 
eothaltene  Stfick  AB  einer  jeden  solchen  Secante  in  zwei  gleiche 
Tbeile  und  wollen  die  XSleichung  derjenigen  Kurve  zu  bestimmen 
ncbeoy  welche  entsiaht*  wenn  man  sämmtliche  Halbirungspunkte 
'  continuirlich  verbindet« 

Zu  diesem  Zwecke  theilen  wir  den  Winkel  SOS'  in  zwei 
gieicbe  Theile  upd  nehmen: die  Theilungsiinie  Ox  itar  Abscissen- 
u»,  die  Spitze  O  zum  Ursprung  und  Op±Ox  zur.Ordinaten- 
ue;  femer  «^eben  wir  AQ^  Jf#H  BB  eenkrecht  nnd  ML  paralM 
n  Os,  nnd  setzen: 

Beicichnen  wir  den  constanten  Flid(i^rfian9  do9  Pr^ecl^ea  O^B 
■it  Af  so  mnas  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  2^=uo.Sin2o 
■ein  oder 

(1)  ^s49aa>«8lnii*Ge«ck 

4* 


itnterdin^er:  Eim  8aiB  tarn  der  Ef^petM* 

Eine  der  beiden  GrOsaen  u  und  v  kann  wiUkilriich  fi^ewSI 
werden  nnd  alsdann  wird  die  andere  durch  die  Gleichnng  (I)  l 
atimmt.  Mit  u  und  v  ändert  sich  sugleich  die  GrSaae  and  Ric 
fang  der  Geraden  AB^  also  die  Lage  des  Punktes  M,  d*  h*  < 
Coordinaten  x  und  y  der  gesucbten  Kunre.  Gelingt  es  uns  all 
tf  und  V  als  Functionen  tou  x  und  y  darzustellen»  so  konoen  v 
dieselben  aus  (l)  eliminiren,  und  die  Eliminations  -  Gleichung  i 
alsdann  die  Gleichnng  der  fraglichen  Kurve. 

Aus  der  Construction  ist  nun  ersichtlich»  dass  /'Q=/Z/'  m 
AL==MP-\-RB,  denn  PQ  und  RP  sind  nichts  anderes,  als  d 
Projectionen  der  Hälften  AM  und  BM  der  Geraden  AB  auf  d 
Abscissenaxe;  ebenso  sind  AL  und  MP-^-RB  gleich  den  Proje 
tionen  derselben  Stflcke  auf  die  Ordinatenaxe.  Statt  dieser  be 
den  Gleichungen  kann  man  auch  schreiben: 

00  4-  OR 
OQ-^OP^OP'-OR  oder    QP=     ^^        =^' 

AQ'-MP^lllP+RB  oder   MP-^^—  =  y. 

Weil  aber 

OQ  =  u. Cos«,     OA  =  o.Cosa, 

AQszu.Slna,     RBszv.Slna 

ist«    80  wird 

x^i(u  +  v)XoBa,    y=\(u — v).8ina» 
atso 


ix  Stf 


Cosa'    "     """Slm 


mitbin 


—  A T  CK *     w— /i *~»aj__' 


I 

W'^kden  diese  Werthe  hi  (1)  snbstitairt»  so  erhält  tean : 

I 

^=1  n — 5-"— E?:^    I.SIno.Cosa  oder  -^    .^   ■*"  ^^     =^' 
LCos'tt      Sin'oJ  A^dga     A.iga  | 

Setzt  man  den  Zabiwerth  von 

i 
•  *    •        •      • 

(2)  ^^ATciga=za  und  jenen  von  Vz/.tga=A, 

80  geht  die  Gleichnng  Aber  in  folgendes 


0»f*rdinfer:    Ei»  Satt  von.  dtr  Hppetbet,  (S 


W  ^       6«  —  *• 


Die  gMoehte  Karre  ist  als»  eine  Hyperbel  mit  den  Axen  a  vnd 
h,  md  da  aus  (2)  folgt: 


'I    I 


w  fied  die  Schenkel  0<S,  OS'  die  Asymptoten  derselben. 
Ferner  ist 

ar.  OJfi  =:ar.  0^^+ ar.  OZV£ 

«der  .  ) 

/f  ==  itf.  02V^.  Sin a -f  ir .  OiV.  Sin  a, 

2/  =  J(tt+r).02V.Sina; 

« 

ma  fir  \{u-\-v)  seinen  Wertb   ts gesetzt  und  02V  bestimmt, 

gib« 

X  X 

fti  aber  SP=,  OP-  ON,   so  wird 

(5)  ^p=«-^. 

Der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  bezeichnet  bekanntlich  die 
Länge  der  SabtangeQtSi  der  Hyperbel  Gir  den  Paukt  x,  y;--diA 
Tangente  dieses  Punktes  M  geht  also  auch  durch  den  Punkt  N 
ud  ist  foiglicli  mit  der  Geraden  AB  identisch. 


Wir  wollen  nun  annehmen,  M  sei  irgend  ein  Punkt  einer  be- 
liebigen HsrperbeU  deren  Asymptoten  OS,  OS^  sind  und  TT 
m  die  Tangente  in  diesem  Punkte,  und  wollen  versuchen,  den 
Flicbairaunf  .^  des.  Dreieckes  OAB  als  -Function  der  Coordloate» 
'ijfi  des  Punktes  M  darzustellen,  um  zu  erkennen,  inwiefern 
ndi  4<«  Ftaeh«rainn  i^/ bei  einer  beliebigen  Hyperbel  Sodeft;^ 
wenn  man  von  einem  Punkte  derselben  zu  einem  andern  übergeM^ 

Ist  nun 

d«  —  6»  -  * 
&  Gldehong  der  Hyperbel,,  so  nitss  der  Veraossetsnng  genSss 
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a       ® 
Atia,   welche  Tang«nte  wir  Iran  nit  f«  btseiohaan.    V^nmr  k 

«tri       a*.yi  'yi  * 

■ 

daher  hat  man  als  Gleichangen  der  Geraden:  . 

(6)  OS ....  ^r=fkr, 

(7)  05*....  y=— j»jr, 

(8)  7'3r'....y-y,=^«.^. («-«,). 

f  ■ 

Ana  (6)  und  (8)  findet  man  die  Coordinaten  Ax^  A^  des  Durch 
•chnittapunktes  A  und  aue  (7)  tmd  (8)  jed^  Bs»  By  des  Durch 

achnitte'punktes  B,  und  zwar  ist: 

» 

\      ■     ■         ♦ 
daher  wird: 

'ö2^=u*=A^+Ay''=(ai+^),(l  +  li*)  und  ip=(«i4^)VHy, 

im  " 

•  .      .  .  '..      •  •     ;  , 


«     > 


>i  t 


Weil  tg«  =  f*,   ao  wird  S\na='^^^,    Co8«  =  ^^^==i 

werden  diese  Wertbe  in  die  Gleichuog 

.     ,.     .        ^=;=uo.Sina.Cosa 
•obstituirt,!  so  eth&lt  aians 

fveil  tfb^ff  «1^/11   dl« : CsMdiiiaiM  eaMto.PunklM  darf  H^fMiW 
aMi  -ad  iM 

6« 
mithin 


^1^       Äi^— .1 
■^  ""  Ä«  —  *• 


B^f:   AMflHung  Hn€r  Unehren  Bit^mnM^UMmHB  Mr.     M 

4ir  B)rp«rb«l  eOMUirti 

Fenier  geben  die  Gleichungen  (9) :  '  ' 


•   ••  • 


("i 


•».>   ' 


A»  +  Bx  j     Ay\-  By 


ddier  iMt.der  Beführvogaipunkt  U  im  Mittelpunkte  der  6e- 
tadeo  Au. 


!l 


Die  Ergebnieae  dieser  kleinen  Unterenchqpil  Uii^nie^  ii^bijefie- 
Mio  folgendem  Lehrsatze  vereinigt  werden: 

In  jeder  Hyperbel  l|at  das»,  von  den  Asymptoten  OS^ 
OSnnA  einer  beliebigen  Tangente  7*7^  gebildete  Drei- 
eck OAB  denselben  Flächenraum»  wie  das  Re^h-f^tfk 
ibrer  Halbaxeii,  nid  das  swidehen  den  Asymptoten 
05,  OS'  enthaitane  StiTck  AB  der  Tangente  TT  wird 
ittts  von  dem  BerAhrnngspnnkte  M  halbirt. 


.*    I « 


'..  V 


f        ■ 


•    j.  ■ 


lfm, 

Anflosiing  einer  lin^aritQ  DiffieredtkilgIkicUHig  tweiter 
Ordnanff  durch  bestimmte.  Integrale. 


Von 

Herrn  Dr.  A.  Hoppe, 


T»i:»  ,  I 


» . 


«     • 

I 


•'X'    .  ; 


■A^'f,    . 


I«! 


l 


I     .'   : 


,  Es  Ist  bekannt,  dass  die  ^giMizfu  eHintischen  FqMdenee  eiiiter 
nid  zweiter  Gattung  aU  !F^ünction^n  d^s  Möduliis  'linefifsn  Dile- 
iMM|lB|eil^e»nMiler  Ordnung  genagen;  doch  Ist  dabei  leicht 
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s«  b^meike»»  •  dite  sie  nur  »peekHe  Fälle  •HgeMrinef  FodcÜ«^ 
MA^.dvotoUea»,.  demi  vnmiboi  DiffefeDiidb|«9tfeBt  «ich  \m  Knelcer 
Form  auf  den  ersten  nnd  auf  die  primäre  Fondien  saräekilhrea 
läset    Im  Folgenden  soll  die  Function 

y =/(«, «,  ft  y)=/(a)==y       (l-f^Bin Vsin^9»eosy^ 

0 

XU  Grunde  gelegt,  die  von  ihr  befriedigte  Differeniialgleichung| 
bestimmt  und  aus  ihrer  ToUständigen  Integration  einige  Folgerun- 
gen gezogen  werden. 

Setzt  man  der  Kflrze  wegen 

p=:l  +  d:sin^9, 
40  wild 

.  •        p  — 1  ^        1-+*—» 

,  sin*»  =  ^- 9    cos"a»= -9 

woraus  sich  clie  Relationen  ergeben:' 

A*,  «,  ft  y+2)  =  ^/trr, «, /J,  y)  -  i/(*,  «+I.  ft  y) 


Demnach  erhält  man: 


=:a/(ar,  a— 1,|}-|-2,/) 


|/(«)'-i/V»-i). 


j3iaB(«--|)/<«,  «^2i  p  +  4,  y) 
Femer  bt 

Q 

g-  (!>«-'*  sin^+*9eosr+»y)  ä  2(o-"  l)a5p«-*sin«-«^osH-V 
+  O'  +  l)p«-*sin^9C08rf«9  —  fy+ 1)  jy'-^sin/'+'^cosy^ 
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n 


lotegrirt  man  nach  9  swuicbeii  0  und  ^9  so  verschmndet  die 
fokeSeite«  80  lange  ß  und  y  >  —  1  sind ,  und  man  erhält  die  Relation ; 

(2«+^  +  r)A«)-(4«+|»  +  r-2  +  (2a  +  jJ-l)a:)/(«-l) 
+  2(«-l)(l+«)/^a-2)  =  0. 

Qiminirt  man  swiscben  dieser  Gleichoog  und  den  swei  Differen- 
mtfennelo  /(o~l)  und  /(a— 2),  so  erhält  man 

«•  fff  ^  die  Differenzialquotienten   nach  x  bezeichnen.    Setzt 
fltti  nm  das  Mittelglied  zu  entfernen. 

*•"        ö:2±?       ' 
M  erUUt  die  Gleichung  folgende  Form : 

iL  —     g     .      *      .  _£ 

ni  swar  ist: 

ii=jg(2a  +  y-l)  (2a  +  y  +  3), 

c=^(/?+y  +  2)QJ+y-2). 

Dl  man  in  der  Auflösung  fiber  drei  Constanten  a,  |3»  /  zu  rer- 
%eihat,  so  kann  man  in  der  Differeozialgleichung  a»  6^  c  als 
Miebig  g^eben  betrachten.  Ihre  lotegration  beruht  alsdann  bloss 
^der  Anfltenng  der  letzten  drei  Gleichungen ,    die,   wenn  man 


1  =  SU,       /J+#^2^       «ÖM-iy^v 
i^f  folgende  einfecheire  Form  annehmen : 

Mdw  ^ich  ergiebt: 


>  •   » 


j..;.     \ 
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Da  ferner   . 

'ist,  so  sind  2o  und  ^(ß+l)  die  Worzeln  der  GleicboDg 


s  > 


I  ♦.  » •    ^  I   .    ,    . 


woraus  sich  die  Werthe  ergeben: 

« 

y  =  i  +  aTV(i-ft-l)»'+2vi 
oder  durch  a,  b,  c  ausgedffiekt:    ' 

2a=±  VT+4ÖTF  V^lTRc-i- 1  ±  Vl+4(a+6+c), 
/J= T  Vl+4a±  V^rptei  Vl  +  4(o  +  6+c), 


»     •    J'     I'        •. 


WO  die  Vorzeicherf^  der  verä^hied^en  Quadratwiirzeln  von  einan- 
der unabhängig  sflid.  Mai  '  erhält  deiinibch  aeht  verschiedene 
Werthe  von  x,  unter  denen  nur  diejenigen  zu  verwerfen  sind,  rvro 
ß  oder  y  oder,  falls  sie  imaginär  sind»  der  reelle  Theil  einer  die- 
ser Grossen,  nicht  > — 1  ist. 

Wir  betrachten   zuerst  den  Fall,   wo  alle  acht  Aufldsungen 
ffdltiff  sind.    Hier  hat  man: 

md.|EWiM^^  i^t    ..•:....  -  .^^ 

I  :  >  '  ■■ '    •  4  ••      !>•!■'.'.••         /    • "    li  . 

hat  dernntfck  iidr;zmfl  ver«ekltf4BA»:WertK*.    BtaeiMnUMi  nun  ^ 

und  zs  zwei  der  acht  yVjerthe.ypn.fi».  inden^fit  .y^l.^4c.(yfr8flifet 
denes  Vorzeichen  hat,  so  können  dieselben  kein  constantes  Ver« 
hältni^  taietr,  w#it  \ht  Q^ubtient^derf  Facl^  x.kni'^fmtHk  ihm 
keinen  hat,  der  fflr  j?=0  verschwindet  oder  unendlich  vi^iid. 
Folglich  ist  .  < 
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09 


te  nlkditdig«  l0t€grb(  der'  ßW^mnElalglMdiaitf^ ,  «nd  J(Nf«i'  an- 
dM  WftstOk  fwk  X  tAiiu^  Pk  Ifg^tid' welche'  Wteitbe  Tttii  l/l'^iMd  ü 
tfMiif  Ideati^eh  «elfi .  Beijeiekttet  Mit  daC»  li  'ftuf  LinkeW '  «i^l»  toni 
deo  fleche  übrigen  ParticularaiinDeangert  iftod  man  bmtUpliiSlft'dM 
Gleichong  mit 


a 


•  > 


■  -  \ , 


M  hat  eioe  ie^  Gi^^aetl  Azi  l  ISx^  den  Factor 


!  ^r     -     >  .  ..•'.    i. ;  ;..  - 

5»  andere  keinen  mit  x  versebwindeudeD  Factor.  Setst  mao  jetzt 
1=0,  so  sieht  man»  daea  enttvedeftkiadev^A  s=0i«lliii;Bia8aJ 
FdgBch  haben  unter  den  acht  Wertben  von  z  je  vier  zu  einan- 
kt  ein  conatantes  Verhfiltniaa,    nämlich  diejenigen»    In  welchen 

Vif  4c  dasselbe  ¥«rrt6lchett'1iat/ 

Die  Verhältnisazahlen  zu  bestimn^en  bat  nunmehr  keine  Scbwie- 
rifkeit  Es  sind'4ml«fr  den'.se6iisüdl8tibiien'finr  iziMukeaafitlleh 
rerachiedene  Torbanden ;  die  fibrigen  ecfeben  sich  aus  jenen  durch 
Sabstitotionen  entgeg^ng0s^ate/^  UonBuDtenwerthe.  Setzt  man 
der  KOrze  wegen  '       ^. 

l=VT+4i^,    m=*Vl:+acJil  =  Vl+4(a+6+c), 

M  hat  man  folgende  drei  Systeme  von  Constanten werftic^h  4it- 
trachtung  zu  ziehen:    i      ;x       /        ..  :  \ 


2a/^l 


/H: 


»     '    ■ 


I? 


r^  y 


2 


1 

2 
3 


/ — m-f-ii 


— /— Mt+» 


— /-f  m-rr« 


— /  +  m — n 


m 


/— 1 


•»  \    ♦■  :•••  I»   -•*  n   r» 


DntjBfscM4et '  man    die    ^jeff^ii  «Syst^meif   aiit^b9ri0fia..:.Wei(lMi 
Too  z  durch  die  gleichnamlgf^  Z^et  \p  3»  3,  sa.M  n  >.:'*'i<j':i«>< 

-^      — /— m  +  fi  — 1    _  ,  - 

M^»      '.'  ;  d. — r-,  /+m+n,  — /+jp— nj 


/— 1»+«— 1 


H     ^    ./-mr-n-l 


•      .— 


W*y'* '  ■P'j'"      »  — /-fm-^;  <+i*-fwl 
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Da^  4ie»e  «wei  Grus$eii'coiiBtBBt  sind»  «o  hanii  ttiaa  sar  Reehten 
4?  =3  Ol .  setzen»  Da  aladaDu  a  nicht  meki  in  df^n- Au^drOdcea  vor- 
komnit  unjd^  sicli  mit  y  Ferlaascben  Ueat/  ao  wird  die  evatere 
G^rjia^e  s^Iy  und  man  bat: 


H  —  H 


9 


„  /— ■IJl— II  — l  ,.  f.  ■         \ 

f(ß,  ö — T-,  — /+m.-«,  /+m+fi) 


»  I 


1b  Betraf  der  i weite»  Gleichimg  bat  man 

n 

/«"  ' 

BipiJyeoay^^. 

0 

iae:iat«  dQtcb.£«ler'acbe  Integrale  anagedrffckt: 
folglich  ist: 

Setst  man  aar  Vereinfachung: 

,      c— 2a-^i              6  +  c             _  2fl-6— 1 
»  = 2 »    »»=  "2    »    w=± 2 * 

wo  das  obere  Zeichen  auf  die  eratere»  das  untere  auf  die  letz- 
tere Relation  anzuwenden  ist,  so  erhält  man  folgende  swei  Trans- 
formationen eines  liestimmten  Integrals: 


/»«  Bin»ycoa«y8y_  t:^  /»«        sin«»coa»y8y 

7       (1  +  *8lD V)-  -  ^*  +*^  J  -  ,»-+^* 

0  o       (l-fopsinV) 

J'^— y-y  ^(^V)    /*•  sin •^- V cos M^a^t^y 
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Beide  riiid  der  Art,  dass  durch  ihre  Wiedorholnng  das  Integral 
u(  seioe  anftngliche  Fora»  «orackgefuhrt  wird. 

Eme  dritte  Relation  wird  man  zwischen  den  durch  (-f-m)  und 

(-■)  diarakterisirten   Particuläraüflusungen   finden,    wenn    man 

wk  dem  gewOhnlicheo  Verfahren  aus  einer  solchen  das  Tollstän- 

iT^elot^al  darstellt    Sind  Zi  und  z^  2wei  Auflösungen,  die  sich 

■nrdireh  das  Zeichen  von  m  unterscheiden,   so  ist 


="-/% 


dM  Tollsttndige  Integml,  in  welchem  daher  auch  i^  enthalten  ist 
Sditflum  z^  für  z,   diridirt  durch  %i  und  differeaaiirt,   so  kommt 

Dirfiekt  man  die  %  folgendennasseii  ans: 

1-4»  1-/  l+m  1-1 

ii=ar«  (1  +  j:)  «  S,        %^  =  x  «  (l+o:)«   S», 


»0 


14-mfii-l 


(1  +  JT  sin*9)      •       sin  -^-»+"9  cos  '-«»-"^^Sgp , 
o 

(1  +a:sin*9)      •      sin  -'+»"+«9  cos'+^'^^ipSy 
o 

gesetzt  ist,    so  giebt  obige  Gleichung: 
du  st  für  ;r  =  0: 

^"  r(l+m)r(l— m) 

TTsinrnTT 

=*  ^  ■•    ^  •      •     ^^^      ^ 

COS(/-tll  — fl^gCOSC/.-f  fltrr-n},J,  ^ 

Fttrt  man  diesen  Werth,  so  wie  die  Berthe  von  %  und  s^'  in- 
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X2.— ilr^  /     --|  , 

f in ,  so  .Koiomt ; 


'»  1- . 


Die  untere  Grenze  des  Integrals  muss  nämlich  =0  sein;  denn» 
da  die  linke  Seite  für  x=sO  endlieji  bleibt,  ao  fordert  der  Factor 
JT"^  zur  Rechten,   daas  das  Integral  royt  x  verschwindet. 

&iwar  aogesomroea  wofdeti,  dasü  sSflimtliebe  teilt  PavCieo«* 
lavanfUisAuigen  «zislirti^n.  M^n  benierkl  jedoch  leiebl,  "da#i4  4fe 
Gfiltigkeit  der  aofgestelltep  Infegralfornieln  durch  die  Bedingong 
/}>—!»  y>  — l  keine  besondere  BeschfSnkong  erleidet,  da  die 
nicht  galtigen  Auflösungen:  d^v^rgent^  lolegrale  enikfAUmn,  mt^tkin 
schon  an  sich  ausser  Anwendung  kommen  mfissen. 


\ 


Zur    Kreistheilang. 


Vjpn 


Herrn,  C,  Küpper 

in  Trier. 


-    -  -  ^  I  . 


Enier  Satt,  Theitt  man  von  einem  Punkte  0  ans 
den  Kreisumfattg  eltimät  fn  o,  und  darauf  in  b  gleiche 
Thelle,  so  fallen  yon  diesen  beiden  Theilungen  so 
▼i«le  Tlie^piiJikt#«QsaeiiMii»  als  4%t  gr^Ssste  TI|eU»r 
Ton  a  und  6  Einheiten  hat 


BiMTtf ifl.  f.  ni  irgeni  «in  JhBilw*  v#n  a;  ^^  and  inm  labe : 
13^»^/  ft^r.y.  JHtoi  kam  loffonbar /dU  TJiethMig  dtelKnA 
IM  10  «  and  i  gltfieh»  Xlieile  io^der  WraawtlUteiMA,  da«a  taam 
iteMelkao  zoerst  v«n  ft  «««  in  K  gUic^e  Tbeile  iiiiid  U^auf  j«d«a 
«aier  ThtUil  Mvrsbl  io  ^,  da:  ih  ^  gliche  Th#ae  theitt^  :     ... 


I  •     .  I. 


Fvir  jeden  Theiler  von  a,  b  erhalten  ivir  avmU  ep^n  ao  vjele 
fnnmineniiegende  Theilpnnkte»  ala  dieaer  Theiler  Einheiten  ent- 
hlU,  aod  ea  Ist  klar»  daaa  die  Pankte,  inweleben  awefi  fheil- 
fotkte  xaaaiimiebfallen/  dmch  glekibe  Bilgen  f;et?eitnt  aind»-  adT 
deren  jaden  V  Tbeile  im  TboRlmi!^  b  -orfd  y  ^kaib  de^ni^ClaiVfr 
ftffehan.  Nän  «vaHen  itir  dla^  Piialmfe  «fttrfen,  in  ireMi^  AbaN 
kMft  Tbaflpmikte  soaamniMlie^?  '  Vjmi  tl  ail  fericbnat  Calla 
Mltdaf^a?te  Tfaeilpankt  tlerTb«Ma«g  a  aiit  dämmten  «dev  Tba(^ 
b^  6  a«Bafiinien ,  ao  «^kditMer  de^  ^aetü,  ftcte^^...  'tYietl|)iihkt 
dermtm  TlMUong'<nii(  debi  ^^ala,  %ten..;.  Tb^ilpankedet sw«|U 
Im  TheHang  zveanimenliegei»;  •aH-fache» diese» Fankteafiibiav  kein« 
a«i«reD.  Da  nu»  4er  «te  Tfreilpbnkt  der'Tbidilttng«  n  iiiHf  der 
ke  TtKMpmkt  dar  Tbelluag  »  «m  Punkte  0  Wieb  deeken ,  a^ 
Mnast.or,  6n<*y  aein;  d.i.,  a«ad  A  mdaaeii  aitm ^emelkiscbafl^ 
GdRa  Tli€iler  die  Zahl  haben,  «velcbe  anzeigt,  wie  Tiele  ThelU 
fvokta  dar  einen  Tbellung  mit  aolcAien  der  anderen  Sberbaupt 
«wiaimettfalfen.  Auch  alnd  dieae  i  Pbnbte  doreb  gieldie  Bogeir 
(tetrenitt,  auf  deren  jeden  ar  Tbeile  4^t  'Thellwig  a  nkid  ^  Thelta 
fo  Tbelluog  t  kommen« 

Weil  wir  nun  (Qr  einen  beliebigen  Tbeiler  f  von  a  4pd  /^; 
t  snsaamMDliigende  Thejippnkte  bekomnien^«  welche  darob  glei^9 
Bcgea  getraiint  aiod,  Mnd  djeae  letzteren  Punkte  unter  «den  mit 
dei  Zablea  jp,  2pr,  ix,.,^..  in  dar  Tbeilung  a»  oder  mit  jy,  2^» 
%#.*..  19  «der  Theilong  <6  beaeiobneteo  entbaUfm  aei»  müasen»  ae^ 
Ibigt,  daas  die  Zahlen  s*^  y'  bea^eblicb  dieaelban  Vielfacbap' 
von  Xf  g  alnd,  und  also  auch  t  ein  Vielfaches  von  i'  Ist.  (Denn 
•ri^asm.«,  ao  bat  man  iit=  lr  =  fjr'a=m.f  .^,  also'fbim.l'.) 


I  iat  also  ei»  gemeiasehaltKclief  Tbeiler  ta«  «,  A,  und  an« 
fleich  em  YiallaBbea  Yon  jedem  anderna  Tbeikr. 

Anmerkung.  Man'  kann  auch  aogle)ch  zeigen,  dasa 'ir,  y 
relatire  Primzahlen  sind.  Denn  bfitte  man '4^  =  711.^,  y±=:m.a^ 
•0  kannte  man  den  Abatand  Qx  in  :r,  y  gleiche  Thette  tbeitenV 
iodem  man  Ihn  erat  in  m  gleiche  Tbeile,  darauf  einen  jeden  die- 
m  Thaiie.  bi  |»  und  in  19  gleiche  Tbeile  4MMav  danni**r  bürden 
mitchan  0  and  «  noch  m^l  TaieUpuakte  beider  TbeÜMigm  m^ 
•tnuaanfallen .   alao  Im  Ganzen :    ^«4*  l(ai^  1)  n  mvt 


Gl  Küpper:   Zur  KrHMemmh 

Zweiter  Suis*  Wenn  man  Ton  tweivbr^ohiedeDei 
Pnakten  eine«  Kreises  eiive  «nd  dieselbe  Tliell^ng  i 
abträgt»  so  fallen  von  diesen  Theilungen  eutwede 
keine  oder  alie  Theilpunfcte  ansammeti,  je  nachden 
nämlich  der  eine  der  gedachten  Anfangspunkte  auf  de 
Tom  andern  aas  gemachten  Theilang  liegt»  oder  nicht 
—  Dies  ist  einleuchteDd. 

Beontsen  wir  also  der  Reihe  nach  jeden  der  Padkte  0»  1 
S» ....  j?*^l  der  Theilong  a«  um  von  demselben  als  Anfangspanlct< 
den  Kreis  in  6  gleiche  Theile  an  theilen,  eo  erhalten  wir  jedes 
mal  6  Theilpunkte»  wotoo  keiner  mit  einem  der  früheren  ausani« 
menliegt*  Vom  Punkte  x  ans  erhalten  wir  aber  der  Reibe  nacl 
die  schon  gemachten  Theilungen  wieder»  so  dass  wir. im  Ganzei 
^.6  rerschiedeDO  Theilpunkte  erhalten»  wir  mögen  nun  alle Punkti 
der  Theilung  a  als  Anfangspunkte  nehmen  oder  nur  beliebige  a 
auf  einander  folgende.  Dass  die  so  erhaltenen  x.b  Pualcte  durck 
gleiche  Bogen  getrennt  sind»  also  den  Kreis  in  or.fr  gleiche  Tbeilc 
theilen»  ergibt  sich  leicht»  wie  folgt:  Denken  wir  uns  von  0  aus  den 
Kreis  in  x.b  oder  nach  obiger  Beseichnung  io  x.y.t  gleiebe 
Theile  getheilt»  und  markiren  durch  0»  1»  2» ....  a — 1  solche  PnoktOr 
wovon  jeder  vom  folgenden  durch  y  jener  Theile  getrennt  ist,  eo 
erhalten  wir  In  denselben  die  Eintheilung  des  Kreises  in  xA:^e 
gleiche  Theile.  Tragen  wir  von  einem  dieser  Punkte  0»  1»  2.... 
als  Anfangspunkt  die  Theilung  6  ab»  so  fallen  wir  stets  auf  Panicto 
der  Theilung  x.y.t,  weil  x  von  den  Bogen»  von  denen  x.yJ 
auf  den  Kreisumfang  gehen»  einen  Theil  der  Theilung  b  liefern. 
Verfahren  wir  ebenso  für  alle  mit  0»  1»  2»....  bezeichnete  Punkte» 
oder  nur  mit  x  auf  einander  folgenden»  so  erhalten  vHr  x.b  ver* 
scbiedene  Theilpunkte»  und  da  wir  nie  auf  andere  fallen»  als  die» 
welche  den  Kreis  in  x,y.t^=zx.b  gleiche  Theile  theilen»  so  er- 
halten wir  diese  säramtlich»  was  zu  beweisen  war. 

Ebenso  kann  man  y  auf  einander  folgende  Theilpunkte  der 
Theilung  6  als  Anfangspunkte  benutzen»  um  von  denselben  aus 
den  Kreis  jedesmal  in  a  gleiche  Theile  zu  theilen»  und  würde  ihn 
dadurch  in  y.assx.b  gleiche  Theile  getheilt  erhalten. 

Anwendung.  Mascheroni  hat  gelehrt,  wie  man  mit  Hülfe 
bloss  des  Zirkels  durch  ein  Verfahren»  das  grosse  Genauigkeit 
zttlässt»  die  Seiten  des  regulären  Vierecks»  Achtecks,  Sechzebo- 
ecks»  Fünfecks  erbalten  kann« 

Mit  Hfilfe  der  vorangehenden  Betrachtung  flihrt  man  non  die 
Eintbeilung  des  Kreises  in  10,  12»  15»  20»  24»  30»  40»  48» 
80,  120»  240  gleiche  TheUe  aus: 


Kipper:    Zur  KreiHkeUunff.  "^b 

In  10  glaefae  Theile.     Von  {«dem  Theilpnnkte  der  2Theiliin{^  trage 

man  die  STheilong  ab,  oder  umgekehrt. 

^  13      „  „         Von  jedem  Theilpunkte  der  STheiiung  die 

4Theilung. 

Oder  von  3  aufeinanderfolgei^en  Theilpunk- 
ten  der  GTheilong  die  4Theilong. 

Oder  von  2  aufeinanderfolgenden  Theilpunk- 
ten  der  4Thei]ung  die  6Theilung. 

^  15      »,  „         Von    3  *  Theilpunkten    der   STbeilung   die 

5Theilung,  oder  umgekehrt 

•  ■        ■         '     '  '  '        '  .  *      ,  j  ■  '  ''S 

„^       „  ,y         Von  3  anfeinanderfolgeDdeh  Theilpunkten 

der  6Tb4iIang  die  äTheiümg. .     i     <      ; ' . 

Oder  \vQn  4  aufeinan^erfolgßi^cleil'XtieiipfUlhy 

Xen  der  STheilung  die  6Theilung. 

„90       M  •»         Von    6  Theilpunkten    der   6Theilung    die 

5Theilung,  u.s.  w. 

„210=: 3.6.16.        ^  Von. jedem  Theilpunkte  der  lOTheilung  in 

5  gleiche  Theile,  von  jedem  der  erhaltenen 
Theilpunkte  in' 3  gleiche  Theile,  ü.  8.  w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  mithin  die  Eintheilung  des  Krei- 
ses in  so  Tiel  gleiche  Theile,  als  irgend  ein  Theiler  des  Products 
2*x3x5  Einheiten  hat.  Solcher  Theiler  gibt  es  aber: 
(l+l>(lr  +  l)(l+l)  =  20  (die  1  mitgerechnet).  Dirch  Hinzu- 
nhme  der  Construction  der  Sfebzebnecksseit^  vrfirde  diese  Zahl'404 
P8r  die  «vfrklicbe  Ausführung  dilrfte   die  Bemerkung  vob  Nutzefl 

sein,   dass,    um  eine  Theltung  a  aufzutragen,    man  nicht  nothig 

1 

hat,  die  Sehne  in  den  Zirkel  zu  nehmen,  welche  dem  Bogen  — 

des  Krelsumfiings  entsprieht,  sondern,  dass  man  dazu  ^ine  Seime 

ft 
benutzen  kann,,  die  zu  —   des  Kreisumfaugs  gehurt,    wenn  nur  » 

«nd  a  relative  Primzahlen   sind. 


I  •     • 


Tkeil  XXVII. 
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Untersuchung  über  geometrische  Oerter,  welche  voi 
Flachen  zweiten  Grades  abhängig  sind,  nebst  Yerglei 
chnng  der  Inhalte  yerschiedener  Segmente  von  Flächei 

zweiten  Grades. 

Von 

Herrn  £,  Mosshtugger, 

Lchrtr  d«v  Mathematik  an  der  Kantoatachale  in  Aaran. 


Es  ist  Taf.IIl.Fig.2.  ein  Ellipsoid,  dessen  Achsen  3ir,  86.  S( 
siscl»  freßelien;  dasselbe  wird  durch  «irei  i$yst<eine  von  Eheoei 
so  fsescbüiftten»  dass  die  Ebenen  des  einen  Systenu  mit  der  Ehern 
des  Hauptsclinitts  (a»  6)  parallel  sind  und  die  des  »weiten  System^ 
Siit  der  Ebene  des  Haupfschnitts  (6,  c).  Ferner  sollen  zire 
Ebenen,  von  denen  die  eine  dem  erstem  nnif  die  andere  dei^ 
swotten  «Sysieine  angehört«  eine  solche  Lage  bab^p,  dass  dai 
siTischen  ihr  und  dem  mit  ihr  parallelen  Hauptschnitt  enthaltend 
Sttick  des  Eüipsoids  an  Inhalt  demjenigen  Segment  des  Efirp 
soids  gleich  i»t,  das  zirischen  der  anderen. Ebene  and  dem  roi 
ihr  parallelen  Hauptschnitt  enthalten  ist.  Es  wird  nun  gefragl 
welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Darchschnittslinien  diese 
Ebenenpaare? 

Auflösung.  Es  sei  BAGCB  ein  Octant  des  gegebenei 
Ellipsoids;  BO,  AO  und  CO  seien  seine  Halbachsen  a,  ö,  e 
welche  wir  zugleich  als  Achsen  der  a,  ff  und  x  annehmen;  fernei 
seien  die  Ebenen  der  Schnitte  EJKOi  FKGU  parallel  mit  dei 
Hauptsehnitten  (a»  6)  und  (6,  c),   so  mnss  nach  der  Bedingaol 


4crji«%aht,   weim  wir  ^t»  lohalt  de«  Segmeots  BFKGCAO 
Mt  F  nd  joDM  TOD  EJABDO  nit  F'  beseicbneB ; 

F=  F'  (1) 


Bekaootlicli  Urt  aber 


FenAcjrj--^^,  (i)  • 

P  =  a6ij-..Ys-r-  (3) 


4        12i:*  • 
i»(l),  (S),  <8)  folgt: 


womit  mr 


criialteD,  «der  auch: 

i;-|n(r33)*+S+(j^)*-M=o.     (») 

ftefler  Gleichung  wird  Geofige  geleistet^  vreno 


nd  «eoB 


---  =  0  (6) 


(;j$3y+s+(^)-»-o      ^ 


Ka  GMehvng  (6)  gehurt  einer  auf  die  Ebene  der  ^%  senk- 
feebeo  Ebene  an,   die  mit  der  Ebene  der  xy  eiäen  Winlcel  bil^ 

^1  deaaen  trigonometrische  Tangente  —   ist.      Bfischreiben   yx\t 

JaW  nm  das  gegebene  Eilipsoid  ein  rechfwihlclichtcs  Parallelc^pi- 
ped,  wovon  CüTWAO  der  achte  Thi>il  i^t,  und  legen  durch  AO 
ond  di«  gegenGberliegende  Kante  TV  eine  Diagonalebcne  des 
Paiallelepipeda 9  so  ist  diese  Ebene  derjenige  gesuchte  Ort,  wel- 
cher durch  die  Gleichung  (6)  dargestelli  ist, 

Dia  Glcfcbvng  (7)  «teilt  im  AJIgemeinen  eiaen  Cylinder  vor, 
Baaia  dMi  i»  4er  Ebene  de?  s%  bafiodlbsbe  Eilige  (7)  iat 

5* 
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Gm  zu  untersticbeii,  ob  und  in  «reichen  FÜlen  dve  GleMbikg  (7) 
(ur  ao8ere  Aufgabe  eine  geometrische  Bedeuhm^  bat,' 00  setten 
wir  zuerst  in  der  Gleicbung  (7)  x  =  0,  so  kommt  z  =  cV3.  Diese 
Wertbe  von  ac  und  z  befriedigen  allerdings  die  Gleicbung  (4); 
da  aber  V3  >  If  also  auch  cV3>  c  ist,  so  trifft  eine  durch  die 
Erzengungslinie  jenes  Cylinders,  deren  Gleichungen  a;:=0»  zsscV3 
sind,  gelegte  Ebene,  die  mit  dem  Hauptschnitt  (a,ö)  parallel  ist, 
das  Ellipsoid  nicht  mehr»  kann  also  hier  nicht  als  geometrischer 
Ort  betrachtet  werden.  Das  Gleiche  gilt  för  die  Erzeug« ngslioie 
des  Cylinders  (7),  deren  Gleichnngen  ar  =  ai/3  und  z  =  0  sind. 

Um  aber  allgemein  bestimmen  zu  können,  ob  wirklich  einige 
Erzeugungslinien  des  Cylinders  (7)  vorbanden  sind,  die  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genflgen,  so  wollen  wir  untersuchen,  ob 
die.  Ellipsen»    deren  Gleichungen 

sind,  einander  in  reellen  Punkten  schneiden  oder  nicht.  Aus  der 
ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

z=:-Va«-.t:a- 

a 

Dieser  Werth  von  z,  in  der  letzten  Gleichung  substituirt,  gibt: 

a:=±«1f  2 *    «=±clf  2 

Da  diese  Werthe  von  x  und  z  imaginär  sind,  so  finden  zwischen 
jenen  beiden  Ellipsen  auch  nur  vier  imaginäre  Dnrcbscbnittspunkte 
statt,  woraus  hervorgebt,  dass  die  letztere  Ellipse  die  erstere 
gan^  umscbliesst,  ohne  sie  zu  berühren  oder  zu  schneiden;  mit- 
hin hat  auch  die  Gleichung  (7)  nur  eine  algebraische,  keineswegs 
aber  eine  geometrische  Bedeutung. 

Hätten  wir  den  geometrischen  Ort  der  Linien  gesucht,  die 
so  gelegen  sind,  dass,  wenn  man  durch  eine  jede  derselben  z\vei, 
das  Ellipsoid  schneidende  Ebenen  legt,  von  denen  die  eine  pa- 
rallel mit  dem  Hauptschnitt  (a,  c)  und  die  andere  parallel  mit  dem 
Hauptscbnitt  (6,  c)  ist,  und  dabei  die  Bedingung  ^gegeben,  dass 
diejenigen  Stücke  des  Ellipsoids,  von  welchen  das  eine  zwischen 
dem  Hauptscbnitt  (a,  e)  und  der  mit  diesem  Schnitt  parallelen 
Ehene  enthalten  ist,  dan  andere  aber  zwischen  dem  Hauptttdraltt 


M/fie  wm  Fiäcken  tweiten  Crades  athängiß  sinä^  eic,         09 

^1  r)  imil  der  mit  diesem  parallelen  Ebene  Kegt,  inuner  gleiche 
Mnife  haben t  so  würden  wir,  wenn  wir  den  Inhalt  des  ersteren 
mit  V  beaeicbnen,    wie  oben  gefunden  haben: 

V^aci^^"-^^,  (10) 

üri  da  der  gegebenen  Bedingung  zufolge  V  3=  F"  sein  soll ,  so 
bittoB  wir  für  die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter  jener 
Imca  wie  oben  gefunden: 

DieGleicfanng  (11)  stellt  eine  durch  die  Achse  2c  und  die  ihr 
gegenübertiegende  Kante  TW  des  umschriebenen  Parallelepipeds 
gehende  Diagonalebene  vor;  die  letztere  hingegen  wieder  eineii 
isiginiren  Cylinder. 

HStten  wir  den  geometrischen  Ort  der  geraden  Linien. gesucht, 
dorcb  welche  schneidende  Ebenen  gelegt  sind,  die  mit  den  Haupt« 
«cbnitten  (a,  b)  und  (a,  c)  parallel  laufen,  und  welche  von  dem 
Eüipsoid  gleiche  Stücke  abschneiden,  so  würden  wir  f&r  die  Oer- 
ter dieser  Linien  die  Gleichungen : 


(^3)' +  £  +  (55-3)'  =  »  0*) 


gefaoden  haben.  Die  Gleichung  (13)  stellt  eine  dnrch  die  Achse 
U  and  die  ibr  gegenüberliegende  Kante  PT  gebende  Diagonal- 
eiteoe  des  Parallelepipeds  vor,  die  Gleichung  (14)  aber  einen  ima- 
ginSren  Cylinder. 

WSre  endlich  die  Bedingung  gegeben,  dass 

¥=7'=^  (15) 

•QD  soll,  80  Hessen  sich  diese  drei  Gleichungen  auf  folgende 
redaciren : 

c      a      0      a      c      0  ^^ 

Dl  die  dritte  dieser  <d>ei  Gieichnngen  immer  eine  Folge  der  bei* 
^  ibfftgeaiisl»  so.  stellen  je^swei  dieser  Gleichungen  s 


ff      M&isärnffffer:    Untersuchung  über  ffernnetrfiekB  Oerier, 

m  Dttrehtfehtiittstlnle  4er  durch  jede  derselben  atssgedrackte 
Dfägonftlebeiie»  des  efl  erwähnfeo  P&ralletepipede  vor.  Die  Mi 
gopalen  dieses  Parallelepiped«  sind  daher  die  geometrhreheti  Oei 
ter  der  Punkte,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  wenn  ma 
durch  jeden  derselben  drei  Elienen  legt,  MH>von  je  eine  derselbe 
mit  einer  der  Hauptschnitte  des  Ellipsoids  parallel  gebt,  dl 
Stöcke  dieses  Tetzterni  die  a wischen  einer  solchen  Ebene  mnd  de» 
IhsparaileleDHauptscbDitt  eothalten  sind»  gleich  grossen  Inhalt  babei 


2. 

Sind  statt  der  Achsen  des  Ellipsoids  drei  zugeordnete  Durcli 
niasiacir  2a',  26',  2c'  desselben  gegeben,  und  bilden  die  beidei 
letztern,  2b',  2c',  mit  ehiander  einen  Winkel  X;  ist  ferner  (i  de 
>Vinkei,  dun  der  erste,  2a',  mit  der  Ebene  dec  beiden  anderu  niacbl 
•e  ic^t,  weas  Mir  diese  drei  Dorchmosser  su  CoordiAaten-Achsei 
•Aiiebmen  uud  o  ie  Beziehung  auf  diese  Aiwahsieft  dieselbe  be 
zeichnet,    was   F  in  1.: 

e  =a  ^Xritii»,Jfzdaid^ 

MKtelst  dieser  Formel  finden  wir  auf  dem  bekannten  Wege: 

3 

b'c'n  \ 

v=iYT-j^s\uXsmyL  {Za'^x  —  a:'|.  (1) 

Bewchnet  ferner  X'  den  Winkel,  den  die  Achse  der  y  mit  de^ 
Achse  der  or,  oder  2b'  mit  2a'  bildet,  und  fi'  den  Winkel  der  AchsC 
der  z  gegen  die  Ebene  der  xy,  oder  den  Winkel  des  Durchmes 
sers  8c'  mit  der  Elbene  der  Üsrehmesser  2a'  u^id  26';  bczeichnel 
endlich  v'  in  dieser  Annähme  das  nämliche,  was  V  in  1.,  so  Ui\ 

^  =»  f^^^^^'  •^«f»'  t3c'«»-^i»j.  (2) 

Ist  endlich  X"  der  Winkel,  den  die  Achse  der  ^  mit  der  Achs« 
der  X  bildet,  und  (•''  der  Winkel,  der  Achse  der  y  geg^*  ^'^ 
Ebene  der  xi,  und  bedeutet  v"  das  dem  V  in  1.  entsprechende 
SegBient,  so  ist: 

t>"  =  ß5^«inrsinf**|36'^-y»|.  (?) 

A«s  den  Werthen  rao.  v»  ff »  v"  sehen  wir,  dass  bei  den  ent« 
sprechenden  Bestimmungen,  die  wir  in  1.  bei  F,  V,  V  gem^chi 
faattevy  die  glelcben  Sitae,  wie  In  t.  befvoi^febMi  «HMe»;  b** 
CaterseUed»,  dsM  das  de«  EMpseid  uaisebvMisve  iV 
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iiüttopipid  SdlBfllttdieB  hal»  die  4eti  hier  fengeeoaimeften  Coer* 
iiHl»e-E*eiMti  patullel  eied.  Zwieobte  den  Wiekelti  k,  f*»  .i%  |i'» 
i'»  |i'  fiedeo  MMketebeode  fiesiehongsgleuahuiigen  eiatl: 


cosi  =co8  ;i'  cos  A*+  8in  r  V  sin  (if'+fi')  «iiKil''-  iJi  (5) 

eoe  X'  =:  cdb  Jl  cos  !•  +  sin  X  V  sin  (X" + ^J  sin  (i^  -  ^).  (6) 

eoei'<'=cosX'  cosX  +  sinX'  Vsiii(X+^0»in(X-/);  (7) 

9ki  auch  statt  der  drei  letzteren : 


coei  =  cosX'  cos  X''+  sin  X'  V^8in(X'+fi*)sin(X'— fi*'),  (ß) 
CDS  V  =  cos  X  cos  X''  +  sin  X"  V  sin  (X + fi'^  sin  (X  -  (ßT),  ffl) 
cos  1''= cos X cos X'  ^einX  V8ln(X'-|-f»)8io(X'— f«).    (10) 


3. 

Nehmen  wir  jetzt  (Taf.  III.  Fig.  3.)  ein  geradlitiiehtes  Parabe* 
l«idan,  dessen  Leit-  und  Erzengungsliuien  die  Parabeln  SOS^ 
ind  LOL'  sind ,  von  weichen  die  erste  in  der  Ebene  der  yx  und  die 
»dere  in  der  Ebene  der  xi  liegend  angenommen  wird.  Dieses 
Paraboloid  schneiden  wir  zuerst  durch  eine  mit  der  Leitparä'biA 
SOS'  parallele  Ebene  BLB'  und  bestimmen  den  Inhalt  V  des 
Solidumsy  das  einerseits  von  dem  parabolischen  Schnitt  BLB', 
todererseits  Ton  dem  diesen  Schnitt  auf  die  Ebene  yz  der  Leit- 
(Mbel  prcficirepdeii  Cyluidersteck  JBLB'M'KM,  lüd  diitteiii 
?o&  der  Ebene  B'O'BMOM'^  die  wir  als  Ebene  der  Oiy  anaebr 
Ben,  begränzt  ist.  Ferner  bestimmen  wir  den  Inhalt  V  des  So- 
Bduns,  das  einerseits  von  dem  Theil  OO'BJU  der  Ebene  der 
fjf,  andererseits  von  dem  In  der  Entfernung  OIU=zy  parallel  Iffll 
der  Erzeugangsparabel  gelegten  &haitt  BSMBf^^  und  von  der 
kalben  Leitparabel  SO,  und  endlich  von  der  zwischen  diesen 
GriDzen  enAaltenen  OberfläcYie  des  Paraboloids  eingeschlossen  Isf. 

Wir  soeben  ferner  den  geomelriacheti  Ort  der  Durchschnitts- 
Tmien  der  beiden  Systeme  Von  Ebenen,  von  welchen  die  des  einen 
Systems  parallel  mit. der  Ebene  der  LeMparaiieU  und  die  d^s  «^ 
dem  parallel  mit  der  Ebene  der  Erzeugungsparabel  so  gelegt  sind» 
dus  Solida,  wie  die  obesgesanntea  V  tmd  V ,  immer  gleichea 
libalt  habeo. 


Ä 


«  =  i-I^ 


G) 


(3) 


(3) 


Ds 


5=***'=     ==7 


^      ^      J» 


0»4e» 


BSB'm 


••  lud««  wir  Mittebt  der  ririrhiMri  (4) 


—  *y  V  y' 


8«H  cndliefc    F=  F'  seh.  s*  crlnHa  «ir: 


p^  p~rf^  p" 


(4) 


(5) 


(8) 


(9) 


(10) 
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wonns 

foh^t.  Die  geometrischen  Oerter«  welche  die  ziveite  Bedingung 
der  Aufgabe  erHillen,  sind  daher  zwei  Ebenen»  von  welchen  die 
eine  durch  die  gemeinschaftliche  Achse  der  Leit-  und  der  Erzeu- 
cnrngsparabef  und  durch  einelm  Scheitel  O  d^ci  Parabofoids  gefaeitfd^ 
fcrade  Erzeogangslinie  desselben  geht;  die  andere  aber'gellt 
ebenfalls  durch  jene  Achse  des  Paraboloids  und  durch  die  in  O 
itebende  gerade  Erzeugungslinie  OB^  des  Paraboloids;  jedoch 
kt  diese  Erzeugungslinie  vom  zweiten  System,  wenn  die  vorer- 
vihate   OB   vom  ersten  ist. 


i( t  t,»t 


f      \ 


4. 

Es  sind  zwei  eintheilige  Hyperboloide  gegeben,    das  erstere 
bat  seine  reellen  Achsen   26,  2c    in  der  Ebene  der  tp,  und  die 

inagioäre  2 ^f —  a*  ftllt  auf  die  Achse  der  x\  das  zweite  hat 
leioe  reelleo  Achsen  2a,  26  in  der  Ebene  der  xy^  und  seine  ima- 

giaäre  2  V  — c*  Hlllt  auf  die  Achae  der  z.  Beide  haben  ihren 
Mittelpunkt  im  Coordinatenanfang.  Es  soll  der  geometrische  Ort 
der  Dnrc1i«K*hhittsKiiien  zweier  Systeme  vim  Eleven!  gefund*«» 
werden ,  yon  welchen  die  ^fi  erstem  Systems  senkrecht  auf  die 
Achse  der  x  sind  und  vom  erstem  Hyperboloid  Stacke  abscbnei* 
deo,  die  von  der  Kehlellipse  und  der  Dorchsckiiittsellipse  einer 
solchen  Ebene  mit  d^m  Hyperboloid  be!(rftnzt  sind;  »und  die  Ehe* 
Den  des  zweiten  Systems  sollen  senkrecht  auf*  die  Achse  der  t 
Mio  und  vom  zweiten  Hyperboloid  Stflcke  abschneidert,  weicht 
TOD  seiner  Kehlellipse  und  der  DurchschnittseUipse  elnclr  solchen 
Eliene  mit  dem  zweiten  Hyperboloid  begränat  sigd^'ündlich  ist 
die  Bedingung  gegeben:  dass  je  zwei  der  genanntem  Solida  glei- 
chen Inhalt  haben. 

Auflösung.    Die  Gleichung  das   erstem  Hyperboloids  ist: 

-(f)^(f)"+(0'- 


des  sweiten: 


t: 


©■*(l)'-(0"--      •.■« 


Der  Inhalt   dee  erstem  Solldums,    den    wir   mit    Y  bezeichnen 
wollen,   ist: 
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F=^(3a«x+a^.  (3) 

B«zeichoea  wir  den  Inhalt  de«  zweiten  Solidnme  mit  F',   so  iat: 

F'=^(3A  +  i»).  (4) 

Da  aber  der  Bedingung  der  Aufgabe  zufolge  V^^V  eeio  zoll* 
9Q  iet: 


woraus 


a-f)Kj^)"+s+(j5s)'+'*=. 

folgt.    Dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,   wenn 


(6) 


i-f  =  0.  (6) 

isC  Beschreibeo  wir  aus  den  absoluten  Grüesen  Za«  26j  2r  «in 
rechlwjnkiichtes  Parallelepiped »  dessen  Mittelpunkt  der  gemein- 
same Mittelpunkt  der  Hyperboloide  ist  und  4eesen  Seit^nflScfaen 
mit  den  Coordiaalenebetvc^i  parallel  sind,  se  stellt  die  Gleichung  (0) 
eine  durch  die  Achse  26  und  die  ibr  i^egenfiber liegende  Kante  de« 
Parallelepipeds  gebend^  Diagonalebene  desselben  vor.  DieM 
Ebene  ist  daher  ein  geometrischer  Ort  der  in  der  Aufgabe  ga- 
MAuten  DttffchscbnSttslinien.    lak  noch  ein  drittes  Hyperboloid  ge- 

geben,  dessen  imaglnfire  Achs«  2V— 4*  auf  die  Adwe  der  y  un4 
deüsen  reelle  Aehsen  2a  und  3c  auf  die  Acheeo  der  zr  und  t  lal* 
len,  dessen  Gleichung  also 

e)'-a)'-^ey=>    •  <« 

}       ^ 
ist»   und   wird  dieses  durch  eine  iViit  seiner  Kehlellipse  parallele 

Ebene  in  der  Entfernung  y  von  seinem  Mittelpunkte  gesehnitten» 

und  der  Inhalt  des  Solidunis,    das  «ich  xni^chen  der  Kehlellipse 

und  jenem  Schnitt  befindißt,    mit  F"  beapicUnet,  so  ist: 

F-  =  ^(W^+,«).  (fl) 
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Soll  Don  Ps  V  seio,  so  finden  wir,  wie  obeo,  für  die  Glelcbun- 
geo  der  geometrUchen  Oerter  der  DnrefaschnittfilinieD  der  Scbnitt- 
ebenen,  welche  bei  dem  Hyperboloid  (I)  und  dem  Hyperboloid  (8) 
fwnllel  mit  Ihren  reapektii^en  KeUellipsen  gemuht  wurden» 
folgende: 

|-?=0.  (10) 

(Jf?)"+s+(Ä)'+'=»      '") 

» 

Die  erste  dieser  Gleichangen  gebort  der  durch  die  Achse  der,< 
wi  die  ihr  gegenfiber  liegen  de  Kante  des  Psrallelepipeds  geben- 
dn  Dtagonalebene  «n. .  Die  Gleichung  (U)«  s<k  wie  die  Giei- 
cbsAg  (7),  werden  nachher  untersucht.  Ist  ferner  die  Bedingung 
gegeben,  dass  P:^f^  sehi  soll»  so  findeii  wir  fifr  die  Gleichus« 
fitn  der  f^eometriseben  Oerter  der  Durchscbfiitt^llnten  ^er  Schnitt« 
tbeseii,  die  bei  dc^m  Hyperboloid  (2)  und  bei  dem  Hyperboloid^  (8) 
parallel  mit  ihren  KehlelHpsen  angebracht  sind ,  folgende; 

i_J=0.  (12) 

Die  Gleichung  (12)  gehurt  der  durch  die  Achse  der  x  und  die 
ibr  g^enOberliegende  Kante  gebenden  Diagonalebeoe !  des  oben 
gensonten  Parallelepipeds  an.  Die  Gleichosg  ^3)^  so  wie  suoh 
die  GMcbnngefi  (7)  and  (11),  drOcken  im  Aligemetaen  drei  hyper* 
boiisehe  €y linder  aes»  deren  Bogen  respektive  is  den  Ebenen  der 
xz,  xy  und  yz  liegen,  ^'ir  wollen  untersnoben»  ob  einige  Erzen« 
guncrslinien  dieser  Cylinder  reell  sind  oder  nicht.  Bei  dem  Cylin- 
der  (7)  hfingt  natürlich  die  ReellitSt  davon  ab,  ob  die  Hyperbel  (7) 
ron  der  in  der  Ebene  der  xz  befindlichen  Durcbschnitttthyperbel 
der  Ebene  der  xz  und  des  Hyperboloids  (1)  geschnitten  uird  oder 
Dtcbt;  ferner  ob  die  gleiche  Hyperbel  (7)  von  der  Durchschnitts* 
Hyperbel  der  Ebene  xz  und  des  Hyperboloids  (2)  geschnitten  wird^. 
Um  das  erstere  %n  untersuchen,  verbinden  wir  die  beiden  Glei- 
diaogen: 

Att  (14)  Ist: 
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i = V • ' er 


DfeMD  W«rtt  ran  -  hl  (15)  sobsfitiiirt  gibt: 

aar«  f  lSa<jt*  -f  16«*=0. 
woraoc  trir 

•der 

^^i^^V  2V3 '    '  =  ±^\  2v5 

•Hialtmi.  Ua  #a«roU  Sv3  >  Vll ,  als  aodi  3v3  >  vH  ist»  so 
bt  der  Werth  too  jr  osd  der  von  z  imagiiiSr.  Es  gibt  also  keine 
reeHe  ErMogsagsImieD  des  Cylinders  (7),  welche  der  Bediognog 
Amt  Asfgabe  GeoOgs  leisten;  er  bt  daber  imagioSr* 

Ist  eodlicb  die  Bediogong  gegeben»  dass 

F=  F'=  V 

sein  soll«    ao  redncirt  sieb  diese  darauf ,   dass 

£_£=J_f  =  l_J=o  (16) 

c        a       b       a        c       0  ^    ' 

ist.  Da  diese  Gleiebnngen  mit  jenen  in  Nr.  1.  (16)  Identisch  sindi 
so  lassen  sich  auch  hier  wie  dort  die  gleichen  Scblfisse  und  Fol- 
gerongen  daraas  ableiten,  so  dass  also  die  Diagonalen  des  oben 
genannten  Parallelepipeds  die  geometrischen  Oerter  sind,  wslcbe 
der  hier  gegebenen  Bedingung  genögen. 


5. 

Untersuchen  wir  in  dieser  Nummer  noch  in  gleicher  Ordnung 
wie  in  4.  dasselbe  bei  den  drei  zweitbeiligen  Hyperboloiden,  welche 
durch  nachstehende  drei  Gleichungen  charäkterisirt  sind: 

(f)'-(0"-Gy=>- 
-©•-(0"-a)'='.,     « 


-(f)'-(f)"+e)'='-   .  ^ 
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Dm  bei  dem  Hyperboloid  (1)  den  lohalt  F  des  Stucks  zu  findeu, 
dan  xwischen  dem  Scheitel  einer  Schale  desselben  und  dem  in 
der  Entfernung  a:  von  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  auf  die  Achse 
der  JT  gelegten  Schnitt  Q  enthatten  ist,  so  bemerken  wir,  dass 

Q=^(j:«-a«)  \       t(l) 

nnd 

F  =  /Orf.T  +  Con8t.  (2) 

uit.   Wir  finden  daher: 

r=^  (^-«»a:)  +  Conat.  >  (3) 

•  ■ 

ndda  F=0  sein  muss  (^r  a=a,  so  ist  Const.  =  — k — ,  folglich: 


Anf  gleiche  Art  finden  vrir  bei  dem  Hyperboloid  (2)  den  Inhalt 
r  des  Solidunis,  das  zfrischen  dem  auf  der  positiven  Seite  der 
Ä€h»e  der  g  Kegenden  Scheitel  desselben  und  dem  in  der  Eiiff- 
fcroong  ^'Ton  seinem  Mittelpunkt  senkrecht  aof  die  Achse  der  y 
eemachten  Schnitt  Q'  enthalten  ist: 

^'==^"l|'-*»^+Tr  (5) 

Endlich  ist  der  Inhalt  F'' de.«  l^olfdnnis;  das' zwlsr^hän  tleyh  auf 
der  positiven  Seite  der  Achse  der  z  befindlichen  Scheitel  des  Hy- 
perboloids (3)  und  einem  in  der  Entfernung  z  vom  Mittelpunkt 
»enkrecht  auf  die  Achse  der  z  gemachten  Schnitt  Q^ enthalten  ist: 

Ist  F=  V\  so  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter 
der  Durchschnittslinien  der  entsprechenden  Schnittebenen: 

■j-f=o.  (n 

(s^)'+S+(5^)'-'=»-  « 

Ist  Fs3  F'',  «6  sind  die  Gl6ichnng«n  der  hierbei  siattfittdemIeD 
geometriseken  Oerter  dw  DimehsöbilitliiKnl^n  der  enls^reeb^nden 
Scbnittebenen :  .  »<i 
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(^)'+£+(^3)-'=«-       0») 

f-f  =  0.  Ol) 

die  Gleichangeo  der  geometrisclien  Oerter  der  Darchachnittslinien 
der  eoUprecfaenden  Schnittebeoen.    kt  endlich  gegebeo»   dasa 

•eio  soll»   so  sind  die  Gleicbongeo,   welche  diesen  Bedingungen 
geoflgen : 

«-.£  =  i_f==£-^«0.  (13) 

6        R        c        a        c        6 

Die  geonietriscben  Bedeatongen  siler  dieser  Gleiehongen  sind  in 
den  Torbergebendeo  P^iunraem  hinlänglich  beetimoit  werden. 


6. 

Geben  wir  endlich  noeb  drei  eHiptiecbe  Psrabeleide,   deren 
Gleiehongen : 

^  +  p=y.  (?) 

• 

sindy  and  schneiden  das  erste  In  der  Entfemong  x  von  seinem 
Scheitel  durch  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Ebene;  das 
sweite  durch  eine  auf  die  Achse  der  y  senkrechte  Ebene  in  der 
Entfernung  y  Ton  seinem  Scheitel;  das  dritte  durch  eine  auf  die 
Achse  der  %  senkrechte  Ebene,  welche  von  seinem  Scheitel  den 
Abelmild  s  bat  DI«  lebalte  V,  V\  V  der  Seiida,  die  zwischen 
4M  fidicilek  dieser  Pambnioide  «od  dae  geeenotc«  fichoKlebe* 
nen  Hegen,  sind: 


•cMc  MM  Fiä€km  9m9iimi)Bradn  0bMäHf§  Um4,  eU,  79 


;r» 


F   =nyrpp'.\.  (4) 

r=.V;,7.|^  (5) 

F^  =  ,5V^'.^.  (6) 

Itt  die  Bedingung  gegeben,  iaa»  ininer  V^V*  a^n  soll»  «o 
erhalten  wir  für  die  Gleichungen  der  geometrischen  Oerter  der 
DirriMchnittslinien  der  Ebenen,  n-elche  die  Paraboloide  (1)  und 
(i)  in  den  Entfernungen  x,  y,  js'.  ff^  u.  ek.w.  schneiden,  folgende: 

«+3r=o,  (7) 

y— a?  =  0.  (8) 

Diese  Gleichungen  gehuren  zwei  Ebenen  an,  welche  betde  durch 
die  Achse  der  z  pehen  und  mit  den  Ebenen  der  xz  und  der  yi 
\riDl[el  Ton  45^  bilden. 

Soll  F=  V  sein,  so  aind  die  Gleichungen  der  geometrischen 
Oerter  der  üurchschnittslinien  der  ent^^prechenden  Ebenen: 

x  +  :r  =  0.  (9) 

2— d:=rO;  (10) 

ekeafalls  zwei  Ebenen,  die  durch  die  Achse  der  y  gehen  und  mit 
den  Ebenen  der  xy  und  yi  Winkel  von  45^  bilden. 

\»i    F'  =  F",  so  sind  die  Ortsgleichungen : 

s  +  y  =  0,  (11) 

%^y^Q.  (12) 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  gehen  durch 
die  Achse  der  x  und  bilden  mit  den  Ebenen  der  xy  und  xx  eben- 
falb  halbe  rechte  WinbeL 

Ist  endlich  F=  V'-^V ,  so  sind  die  Gleichungen  der  geo- 
«etrischem  Oerter  de^  Punkte,  in  welchen  sich  je  drei  zasamneiK 
gebSrige,  !■•  der  Aulgabe  gcnantHe  Ebenen  sohncMenr 

•  y-f-jr^sz-f-Jr^'-f  y>=0,  (13) 

y-a»s=j-^=t— f=0.  (14). 

Je  zwei  der  Gleichungen  (13)  und  je  zwei  der  Gleichungen  (14) 
Seboren  der  Darchschnlttilinie  der  Ebenen  an,  welche  durch  y 
denelbeB  dargestisllt  ist 
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7. 

SrhlieKslidi  woflen  wir  Doch  eine   Ver^leiclmog   der   Inhalte 
d«r  Sepneate  der  Fliicheo  den  ztreiten  Grade«  folgen  lassen. 

Wir  petzen    der  Symmetrie  der  Gleichongen   wegen    in   der 

inieichang  Nf .  6.  (1)  des  elliptischea  PanhokHds,  p^=— >  p*  =  -, 
ho  das»  jene  fibergeht  in: 

(I)' + (0" =:- 

Ebenso  setzen  wir  in  der  Gleichung 7  =  x   eines   geradli- 

6*  e* 

nirhten   Paraboloids  p=:'—^   p'-=.—^    so   dass  diese   Gleich ang 

fibergebt  in: 

(i)'-ar=r 

Beseicbnen  Hir  den  Inhalt  des  Solidums  Ton  dem  durch  die  Glei- 
chung (1)  dargestellten  Paraboloid,  das  durch  eine  Ebene  in  der 
Entfernung  x  vom  Scheitel  senkrecht  auf  die  Achse  der  x  geschnit- 
ten %nrd,  mit  Vxf  and  jenen ,  wenn  x  =  a  wird,  mit  F«,  so  Ut: 

_  hc  JT*       ,^       abcTi  ^ 

r,  =  „.-.-.     F.=-2-.  (3) 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Inhalte  der  Solida  Ton  dem  gerad- 
Uenlchten  Paraboloid,  das  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist, 
haben  wir: 

SetKeii  wir  nftrolich  in  der  Gleichung  Nr.  2.  (I)  x  statt  x  mid 
vertauschen  p  mit  p%  femer  x  statt  z,  so  wird  jene  Gleichung  (1) 

•» ;  =  a:,    und  der  dortige  Werth  von   F  in  der  Gleichung 

m 


wird  zo:     F=»  — .V  —,,   oder,  da  t^ssip'x,   ao  wird: 


''=W^'  =  ä^.«*' 
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Ferner  ist  bei  iomier   gleicImiäMiger  Bezeichnung  bei   dem 
Elüp«oid : 

« »     .                6€rjr*«         -,  -     habest 
7/'=^ bcn.x 3^a~ '      '^^  "=  "T^* 

)  (ö) 

also  der  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids  = — 7^ — • 

4 
% 

Bei  dem  eintheiligen  Hyperboloid: 

__  -       hcn  ^  „      4abcn  ._^ 

Vs"  =  3^  (3a«ar  +  a^,     V^  =  — 3— •  (6) 

Bei  dem  zweitheiligen  Hyperboloid: 

Ans  (5),  (6)  und  (7)  folgt,  dass  n'enn  ein  Ellipsoid,  ein  einthei* 
liges  und  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  Achsen  Sa,  26,  2c  von 
(gleicher  absoluter  Grosse  haben,  und  die  gleichnamigen  bei  allen 
drei  Körpern  auf  einander  liegen,  ferner  nenn  das  eintheilige  Hy- 
perboloid in  der  Entfernung  a  von  seinem  Mittelpunkt,  das  zwei- 
tbeilige  aber  in  der  Entfernung  2a  ebenfalls  vom  gemeinschafl- 
üehen  Hittelpunkt  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse  2a  senkrecht 
sind,  geschnitten  werden,  die  abgeschnittenen  8tQcke  der  beiden 
Hyperboloide  gleichen  Inhalt  haben,  nämlich  jeder  so  gross,  als 
der  Inhalt  des  ganzen  Ellipsoids. 

Ferner,  wenn  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  darge- 
stellten Paraboloide  ebenfalls  durch  Ebenen,  die  auf  der  Achse 
der  X  oder  2a  in  der  Entfernung  a  von  ihrem  Scheitel  geschnit- 
fen  werden«   die  Verhältnisse: 

F«:F,'=3«:2, 

F.  :  Fa''=3:4,     \  (16) 

F.':F«''=l:2» 
Rttttfinden. 

Setzen  wir  In  (7)  a  +  :r  statt  x^  d.  h.  verlegen  wir  den  Schei- 
tel des  zweifheiiigen  Hyperboloids  in  den  Coordinaten-Anfang,  der 
ngleich  Mittelpunkt  des  eintheiligen  Hyperboloids  und  des  Ellip- 
soids ist,  so  wird  die  erste  der  Gleichungen  (7): 


Skripan :   ßHUgi  Atifffabm  n^ü  deren  Au/tänmpem» 

Setzen  wir  dieseo  Wenrth  w<m  V^'^  deoi  Wertbe  von  K"  in 
der  Gleichang  (5)  gleich,  und  bestimmen  aus  der  resultireeden 
Gleichung  den  Werth  von  x,  d.  b.  suchen 'wir  die  Abscisse  x,  in 
deren  Endpunkt  wir  eine  auf  die  Achse  der  x  senkrechte  Ebene 
errichten  müssen,  die  Fon  dem  Hyperboloid  und  von  dem  Ellip- 
soid  Stücke  abschneidet,  die  gleichen  Inhalt  haben»  so  finden 
wir  ans  der  Gleichung 


den  Ausdruck 


bcnx^        bcTtx^      bcnx^ 


ar  =  ^^{-V3iVll|.  (17) 


Hier  muss  natflriich  das  obere  Zeichen  gebraucht  werden. 

Soll  VJ^-^  V^^  sein,  so  wird  das  Gleiche  wie  vorhin  jetzt 
bei  dem  ein-  und  dem  zweitheiligen  Hyperboloid  untersucht  Da- 
durch finden  wir  fibereinstimmend  mit  dem  Obigen:    xsso. 


Einige  Anfgaben  nebst  deren  AufloBungen. 

Von 

Herrn  Gueiav  Skrivan, 
Lehrsr  der  HatheDatik  am  P.Bilka'tchenErsiehongt-Inftütute  so  Wien. 


Die  drei  Abstände  A|,  A^,  h^  der  Seiten  a,  b,  c  vom 
Mittelpunkte  des  um  ein  Dreieck  J^C  (Taf.  HL  Fig. 4.) 
beschriebenen  Kreises  sind  nebst  einem  Dreieckswin- 
kel C  gegeben,  man  soll  das  Dreieck  auflösen. 
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S«t>tia»  0/>=iA,,  OE^kt,  OF:sh„  0€=±OB=:AO=r, 
M  ist: 


e.rssh^.a  +  hi.b, 
6.r:=Af.a-i-Jki.e. 

Au  diesen  Gleichongen  folgt: 


(1) 


daker 


TI^-T+V      *"**2•'•»-2- 


lder 


VM».r-A|_    ,  A^   C—B 

fereer  ist  bekannt;    »•=^^;    «nbstituirt  man  diesen  Werth  in 
(9,  M  eiglebt  sieb  nach  einer  einfachen  Reduction : 


ud  daraas: 


Aa  +  A,       jfi  A  ^   C—B 

;j^^ :  tg  Y =cotg  j :  tg -j- 


a. 

n?mi^*^    Höhen  *,,  *,,  *,    eines    Dreieckes   4J?C 
rar.  III.  Flg. 5.)  sind  bekannt,  man  soll   das  Dreieck  anf- 

ISsen. 

E»  «ei  4*F=A„  Ä£=*j,  CDxzl^,\o  frag«  »an  A,  von 
t  bis  m,  QDd  A,  von  C  bis  n  auf,  siehe  mit.  eo  ist  wegen  der 
Aeholichkeit  der  Dreiecke  CEB  nnd  ACFi 

A|:A|  =  6:a, 
^lich  die  Gemde  mn  ||  AB,  daher: 

«• 
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wmik^^eim  oad»  weg«»  ^ABFcoCDB» 
c:a=A|:A3 

oder  ^=*±h.  (1) 

Noo  wt 

iiS«=V+V— 2*i.V«»C.  (2) 

mitUii  warn  (1)  nd  (2): 


Der  Integral-Aasilrock 

dx 


=/ 


v^*fV^**-i 


kann  aach  mit  Hilfe  der  trieoDometrischeo  Fonktiouen 
aofgeloat  werden. 


Seist  man  a^ieosx,  so  folgt: 


_P  dx  _      r     sinyify  Pcos^dXos^ 

coss-  <{.Goa  j  p  f  CO«  2  —  t.ain^  leoa—.dcoa^ 

m  m  ff  m'         ,    m' 

co0^-|-t'.8iii^       ^  coay+sm-j 

=41  coa's-d.coss-— 4.t  #  Btnacosä^d.cos^ 
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rr. 

Uebungsm^gaie   ßtr    Schüler.       Welche   Bedingungen 
•iiid  notbwendig,    dass  die  Gleiciiung 

X 

als  eine   quadratische   behandelt   werden    kann? 
Ofenbar  wenn  a-f  1  =  6  ist,   denn  dann  folgt: 


odei 


jr«— 6ar  +  ft— 1  =  0, 

(JT— l)(x»+ar+l)  — Ä(ar— 1)=0, 

r«— l)(«*+ar+l-6)=0, 

;»— 1=0   oder  .T*  +  jr+ 1—6  =  0. 


Zirei  Theilangsaufgaben  zu  geodätischer  Anwendung. 

Von 

Herrn  Professor  C  fP,  Baur 

ua  dar  poljtechni«chen  Schole  in  Stuttgart. 


Zn  der  ersten  der  beiden  folgenden  Aufgaben  ist  die  hier  gege« 
bcne,  ebenso  theoretisch  einfachet  als  praktisch  brauchbare  Auf- 
loning  swar  schon  mehrfach  in  geometrischen  Schriften  mitgetheilt 
worden;  da  sie  aber  vielleicht  nicht  allen  Lesern  bekannt  ist  und 
die  der  sweiten  Aufgabe  auf  ihr  beruht»  so  musste  sie  in  Kürze 
abgdiandelt  werden. 
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Aufgabe.  Dorcb  einen  Punkt  P  (Tat.  III.  Fig.  6.  and 7.) 
eine  Gerade  zu  «iehen,  welche  mit  den  Schenkeln 
eines  nach  Lage  und  Grosse  gegebenen  Winkels  LON 
ein  Dreieck    OXT  von  gegebenem  Inhalt  q   bilde. 

Analysis  und  Auflösung.  Denkt  man  sich  in  dem  Win- 
kel LON  ein  Parallelogramm  OFGH  mit  dem  gegebenen  Inhalte 
9  so  constrnrrt«  dass  eine  Seite  (7^  nOfhigenfalls  verlängert  durch 
den  Punkt  P  geht,   so  soll  OXT^  QFGU  oder 

oder,  wegen  der  Aehnlicbkeit  dieser  Dreiecke, 

werden.    Hieraus  folgt  aber: 

FX^  ^PH^—PG»  er  V^iPB  +  PGHPH^PG). 

Da  sich  nun  das  Päraltelogramm  aus  seinem  Inhalte  g  und  der 
aus  P  auf  OL  gefällten  Senkrechten  p  als  seiner  Hohe  bestimmt, 
so  hat  man  nur  von  der  Ecke  F  aus  FX  nach  obigem  Werth  auf 
FL  abzutragen,  dann  ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  X  mit 
P  die  verlangte  Gerade. 

Liegt  Punkt  P  innerhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Anflffsung 
nur  möglich,  wenn  PH^PG,  ist  aber  diese  Bedingung  erlullt, 
so  erhält  man  eine  zweite  Auflösung,  wenn  FX,  welche  alsdann 
immer  kleiner  als  P£f  ausfüllt,  von  Faus  gegen  O  abgetragen  wird. 

Liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Winkels,  so  ist  die  Auflu- 
sung  innerhalb  des  Winkels  iromev,  aber  nur  einmal  möglich,  weil 
stets  P£f  >  PGf  aber  der  Endpunkt  der  .von  F  aus  rfickwfirts 
abgetragenen  FX  über  den  Scheitel  O  hinaus,  und  zwar  näher 
bei  O  als  P  bei  G,  fällt;  die  rock  war  U  abgetragene  FX  gibt  da- 
her die  Auflösung  in  dem  Scheitelwinkel  von  LON. 

Bei  der  Ausfahrung  auf  dem  Felde  braucht  weder  das  ganze 
Parallelogramm  OFGB,  noch  die  Ecke  F  desselben  ausgesteckt 
zu  werden;  ist  nur  p  und  PG^=g  geraessen,  so  erhält  man  Hir 
die  Lage  des  Punktes  P  innerhalb  des  Winkels: 


p 

tSt  di«  Lage  von  P  ansserhalb  des  WiDkels: 
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Aufgabe.  Von  einem  Vteleck  vermittelst  einer  6e- 
rtden»  welche  darcb  einen  gegebenen  Punkt  geht>  ein 
Stick  Ton   gegebenem  Inhalte  abzneehneiden. 

Hat  man  diejenige  Ecke  des  Vielecks  ausfindig  gemacht,  de- 
ren Verbindungslinie  mit  dem  gegebenen  Punkte,  Terlängert,  die 
Btdingang  möglichst  snnähernd  erl&llt  (pnd  sieb  im  Allgemeinen 
aa  ZweekmSssigsten  zur  Aufnahmslinie  eignen  wird),  so  ist  die 
&i%abe  anf  die  folgende  snrfickgefllbrt: 

Ein  Vieleck  durch  Drehung  einer  Seite  um  einen 
iif  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  um 
eUeo  gegebenen  Inhalt  q  zu  vergrossern  oder  zu  ver- 

kUiiern. 

Da  femer  mit  dem  Dreieck,  welches  die  fragliche  Sfüte  mit 
dm  TeriSngerten  beiden  anstossenden  Seiten  bildet,  der  Grösse 
laeh  dieselbe  VerSnderung,  nur  TleHeidk  in  entgegengesetztem 
Sinne,  vorgeht ,  wie  mit  dem  letzteren  Vieleck  selbst,  so  kann  die 
Aidgabe  auch  in  Beziehung  auf  ein  Dreieck  aostatt  auf  ein  Viel- 
eck ansgesprochen  werden,  unter  dem  Vorbehalt  jedoch,  dass 
bei  der  Auflösung  weder  die  der  fraglichen  Seite  gegeoüberHe- 
gcade  Edie,  welche  im  Allgemeinen  als  umstindUch  bestimmbar 
•der  als  uBBUgSnglich  betrachtet  werden  muss,  noch  der  Inhalt 
te  Dreieckes  nicht  benfitzt  werden  darf. 

Es  sei  nun  OAB  (Taf.  Hl.  Fig.a,  Taf.  IV.  Fig.  1.  und  %)  das 
Dreieck,  dessen  Inhalt  durch  Drehung  der  Seite  AB  um  d^n 
iif  ihr  oder  ihrer  Verlängerung  gegebenen  Punkt  P  um  den 
Betrag  q  vermehrt  oder  vermindert  werden  soll. 

Es  Iftsst  sich  einsehen,  dass  ffir  die  Lage  yon  P  ausserhalb 
jede,  ffir  die  Lage  innerhalb  aber  wenigstens  eine  kleine  Drehung 
der  AB  den  Inhalt  OAB  in  demselben  Sinne  verändert  wie  den 
Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  grössere  von  den  Strecken 
PA  und  PB  mit  der  apstosseaden  Dreiecksseite  und  der  Ver- 
bbdangslinie  OP  bildet.  Wir  nehmen  daher,  was  durch  eine 
Verweelishing  der  Seiteobezeichnungen  immer  möglich  Ist,  in 
fcr  Folge  stets  PA  >  PB,  und  die  Drehung  der  PA  von  oder 
gegen  O  an,  je  nachdem  das  Dreiedc  OAB  vergrossert  oder 
verkleinert  werden  soll. 

Lässt  sich  nun  auch  die  Ecke  F  eines  Parallelogramms  OFGB^ 
dessen  Inhalt  gleich  OAB  sein  soll,  nicht  durch  Messung  von  O 
Aoe  abstecken,  so  kann  doch  der  Durchschnittspuokt  5  der  Seite 
FHmi  der  nuthigeofalls  verlängerten idif  ohne  Kenntniss  des  Inhalts 
OAB  und  des  Punktes  O  angegeben  werden.   Es  ist  nimli^A  wieder 
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^PSHzzi^PBG-^^FAS, 

oder  vermSge  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke: 

PS'—PB*+  AS», 

ps'—as»=pb:  (1) 

Dft  aber  je  nach  UmstSnden  PS-JtAS=PA  g^eben  int,  »o  win 

PB* 

PS=iiPA  +  ~).  (2) 

Da  dieser  Werth  unter  der  angenomroenen  Voraussetzung  PA^Pl 
immer  kleiaer  als  Pi<  bleibeo  musa»  ao  zeigt  aiek  der  in  Taf.  IV 
Fig.  2.  angenproraene  Fall  als  uomoglicb,  und  «ir  haben  stets  i 
auf  PA  selbst  in  der  Entfernung 


PB^ 
AS=\iPA^~^)  (2) 


von  A» 


Soll  jetzt  OAB  um  den  Inhalt  q  ?ergrussert  oder  verkldnert 
werden  y  so  erhalten  wir  den  Punkt  T,  durch  welchen  die  Seite 
PH'  des   Parallelogramras  OF'G'H'  vom  Inhalt  OAB-i:  q  geiit« 

wenn  wir  51*==^  parallel  OA  vorwärts  oder  rflckw&rts  abstecken. 

Nun  folgt  aus  der  verlangten  Gleichheit 

A  OXY^  OPGH' 

oder 

A  PSB*  =  A  PS'X^^  A PGY, 
vermSge  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke: 

oder,  wenn  PA  von  PiF  in  (7,  von  einer  durch  X  zu  OB  ge* 
zogenen  Parallelen  aber  in  F  geschnitten  wird ,  vermöge  der  Aehn- 
lichkeit der  Dreiecke  PS'Ü,  PXV  und  PYß  auch: 

P17«=:ÜF*  +  PÄ«.  (3) 

Der  Punkt  XJ  lässt  sich  von  T  aus  bestimmen,  es  ist  also 

Vr=^SfPV^-PB^^W{PV^PB){PV^PS)      (4) 
als  bekannt  und  der  Punkt  F  als  gefunden  sa  betracbtBD. 
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Wir  kunnten  »an  Poökt  X  vermittelst  einer  PamlMeo  dundr 
Flu  OB  bestimmen,  es  ist  aber  unter  allen  Uteständea  zwleck'« 
mtoiger,  (är  deo  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  und 
BO  sogar  allein  praktisch  ausführbar,  diese  Bestimmung  durch 
Berechnung  der  AX  auszufuhren.  Wir  haben  zu  diesem  Zweck 
au  den  ähnlichen  Dreiecken  AVX  und  SÜT: 


• .  I 


AF 

Die  «Strecken  AV  und   SU  sind  zwar  bekannt,    da  sie  aber  fllr 
d«D  Fall  einer  geringen  Convergenz  von  AO  und  BO  klein  aus- 

AV' 

faUeo  und  desshalb  den  Quotienten  -^  ungenau   liefern,   ist  es 

Botfcwendig»  denselben  folgendermassen  umzuwandelo :   VermOge 
der  Gleiebungen  (1)  und  (3)  ist: 

(ÜF— i<S){l7F+ilS)  =  (PC7-PS)(Pl7+PS!),      '- 

(Ar-su)iür+AS)  =  su(Pü+ps), 

» 

also  endlich,   und  zwar  für  den  Fall  der  Vergrosserung,  wie  der 
Verkleinerung: 

AX-ST  P^  +  P^  «X 

f 

Die  AnflOsang  Ist. nun  neben  den  Angaben  über  di^  PäralMeb 
ST  und  717  In  den  Gleichungen  (2),  (4)  und  (5)  voUütindig.  edtr 
halten. 

Bemerkung.      Auf  die  jetzt    getroffene    Bestimmung   des 

Punktes  X  hat  nun  eine  geringe  Convergenz  der  Linien  AO  und 

BO  nicht  mehr  den  geringsten  ungflnstigen,  sondern  nur  den  Ein* 

flnss,   dass,   je  kleiner  SVf    desto  kleiner  auch  AV  wird,   und 

desto  mehr  sich  also  die  Werthe  von  Pü  und  VF  den  Werthea 

PS  und  AS  nfihero,  desto  näher  also  endlich  auch  der  Quolietat 

PA-\-PF  PA 

AS4-ÜF  ^®™  Grenzwerthe  -r^  kommt,    welcher   för  den  Fall 

dea  voUstindigen  Parallelisams  von  AO  und  £0.  als  CbtofBcitiit 


▼M  57  In  Avdmck  flir  AX  kiebt  nachnweiMi  M.     B«  fuhrt 
■ittÜdi,  da  in  dicMOi  Fall 

PBT^PAÄ.^^  und  fiberdiew  PAX=^^. 
die  Bedingimg 

•der 

PA  PA 

57  braucht  patSfKcb  Ib  dieeein  Fall  sieht  aaageateckt  «der  auch 
nur  f&r  sich  berechoet  sa  werden,  aond^n  man  nimmt  Irariweg: 

^^^piPA^—pjB^y 

Liegt  flbrigena  nnter  dieser  Voranasetznng  Ponkt  P  nicht  zu 
nahe  der  Mittellinie  zwischen  AO  und  ßO,  so  wird  die  Ferlangte 
Theiinngslinle  bel^anntlicb  einfacher  dadurch  erhalten,  dass  man 
▼om  Halbirnngspunkte  der  AB  ans  auf  der  Mittellinie  eine  Strecke 
abmisst,  deren  Länge  gefunden  wird,  wenn  man  den  Inhalt  g 
durch  den  Abstand  beider  gegebenen  Parallelen  diTidirt.  Der 
Endpunkt  der  abgemessenen  Linie  mit  dem  Punkte  P  verbunden 
gibt  die  verlangte  Theilungslinie. 


Um  aber  ton  dem  DnAmge  der  Rechtirnigen,  weiche  im  all- 
gemeineren Fall  die  Anwendung  der  Gleichungen  (9),  (4)  und  (5) 
erbeleclit,  eine  Verstellung  zu  geben,  ftigen  wir  noch  ein  Zahlen- 
beisplel  mit  Tollstftndig  ausgeführten  Ziffemrechnungen  bei»  so 
wie  sie  unter  Anwendung  der  Tafel  der  Quadrate  der  I-  bisSaiCri- 
ge»  Zahlen  anznslellen 
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PB. 

Gemessen  PA. 
PB* 
PA 


:<2 

=68,7 

29,74 


iPS. 

iAS. 

PS 

AS: 

Gemessen    SU- 

PU'. 

PÜ+  PB-. 

PÜ—PB: 


:  98,44 
38,96 

:  49,22 
19,48 

:2,6 

5132 
97,02 
:  6.62 

582,12 

58,21 

1,94 

l7F«=s«42,27 
009 

511218 


PASrr  2043,04 
1374 

6690 
6183 

5074 
4809 

265 

Gemessen  p=52,l 
Gegeben     9=423,4  18,13=57 

4168  I 


17F=25,34 
AS=i  19,48 


51,82= Pü 

2^34=  rr 

77.H=PF 
68,7  =PA 

14&JB6=PA  +  PF 
8.13=57 


66 
52 

TT 


VV+AS=U,Si 


1166.88 

14.59 

4.38 

1185.861 26.46=  .ÜC. 
8964  I 

28945 
26892 


2053 
1793 

~26Ö 


Wenn  der  Zeitaafwsad  bekannt  ist.  den  nicht  nnr  planlose, 
sondern  auch  wohlangelegte  Veraocbe,  welche  der  Habe  des 
Rechnens  auch  nicht  fiberbeben,  stets  mit  sich  bringen,  der  wird 
den  Recbnnngsaufwand,  den  obiger  Darstelinng  gemSss  die  ange- 
gebene AnflSsnag  erbeiscbt,  ala  Ininen  sq  thmnwi  Kanfpreis  flir 
einea  ToUlEommen  sicheren  Weg  erachten. 


EndDch  feige  noch,  Liebhabern  streng  euklidischer  Form  an 
Gefallen,  in  solcher  Rlr  die  Richti^it  unserer  AttfUHiing  im 
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Beweis: 

Wegen  Aehnlichkeit  uachbenaiiDter  Dreiecke  iet: 

iiPBYitiPyXz:^PB^:PV^. 
vermSge  (3)  aber: 

PB^^PÜ*—  DF*=:(.PÜ+  ür)(PÜ-  üvy 

=  pr{PV—üV), 

somit 

Ci,PBT.^PVX=^  Pü-  VF:  PV, 

ferner 

■ 

PVXiPAX  =  PV:  PA, 
also  PBY.PÄX=  Pü-  ÜViPA 

and 

(6)  PAX—PBT:  PAX=i  PA—PÜ+  VVtPA^ 
sodann  aber  anch 

FAXiFPUir  =  AXiiST 
oder  vermOge  (5): 

(7)  PAX:  Fr  HB' = />ii + PI7+  ü  F:  2(^5+  ü  F). 

Ans  (6)  nnd  (7)  folgt  aber: 

PAX—PBT.FPBB' 
=  (PA—PV+  UV)  iPA+PÜ+  VV)iiPA.{AS+  DF). 

Es  ist  aber  das  dritte  Glied  dieser  Proportion: 

(PA  +  ÜF)*-PÜ*szPA*+ÜF*—PÜ*+2PA.UF, 

nnd  vermöge  (*2)  nnd  (3): 

PA^+ÜF*—PÜ*  =  PA'+AS'-PS^ 

=  PA*+AS*—  {PA —AS)* 

=  2PA.AS, 
also  jenes  dritte  Glied 

2PA.AS+iPA.UF=:2PA.{AS  +  ÜF) 

dem  vierten  gleich,   daher  auch  das  erste  dem  swelten,   nimlicb 

PAX  -PBY=  FPHH'  =  V, 

wU  verlfMlgt  ytfix. 
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DetermioatioD.  Glelchang  (3)  seigt  noch,  dass  die  Aafl9- 
iODg  oomi^lich  wird,  wenn  PÜ^PB,  was  nur  im  Fall  der  In- 
Uteverkleinemng  des  Dreiecks  nnd  der  Lage  des  Panktea  P 
iiterhalb  stattfinden  kann.  Im  Fall  der  Inbaltsvergrdsserang  ist 
le  AanSsaDg  stets  möglich ,  wie  man  sich  leicht  fiberzeagt,  wenn 
^erkt  wird»  dass  der  Oreiecksinhalt  dem  Unendlichgrossen  um 
»  n&ber  kommt,  je  nSher  die  AB  gegen  die  zu  einer  der  Linien 
»OA  nod  OB  parallele  Lage  gedreht  wird. 

Kehren  wir  zur  Aufgabe  in  ihrer  ersten,  aufs  Vieleck  beziig- 
iicbeo  Form  zurück,  so  wird  f^r  die  Lage  des  Punkts  ausserhalb 
fcs  Vielecks  ihre  Auflusung  stets,  und  zwar  im  Allgemeinen  auf 
xweierfei  Arten  möglich  sein,  wenn  nur  das  verlangte  Stück  Idei^ 
urbt,  als  der  ganze  Inhalt  FOr  die  Lage  des  Punktes  inner- 
yb  des  Vielecks  aber  wird  man  eine  Hauptlage  der  durch  den 
Pnkt  gehenden  Geraden  unterscheiden  können,  in  welcher  sie 
das  Vieleck  in  zwei  Theile  von  beziehungsweise  absolut  grSss- 
ten  ond  kleinstem  möglichen  Inhalt  theilt,  und  die  Bedingung 
^  Möglichkeit  der  Auflösung  darin  erkennen ,  dass  das  verlangte 
^M[  nicht  gr^iMer  als  der  grossere  und  nicht  kleiner  als  der 
klewre  der  beiden  Theile  sei.  Da  der  Uebergang  vom  grossten 
na  kleinsten  Inhalt  in  Folge  einer  Drehung  der  Geraden  um 
180^  Dar  stetig  erfolgen  kann,  so  wird  man  auch  mit  unserer  Auf- 
lösaDg  am  Dreieck  seinen  Zweck  erreichen,  so  bald  man  nur  nach 
Aogenmass  nnd  durch  Versuche  solche  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  oder  Strecken  von  Seiten  entdeckt  hat,  über  welche  die 
Linie,  ohne  wieder  über  eine  Ecke  zu  treten,  sich  drehen  muss, 
venn  der  Durchgang  des  Inhalts  des  einen  Stücks  durch  den 
^erlangten  Betrag  stattfinden  soll.  Jene  Drehung  um  180^  kann 
m  io  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  vorgenommen  werdeni^ 
^  ""ird  dessbalb,  jenachdem  man  die  eine  oder  andere  Richtung 
^**cblägt,  auch  in  diesem  Fall  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen 
dcf  Aufgabe  geben,  die,  w*ie  ßr  die  Lage  des  Punkts  ausser* 
^/\n  Eine  zusammengehen,  wenn  die  Hfilfte  des  Vielecks  ab- 
JKicbitten,  d.  h.  wenn  dasselbe  vom  Punkt  aus  halblrt  werden  soll. 

Solche  Lagen  der  Geraden  aber,  in  welchen  sie  das  Vieleck' 
inivei  Tbei|e  von  relativ  grSsstem  und  kleinstem  Inhalte  theilt, 
^Mn  si  manchen  fmcbtlosen  Versuchen,  aber  auch  xa  mehr 
*b  »TiiEichen  Anflusnngen  Veranlassung  gebf iip 
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n  I  I 


Udbw  die  Battimniong  des   Flfichaninhalte  gewisser 

Thefle  des  Kreises. 


Von 

dem  Reraasgeber. 


Iti  der  Eben«  einee  aus  dem  Mittelpttiikte  O  mit  dem  Halb* 
mesaer  a  beschrlebenea  Krekiea  wolleo  ivir  ons  einen  beliebig«» 
Punkt  A  denken,  der  sowohl  Innerhalb»  als  auch  anaiierhalb  des 
Kreises  liegen  kann.  Von  diesem  Punkte  A  aus  denken  wir  uns 
nach  zwei  Punkten  B  und  C  der  Peripherie  des  Kreises  die  Linien 
AB  nnd  AC  gezogen,  welche  nach  der  Seite  der  Kreisperipherie 
hin  den  von  AB  an  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  getiomme« 
nen  Winkel  a  mit  einander  einschliessen ,  so  entsteht  ein  Sector 
BAC»  welcher  Ton  den  Lniien  AB,  AC  und  dem,  dem  Winkel  a 
entsprechenden  Kreisbogen  AB  begranxt  wird;  den  Flidieotnhalt 
F  dieses  Sectors  wollen  wir  au  bestimmen  suchen. 

Zu  den  Ende  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  O  des  Krel« 
sea  ein  recbtirinkliges  Coordinatensystem  der  xy  und  nehmen  die 
Axe  der  op  der  Linie  AB  parallel  an;  der  positive  Theil  der  Axe 
der  X  soll  in  diesem   Systeme  von  O  an  nach   derselben  Seite 
hin  gerichtet  sein,  wie  die  Linie  AB  von  dem  Punkte  A  as,  nnd 
der  positive  Tlieil  der  Axe  der  y  soll  so  angenommen  werden» 
dass  man  sieh,  um  von  dem  positiven  Thelle  der  Axe  der  or  darcb 
den  Coordlnatenwinkel  (ory)  hindurch  zu  dem  positiven  TheKe  der 
Axe  der  y  zu  gelangen ,  nach  derselben  Seite  hin  bewegen  musi^ 
nach  welcher  man  sich  bewegen  auias»  um  von  der  Linie  AB  an 
durch  den  Winkel  a  hindurch  zu  der  Linie  AC  xa  gelangen.    In 
diesem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  wollen  wir  die  Coor- 
dinatea  des  Punktes  A  durch  f,  g  beaetehnen.    Von  dem  Punkte 
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A  ato  Pol  aas  denke  man  sich  non  einen /Vector  r  gesogen  und 
beseichoe  den  Ton  demselben  mit  der  Linie  AB  eingeschlosse* 
Den 9  in  demselben  Sinne  wie  den  Winkel  «  genommenen  Winkel 
dorcb  ^,  so  sind  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Endpunkts 
dieses  Vectors  offenbar  ^-f-rcos^  und  g  +  TBlütpt  und  wir  haben 
daber  die  Gleichung 

(/"•l-r  cos9>)*  4*  (^-f  rsiuf))*  =  a*, 

die  man  leicht  auf  die  Form 

r*  +  2(/'coS9+ jrsln9)r  =  a*  — /■— 5^ 

bringt.  Bestimmt  man  nun  aus  dieser  Gleiehung  r,  so  erhUt  mAn 
nach  leichter  Rechnung: 


rss«(^eos^+j|rsiR^)dbV^o**-(/'sin9 — gtOBfpfl, 

iro  sich  nnn  frSgt^  uelches  Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  neh- 
men hat«  Bfultiplicirt  man  die  beiden  Werthe  von  r  in  einander, 
60  erhSit  man  als  Product  die.  Grosse  f^-t-g"^ — a*,  welche  nega- 
tiv oder  positiv  ist,  jenachdem  der  Punkt'  A  innerhalb  oder .  aus- 
serbalb  des  Kreises  liegt»  so  dass  also  die  beiden  Werthe  von  r 
angleiche  oder  gleiche .Vorxdcben  haben,  jenachdem  der  Punkt 
A  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt  Hieraas  ergiebt 
skh  nun  leicht,  dass  man  im  ersten  Falle,  wenn  nBmlidi  A  in* 
nerbaib  des  Kreises  liegt,  das  obere  Zeichei^  nehmen,   nnd  alsd 

r= — (^eos9-|-5^sin^)-f  V^«*—  (/sin  ^  — ^  cos  y)* 
setteo  muss;   denn  ist  fcostp-^-gsiufp  negativ,  so  ist 

—  (/cos9)-|-<7sin9)  +  \  ar — (fsinip — gcouqi)*       • 
offenbar  positiv,   also 

—  (feoB(p+gH\n^)  —  V^a*  —  (/sin  (p — g  cos  9)* 
negativ;  und  ist /cos^ -f  ^ain^  positiv,  so  ist 

—  (^cosqp-f  ^ain^)  —  V"a*— (/siny— pcosy)* 
offenbar  negativ,   also 

« 

—  (/cos9>-f^sin9))  +  V  a*— (/siny— ^cosy)* 

pottti?.    Wenn  der  Punkt  A  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  so  ist 


(ßruMBTt:   üeä»  die  BßOtlmmmp 

folglich 

D^—  (f)An  tp  — ^Gos  9)*  <  (/cos  ^  -f*  ^  siii  fp)K 

Insofern  nun  der  Kreis  von  dem,  dem  Winkel  9  cmtsprecdiendl 
Vector  r  wirklich  geschnitten  wird,  mnss  offenbar  fcasip-^-gmi 
negativ  sein»  weil  sonst;  wie  ans  dem  Vorstehenden  und  d 
Formel 

r=— (/cos^  -f  ^sin^)  J:\ra^--(/'sm9«>-.9Cos^)* 

«af.  der  Stelle  erhellet,  beide  Werthe  von  r  negativ  arai  wfird^ 
was  ungereimt  ist.  Dann  sind  aber  offenbar, h^de  Wert|ie  von 
positiv  und  das  obere  Zeichen  liefert  einen  grGsseren  Werth  i 
das  untere;  und'  da  nun  im  vorttegendeD  FaUe  10  der  Tfaat  jede 
Winkel  9,  für  welchen  r  überhaupt  möglich  ist,  offenbar  zwi 
Vectoren  entsprechen,  so  sieht  man>  dass  man  fSr,  den  gr5sser< 
dieser  beiden  Vectoren  das  obere,  für  den  kleineren  das  untel 
Zeichen  nehmen  muss.  Üeberhaapt  ergiebt  sich'  daher  ans  di 
ser  Betrachti^ig,  Jass  man  in  der  Formel 

r^^^^fewfp'\■g%\)^  tp)  ±  V  o*—  (/sin  tp^^gcos  ^)*, 

tili  ,  ,  ^  •  ■  , 

lyi^qn  ^4.  innerhalb,  des  Kreises  liegt,  immer  das  obere,  wenn  di 
gegen  d  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  das  obere  oder  nntd 
Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  man  den  kleineren  oder  groi 
seren  der  beiden  von  A  ausgehenden,  dem  Winkel  9>  entspreche^ 
den  Vectoren  in^s  Auge  fasst,  eine  Bestimmung,  die  wir  von  nu 
an  in  Beziehung  auf  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Formel 
und  Gleichungen  unverändert  festhalten  werden. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  i 

also  nach  dem  Obigen: 

F=i/      l/'cosy+^sin^TV^a«— (/"sing)— .^co«9))*}^8g», 

oder,  wie 'man  leicht  (hidetr 

F=4/   *|a«  +  (/*— ^)cos29+^sln29 

T  aycos  V  +  ^  sin9>)  V  a«— (/"sin  9 — ^  cos  tpf]^- 


Btfaumtiicb  ist  mui 
I     co«39^  =  IsinSa,    f      nXn'ifpbfp  =  1(1— >co82a) 

0  <  « 

oder 

/      0082989 :=  «in o cos o«    /       8102989  =  sfno siba; 

«d  wemi  num 

II  = /'«in  9 —jr  cos  9 

Mfat,  «o  ist 

8«= (/cos  9 -1-96^09)89,  .    '. 

alio 

(^€069+^8109)89  Va*—(/sin9— ^^0089)":=  8«  V  a"— !«•. 
Nidk  dner  bokaooteo  Formel  der  lotegralrechonog  ist 

/*8«V^5f^:^=i«Vo«-i««  +  U*Arc8lDj, 

wo  mao  deo  Bogeo  so  oehmeo  mnss,  dass  er  sich  im  ersteo  oder 
lierten  Qoadrasteo  eodigt,  jeoacbdem  tf  positiv  oder  oegatiT^ist. 
Aitoist 

/   (/cos 9 -f- jjrslo 9) 89  V  a*— (/sin 9— !y cos  9)« 

si(/sia  9«'-y  cos  9)Vg(*-(/8iln9— ycos9)»f  io^Arcrfir  ""^"^"^^ 

.  •  .'/     '.  • 

ud  foIgUeh 

/      (/cos  9  +  9  slo  9)  89  V  a*— (/sin  9 — 9  cos  9)" 
=4l(/sioa— jfC0s«)V^a*— (/«na— ^co8«)*+jVa*— ^1 

■  a  a 

Führt  man  nun  alle  eioseheo  Integrale  in  deo  obigen  Aus- 
dmek  too  F  eio,  so  erhält  man; 

TluUXXYH.  T 


9B      Gru n^fri^  HJtUNur  ^if9^<Be9mimmH^^a9$  nMwuMuUU  etc. 

fl*«  +  (/•— ^*)»iDaco8a+a||Q^<iilc»üriiiT : 

Um  die  Richtigkeit  dieser  f'orinel  an  einem  Beispiel  tu  pi 
fen,  wollen  wir  deb  Flächeninhalt  eines  Kreissegments  suchj 
welches  kleiner  als  der  Halhkreis  ist.  Die  unter  den  oben  | 
machten  Voraussetzungen  in  diesem  Falle  als  positiY  su-  betrat 
tende  Entfernung  der  Sehne  des  Segments  vom  Mittelpunkte  d 
Kreises  sei  f.  Ausserdem  ibt  iih  Obigeii  j7  =  0  und  a  =  l^r 
setzen.  Dadurch  erhalten  wir  aus  der  obigen  Formel^  «iu  weM 
die  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  wenn  wir  den  Fläcbeninbl 

des  Segments  durch  'S  bezeichbeh:      ''  ' 

I 

,  S  =  Ja«« — l/V  a*-f*  -  4««  Arcsin ^ , 

I  , !•»•«..*  J       ^\.  »    .  •  ..  -       ■vmi 

WO  der  Bogen  nicht  grosser  als  \7t  zu  nehmen  ist. 

":      U  T»CIV.iFig.3..,  fi^  Ö^'^/'iiitii6lri««?r,^erFläöhei)inh 
des' Kreisquadranten,  If^Ta^ — f^  der  Flächeninhalt  des  Dr^iee 


AOC,  und  |a* Arcsin^  der  Flächeninhalt  des  Kreissectors  CO^ 

80  dass  al^ö  die  RictitVgl^^if  Sk^oblgen "FiirAiel  auf  der  Stelle 
die  Augen  fallt    Setzen  wir  für  ein  Kreissegment  in  Taf.  IV.  Fig.j 
wetchi^  grtJsl^er  als-de^  lialjl^krels  ^U  wiffitqr.  CL4f^/9  -^^^ 
sen  wif,  um  dessen  Flächeninhalt  zu  finden,  im  Obigen  — /*  fu^ 
setzen  y  wodurch  wir  die  Formel  <  - 


S=  Ja«»  +  Ifyfä^-^p  -  ia«  Arcsin 

'  ^  I    ■  .  •       I      •         •  i       '      • 

»  •  t 

oder 


.-f 


«a=  Ja«jr+4/'V  ^S^T*  1"  i«^  AfcsfÄ  ^ 


9 

a 


erhalten,  wo  dei;  fiogeu  wieder' nicht" grtissßi:  ^<als  4'('|  sa  nehro^ 
ist ;  auch  die  Richtigkeit  dieser  F^mei  erhellet  ans  Taf.  FV.  Fig. 
auf  .der  Stelle. 


I.       • 


4rr#Ji#rf.*    tMtr  jmB-nMiffleatMt  dir  &i$gme. 


t    t » 


.  »I.   '       ■"      ,.  -^ i. 
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Üeber  die  Rectificätion  der  Ellipse. 


I  , 


Von 


dem  HeräusgeberJ 


!1I 


Die  in  Taf.  IV.  Fig.  5.  verzeichnet^  Ellipse,  sei  mit  der  gros- 
sen Axe  2a  und  der  k|eliien.4;Ke  9^::^af  .^^At^tel^unkte  C  be- 
Mbriebeo.  In  den  Scheiteln  A  nnd  Ai  der  grbs&i^D  Axe  AAi 
miebte  man  auf  dieselbe  die  der  kleinen  Axe  BBi  gl^pbenoPor-. 
peodikel  DD'  nnd  AA'i  »o  ^^ss  AD  =  AD^  ^  b  nnd  ^lA 
=  J|2)i'=6  ist  und  ziehe^^dle  JLtnieD  DD^'  und  D'A-  Weil 
diese  Lioi^ik.qSiBnbfP:  dwrcl^  :dien.  I^^tt/elpnpkfi  C[,der  EJU^i^e  ^hfo 
«erden,  so  bestimmen  dieselben  die  Durchmesser  A'Ai'  und 
BBi'  der  Ellipse, ./ton  dtnen^  Bich^^.  folg^m^e  Art  leicht  über- 
«eben  l&sst,  dass  sfe  conjogiHe  iDin:chqiessil(  «ilid. 

Nehmen   wir   die    beiden   Axen    der^::E)jU{p«e;,  ^\^.  4pFPP  ^WJ^t 
rechtwinkligen  Coordioatensysteros  der  Xf  9  an,  und  bezeichnen  in 
diesem  Cooidinatensystmue  die  Coordinat^n  des  Punktes  A'  durch 
hf  %9  SO  Ist  bekaontGcb  die  GTeidiung  der 'dureb;den  ^nkt  A' 
gelegten  Berührenden  der  Ellipse: 


ri 


■  I  r       .  • ,    « ;     *i  » 


4 

Nach  der  Construction  ist  aber  offenbar 

.  •  * 

«i  tolgiMb  <He:;6l«icbilng  der  B«rflhMnde«jdar  £UipM  ip^;:deiM 

7« 


ßrmiurt:   IMtr  dte  BfnUßrMm  der  OlßH. 

Abo  ist  --  die  trigonometrische  Taegente  des  spitsen  Neigungs- 

wlnkele  der  BerfilireDdeD  der  Ellipse  in  dem  Ponkte  A'  gegen  die 
grosse  Aze,  nnd  folglicli  offenbar  der  trigonometrischen  Tangente 
des  spitMn  Neigongswinkels  des  ünrchmessers  B'Bi'  gegw  die 
grosse  Aze  gleich»  woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Durchmesser 
der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  A'  parallel  Ist,  und 
dass  also  A'Ai  und  B^Bi'  swei  conjogirte  Durchmesser  der 
Ellipse  sind»  wie  behauptet  wurde«  Auch  flillt  auf  der  Stelle  in 
die  Augen,  dass  diese  beiden  conjugirten  Durchmesser  einander 
gleich  sind,  so  dass  wir  also  einen  jeden  derselben  durch  2a' 
bezeichnen  können. 

Nehmen  wir  nun  CJ'  als  den  positiTen  Thell  der  Aze  der  x 
und  CB'  als  den  positiven  Theil  der  Aze  der  jf  eines  schiefwink- 
ligen Coordinatensystems  der  :ry  an,  so  ist  die  Gleichung  der 
Ellipse  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  bekanntUch: 

(5)'  +  (j)'  =  l   eder  *«+^=«^. 
Es  ist  aber 

nnd  zwiscben  jto  and  p^  hat  man  die  lieiden  Glelchnngcn 


woraus  sich  auf  der  Stelle 

V=-3*    «o"=-2»  *w®^o=:{7g'    ^=y5' 

folglidi  nach  dem  Obigen 


ii'«  = 


ergiebt,   so  dass  also 


^+^=!^t^ 


a 


die  Gleichung  der  Ellipse  in  Besug  auf  das  Systeis  der  beiden 
conjugirten  Durchmesser  A'Ai   und  B'Bi   ist. 
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Es  ist  snffalleDd,  dass  man  diese  beiden  coi^iigirten  DnrolitMi* 
•er  Boeh  nie  einer  nnAnerIwaBeren  Betracbtong  gewürdigt  bat» 
da  sie  in  der  Tbat  zaweileo  besondere  Vortbeile  gewSbren  Ic5n- 
aesy  was  icb  jetst  an  der  Recdficafion  der  Ellipse  zeigen  will, 
wo  die  Betraebtnng  dieser  l>eiden  oonjngirten  Dnrcbmesser  an  ein 
Paar  Reiben  flibrt,  die  icb  ISr  bemerlteoswerth  balte  und  daber 
im  Folgenden  rolttheilen  will«  wenn  au^b  die  eine,  jedocb  nur  in 
«mm  besonderen  Falle  und  auf  gana  anderem  Wege  scbon  von 
Eilor  gefunden  worden  ist 

Als  Anfangspunkt  der  elliptischen  Bogen,  die  wir  immer  im 

AUgemdneo  dureb  t  bezeicbnen  werden,  wollen  wir  den  Scbeitel 

V  des  Durcbmessers  B'Bi   annehmen.    Der  Endpunkt  des '  Bo^ 

gern  f  werde  durch  die  Coordimiten  äi,  f  bestimmt    Der  Winkel 

jfCB^  soll  dureb  a  bezeichnet  werden«     Die  sftmmtlicben  Bogen 

vollen  wir  aber  von  B  an  nur  bis  A'  und  Ai'  bin  nehmen,  was 

oimbar  zur  Bestimmung  aller  Bogen  der  Ellipse  binreicht    Auch 

MÜcn  *x  und  y,  man  mag  den  Bogen  t  von  B'  nach  A'  bin  oder 

roB  B*  nach  Ai'  hin  rechnen,  immer  lieide  als  positiv  angenom- 

DOB  werden.     Unter  diesen  Voraussetzungen  erhellet  aus  einer 

blossen  Betrachtung  von  Taf.  IV.  Fig.  6.  mit  Hfllfe  eines  bekann- 

toa  trigonometrischen  Elementarsatzes  auf  der  Stelle,  dass,  wenn 

der  Bogen  $  von  B'  nach  A'  hin  gerechnet  ist, 

dj*  =  dj:*  +  d^^Sar  (— dy)  cos  o 
odor 

SyF=  8a:«  4- dy*-|- Sftrdy  cosa; 

■od,  wenn  der  Bogen '«  von  B'  nach  Ai    bin  gereclmet  ist, 

a^  =  ar>-|- dy«— 2ar(-.S^)  cos  (180^  -  ff) 
oder 

8f*=a««'f  dy*— 2aj%eosa 

ist  Nimmt  man  abo  im  Folgenden  Immer  das  obere  oder  daa 
ontere  Zeidien,  jenncbdem  clor  bogen  i  von  B*  nach  A'  oder 
nach  Ai   bin  gerechnet  ist,  so  ist  allgemein 

■od  foigHcb,  well  unter  den  gemachten  Vorauesetiungen  ftr  und 
dt  offenbar  iaimer  gleiche  Vorzeichen  hal>en : 


8#=at  Yl+^y±i  5i  cosa 
Ana  der  Gleichung 

**+»*=  "T — 


KR  »rmmtrtr   Otter  4le  aedHUam*  der  «»iti 

Mgt  imOiiOabämBtätm: 

1        r»  •   »^    .. 


.-.1 


3»     ^      cv  X 


nnd  folglich 


8,  =  <^Vt^T'V«" 


oder 


• ''  /     .      v; 


■  I       -"-  t**/*-  Tr  '        »  .»-     « 


".  I 


Bezeicfanen  wir  den  spitzen  Neigungswinkel  des.  Do^chiiiji^: 
Aers  A'Ai  oder  B\Bi'  gegei^  die  Haeptaxe  ^er  Ellipse  dmQfkijf^, 
80  ist  offenbar  a  =  180^-i-2f^,    und  folglich    •  >\ 

eosass  — eosSyi»    8in«f=i=«io9^; 
Nun  ist  aber 

tang^  =  -.  '     " 

also 

«^^'^  =l  +  taiig^«=ä*+6«'  ^""'*  =J+ti|iigfi«"=3+;^* 
folglich 

co82fi=co8fft«— 8inf*«=-f^^, 

8in2u  =  2sinaco8tt      =  ^  .  j>  ^  >        •  • 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


«     •    *  ■  • 


o«— 6«  2oA 

«  I  «  «  t 

femer 


ist,  so  ist  ai>/ 


ormm^ny  iM0r0t^Jkct0cwmmderJmß9fi*  MB 

aim  nach  dem  Obigep,  wi«  man  leiekl  Jadat; 

oder  .:  r: 'M;:i'" -'()  «iM*  f»     • 


Sctien  wir  oan 


! 


==^«»     •  ■  A»==>^  •ftr=ciiV  — o — » 


Wegen  der  Gleichang  f.      i*^,      { 


-u-    1   ,  ..^ ,- 


fl«+~»*'     ^ 


wi  immer  \  •.  }  -r  v.\ 


<V^"(^^'M".3'- 


*        '     ^       _     _    _         «         «V  mm  A 


Lacht  tuest  Biob^^nup  ^^ei;  ^igen»~dkff  iiAnt6T*^ 
ut;   denn  wäre  .  ,     ,. 

/  -  ^         *  >  \     1 


80  wäre 


•IflO 


folglich 


«.-%»-.4^1>4wi^j«s;Oa  = 


was  ungereimt  ist.    Weil.  also.  i 


IM  Qruntrt:  n$b9t  m$  äecHßcatlm  tftr  smß9$. 


«VT=^^1,  2iiVT=:i?^l 


My  ao  Ist  immer 


«  • 


«§fS«^r=^<»' 


«nd  die  Qudmtfmriel 


Vi±»Sf?.vrr 


liest  sieh  daher  nach  dem  binomlachen  Lebreatie  Imraer  in  eine 
nach  den  Potenzen  von 

fortacbrdtende  eoovergirende  Reihe  entwickeln. 
Weil  nnn 


• •• •.    »•  .• .  < 


1      o*— 6*      i 

4 

± 


BcMidmoD  wir  jetst  fiSr .  dasselbe  «  oder  u  den  von  ^T.  M 
nach  ^  hio  geDemmeneD  Bogen  Wreh  ^ ,  den  von  JB*  an  nach 
A^'  Un  genommenen  Bogen  dagegen  dqrcb  $i\  so  ronss  man  in 
dir  olngen  Cormel  filr  den  eruieren  dfe  obereo,  für  den  letzteren 
die  ntereii  Zelehen  nehmen ;  und  ee  Ist  also': 


0  o 


o 


v=^^!r^'-s?^rx 


LA  -.1.  >♦»  -i.        ^-.».~  A 


-T?i(^)/--^I^^- 


k 

1 


''■'■'"-  !JJ??i  M^^'•^-''l.^VT=i?)•a« 


...  .  0..  , 


1.2.3.4  U*+6«/J  ^^  ' 

.  I.i;3.4.5\aJ«+6V  J 


folglich 


+  1.2.3.4:5Vo«+6V  J  ^         ' 

0 


\ 

) 

I; 

WO  In  der  letzteren  Formel  nur  die  Integrale  rationaler  Differen- 
tiale vorkommen.    Man  kann  aocb  setzen:     -- 


tteiimrt!'^'^  MMr  Wr  mmfßeBUH^  Oer'SlUinäi  W 


d»-ft*4 /"ä*+6* 


ti,',.t   •!!•* 


.   1.3.&.7.».1l'/«<*->V  /^«   ,,,       _,«l 

j^— "»>»..  In  I 


Die  Ififnm  Aif^alhdft'filffp^e»  ^ekheiwir  durch  E  beseich- 
woAen^  erhält  toall.- «fetihari. .  :v?eQti  tttan  In  der  Formel  Ar 

g^./vrt  ■  ■  ».  i|l8c}  tt=f  1  eetzty  80  daes  also 

0  II 

1.3.6  /a*— 6«\«    /»»    ,,./, 5,..        '"I 


1    • 


1,- 


1*    N.  •  '  II 

J       'V 

^^^  *     •  •    y* !     ,  ■  ',        •         •         •         •         •         • 


,  *.» 


-  ^     :     •        .  1  1 

Setti^n  fvVlH4^«p|,f;^iiiid  nefain^^fD  nicht  grosser  als  ^n, 

^ 1 

also   0»  nicht   grösser    als  9v,    so    ist    V  1  —  ti*  =r  cessio  und 

du=i^eos^nda;   also  !,,,„ 


==  =  ö8®» 


4*  l         •* 


*1^       I        •'  •  '1       J  l 

W 1— i?^=p5B^i}^p^CQSjai^i*=2l*'"»^«*» 

I» 

t^(V^f--l?Ö'dti=&sin  5  cB^cos  ftiD^nsx}  sin  m^m, 


u.  s.  w« 


Folglich  wt  nacli  dem  QUgeD: 

m 


>  *   • 


.  I 


o 
1      1.3.5  /«■— 6*V    /*-   .     45, 

=^2»   I.2.3.4.öV.a«  +  *V  t/ 


lad 


I      1.3.6.7.9  /a^-Ä^V* /*• .     « 


.  I'   t;      I 


and 


■  1   '    »         I » 


\, 


Vm  de  Linge  E  4^  hafli^  EI|i|Mici  ni  «iMteü»  ViflMen 
wir  io  dem  ebigen  Aaedral^  Ton  i'+$i  die  GrOese  f»  =  m'ebtoeii; 
wedarch  mao  erhltt: 

« 


f 


-"S*' 1.2.3.4 .«.ev?+*y  t/    T™ 


•     I 


Nach  einer  tiekannten  .Redncfieneform^t  ist 

M^kh 

/'n  9fl-— 1    Z*^ 

8in«*«9»  =     A        /      ein«*»-*  9». 

Aieo  lel:  '      -•   ' ''' 


/»  1   /^*  1 

/      ein  «0*8«=  2  /      eini»^i»=: 


1.3 


..•  j 


/^*eln«ii8«=gy   *ein«^ 


1.3.6.7 


•2.4.0.8''' 
n.  8.  w. 


titlglPdi  •Ugemeiii : 

r*rin,n-a.,      l»3.B.7....(2.i-l) 

O 

Fttit  aan  nnn  dieee  Werthe  der  beetimmleo  Integiele  le  -den, 
etigee  Anedniel[  tod  E  ein,  eo  erhält  mens    . 


IM  »tuvärt:.  IMvr  äßt  üeMtßeatlQtk  dir  «N«ffli 


.    . ,  i  i  ^  I  ■■    ;  I .  ' »  !        • 


1      1.3.6     1.3/a«— 6V 

- 8« ;  rp:?.  •  5^v4  W 1 6V  :  . ... 

•"'"•""l     .lU.{{.y.9     4.3.8  >a«^«\ 
I  ~2»' 1.2.3.4.5.6'  2.4.6  Vo*  +  A*/ 

i  ■  .       '  •  -;\-    -  .  »      .  .  « 

1  '^^   .  ..f  .  1        •  i 

I  \o  »'^tw  i.  •••       — ♦      i  9 ,   (  j*     '  >  •  •:     '   •  •  • 

\    *,    •  ... 

o^er,   wie  Euler,    der  diese  Reihe  f&r  den  halben  Um&o^    d 
E|l 


Iet,  wie  Euler,    der  diese  tceine  tar  den  nainen  timiao^    c 
lipa.^ auf  gav» andrem Wtee glftteideii  bat*),  dieselbe  scbreiC 


1.1   3.6/o«-6«Y 


I      *i 


.(0' 


.  ,  ..  '\    il.l  3,5-  ^.4  /«<»J^6«\»     - 
'^  VOO    102^^+65/ 

1.1  3.8     7.9     11.13 /a«-ft«Y 
•~*0'0*.12..12  •  16.16  W-hlCJ 


<        » 

» ■"  •  •  .  .  ■■ 


Die  Reihen,  welche  gewöhnlich  fflr  den  Umfang  der  Ellipse  gc 
eeben  werden,  schreiten  hach  den  l^otenzen» der  CBrOtfse   — -5^ 

fort,   welche  grösser  als  die  Grösse     «  -  .^  ist,    nach    welch^ 

die  obige  Reihe Jdrtscly,f^jt^^t        \   "       , ?.    :         \ 

Bezeichnet   mirt'  die  Differenz  litt  Bogen  A'B'   htiA  A/B 
durch  D,  so  ist  nach  dem  Obigen; 


(..«•.  « 


.    1     1.3.S.t.9.11  /a«-6«V  /*»..      „I 

t  r    •      \  *^ 


.*)  M.  ••  Mathematischet  Wörterbuch.  Tbl.  IV.  S.  193.  Aach 
V^r^elVAie  niäd  Ao  HLäftate  von^erni  Dorctor  Wop^^e 'ini-AVcbl^. 
Thl.  111.  Nr.  XXX.  S.  Äfl5. 


.    i  •   » .     :<  /  >J    1  'i.'i  / 


Grunertt  QeAtr\äle^äMflkMfim4er  EUipse.  }|| 

Nack  derselbeo  Kedoctionsformel  wie  oben  ist  aber         i  .i»o 

also  :  Y**\--'»^    T      1 

o  O 

f 

/      8inn'0«o=:s    /      8in(o%iD=ö~K  /      smada. 


/»   .      „        6    /»»   . ^        2.4.6    /»»    .      , 

o  o  o 

/*   .      QQ        8    /*''   -      r».        2.4.6.8   /•''  .      ^ 
810  »«0«  =  g  y      am  oi^a» = j^y-g  y      Bin  od». 


U«  8.   W. 

Also  ist  allgemeiD:  /^    ^ 


/*   .      o^tfN  2.4.6. 8.... 2n       /*«  .      ^ 

0  o 

öod  folglich,  well^'   '♦''•:..-•.'    •  lu*. 

/8raa>dco= — cosot     /      B\o<oda^= — Gos9V-f  co80=l-|-l=2 


» 


p 
A   «*r^^^i/?T^,,'    1      1.3     2/a«^6«V 


oder 


üedmi§$mif^a6im  ffir  SdUUer. 


,4 


»'Si^V^i^+WCS^' 


I  • 


.17  /o«— 1>\* 

•         I         -  «        ^ 

1    9^ii_  /««— y\« 

+P'3.8.7V.a*+*V 

1    11.18.18  /«^— 4«\" 
+9»'  a.8.7..9   V«?+W 


fJebnogpiaii^beii  fOr  Sdifiler. 

Tob  Hern  C«  K&pper  !■  Trieiv 


Aas   der  Theorie   der   Trlgheitsmomente. 

Lehreati«  Das  Trigheitemoment  eines  ebenen  Sjrsteme  io 
Besag  aof  jede  Grerade  in  der  Ebene  l&sst  sich  ausdrücken  dorch 
das  Trftgbeitsmoment  aweier  Ponicte  dieser  Ebene  In  Besag  anf 
dieselbe  Gerade»  vermehrt  am  eine  Constante.  Diese  beiden 
Pankte  liegen  gleichweit  vom  Schvi^erpankt  des  Systemii  'lMl^  der- 
jenigen Geraden»  in  Bezug  aof  welche  das  TrAgbeitsmoroent  des 
Systems  ein  Minimum  ist;  man  mnss  diesen  Pankten  gt^lche  JHasee 
und  swar  die  halbe  Masse  des  Systems  beigelegt  denken;  '<fie  hin- 
sisafllgende  Constabte  ist  der  kleinste  Werth»  den  das  Trägheits- 
moment ankehiien  Icann.  Hiernabh  berflbren  alle  Geraden»  flir 
welche  das  Trägheitsmoment  einen  beliebigen  constanten  Werth 
hat»  einen  Kegelschnitt»  dessen  imsginire  Brennpankte  jene  festen 
Pankte  shid.  Wann  ist  dieser  Ort  eine  Ellipse»  wann  eine  Hyperbel  ? 


C'eöungsaufitäfien  fitr  ScMlter,  ||6 


Ans  der  Theorie  der  Cykloiden. 

1)  Eine  verkürzte  Cykloide  xyc^y  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  wird  voo 
iler  Geraden,  fiber  weiche  der  Erzeugungskreis  rollt,  in  zwei 
Tieile  getheilt»  deren  Differenz  dem  yierfaGhen  Durchmesser  die- 
KsKrdses  gleich  ist«  NenoeB  irir  D  diesen  Durchmesser»  so 
iit  nao: 

y^/  —  (y^  +  yy) = ^^  =  ^®'  Cyklolde  nen' , 
vebe  ein  Punkt  des  Umfangs  des  rollenden  Kreises  beschreibt 

%  Die  Cykloide  xyd'/y  ist  einer  Ellipse  an  Länge  gleich, 
relcbe  lur  kleinen  Haibaxe  xtK»    znr  grossen  xn  -f:  1^.  hat. 

Wie  gestalten  sich  diese  Rcsdtate  bei  einer  gestreckt  Cykipiliel 


• '  -  '   -    -  - .  >^  ^ 


Tn  Herrn  Dr.  C.  F.  LiipdinBn   in  StrengnJ«  in  Schweden. 

I. 

lotefTsle 

n 

~J       Väi'n«9  +  Cos^, 
''ünctiones  efl^>(ica8  reducatur. 


InTenire  angnlnoi »  i|ui  eentinetur  ab  axi  ttbsqis8i|run)  et  recta^ 
a«  conram  aeqnatione 

AHam  m  puncto  j:=Oj^=0  tangit. 


Ttttixxvu.  8 


]  14  MfsceUen, 


Miscellen. 


Von   deni    Heraasgeber. 
L 

Herr  Professor  Richelot  in  Königsberg  bat  in  den  Ast 
nomischen  Nachrichten.  ThI.  XLII.  S.215.  für  dieAufga 

In  der  Ebene  eines  Dreiecks  denjenigen  Pur 
zu  finden,  dessen  Entfernungen  von  den  d 
Eclcen»  jede  mit  dem  Sinus  des  von  den  beid 
anderen  Entfernungen  eingeschlossenen  Wi 
kels  multiplicirt»  zusammen  addirt  den  mi 
liebst  grössten  Werth  annehmen; 

die  folgende  elegante  Auflösung  gegeben: 

Bezeichnet  man  die  drei  Ecken  und  Winkel  des  Dreiecks  dm 
A.B^C,  die  ihnen  resp.  gegenflber  liegenden  Seiten  durch  a,  6, 
den  zu  suchenden  Punkt  mit  />,  und  seine  Entfernungen  von  d 
drei  Ecken  respective  mit  A,  B,  F,  endlich  die  drei  Winkel^  welc 
von  den  betreffenden  Halbirungslinien  der  drei  Winkel  des  Vt 
ecks  in  directer  Richtung ,  d.  h.  in  derselben,  worin  die  drei  Ec 
A,  Bp  C  auf  einander  folgen»  bis  zu  den  betreffenden  Entfera 

o    ß    y 
gen  A,  B,  r  positiv  gezählt  werden,  mit  ^*2'2'  '^^'''^^^'^ 

(Qt  jede  Lagiö  des  Piinlctes  D,  als  Werthe  der  direct  gezählt 
Winkel  zwischen  den  Entfernungen: 

fr    m      "i^+^-^y 


MtfeeUem.  il8 

mi  Ueraoi  Mgcnde  Doppalfonneln : 

csiD — 3-^  Dam — 5-^ 


C+a-jS  B+Y—^' 


cos ö cos 


a  8in  — 5—*-  c  mn  — 5- 


A  +  ß-y             C+a^ß'^ 
cos s — ^      cos s — «- 


6sin — g —  osin — g-^ 


cos ^^ cos 1 — ^ 

Sobsfitoirt  man  sowohl  die  drei  ersteren«  als  aucb  die  drei  Kets- 
toeBWerthe  in  die  beiden  Aasdrucke: 

ü=Acoa(r,  B)-t-Bco8(A,  r)+rcoB(B,  A), 
F=:^8in(r,  B)  +BsiD(^,  T)  +  rsin(B,  A) 

nd  niDBt  die  Differenz  der  beiden  Werthe  von  ü»  so  wie  die 
Snne  der  beiden  Werthe  von  F«  so  erhält  man  nach  leichten 
Ifipnoaetrischen  Reductionen  die  Gleichungen: 

0=ttsin°'^^'*"^-f  fe8in^""^""''-^csiny^^""^.  ...  (1) 

^F=:acos?"^^""^  +  6cos^"^^""''  +  ccos^^^"'^>...(2) 

^  RjSiebt  sich  aus  dieser  Form  des  Ansdmcks  V,  welcher  ein 
UulBam  werden  soll,  von  selbst»  dass  dies  für  die  zugleich  der 
B<<^tulg8g|eichung  (1)  genGgenden  Werthe 

«=0,    ß  =  0,    7=0 

'er  Fall  ist,  weil  fDr  sie  die  drei  Ck>sinnsse  des  Ausdrucks  (2) 
^^  gTussten  Wetth  erreichen.  Auf  diese  Weise  ergfebt  sich 
^  Anflosnng  der  Aufgabe  von  selbst,  indem  diese  drei  Werthe 
^iiUas  Centram  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  fuhren. 

Der  Anbats  des  Herrn  Professors  Richelot   enthfilt   noch 
**BcW  lodere  interessante  Bemerkungen,   auch  eine  von  HerrD 


HB  affaeeHen. 

BanfOhrer  Mendthal  gegebene  Aoflfeqnt^f   m^ffk,-  ifihhoi!  wi 
die  Leser  aaf  den  Anfsatz  selbst  verweiseo. 


U. 

Id  der  Abhandlung:  yariae  Demonatrationes  geome- 
tricae.  Novi  Comiuentarii  Acad.  Scientiac«  Inip.  Petrop. 
T.  I.  p.  49.*)  bevreiset  Euljer  einen  Satz  vom  Kreise,  den  er  als 

F  e  r  m  a  t '  s    Lehrsatz 

bezeichnet,  and  sagt  von  demselben:  ,»Reperitar  in  comroercio 
epistolico  Fermatrt  propesttie  quaedam  geometrica^  quam  Geome- 
tris  demonstrandam propesuiL  •  Quae etsi  adaaluram  circuli  spectat, 
nihilque  difGcultatis  primo  intuitu  involvere  videtur,  tarnen  a 
p(ur'^biis  Geomc^tris  frustra  est  suscepta»  neque  usque  adhuc  eius 
demonstratio  est  itradita.''  Diespr  Fermat'sche  Lehrsatz  ist 
folgender : 

Wenn  man  über  dem  Durchmesser  AB  (Taf.  f V.  Fig. 8.) 
eines  Ha|bMei»eti  AEB  als  Grundlinie  ein  Rechteck 
ABCD  beschreibt,  dessen  Hube  AC  oder  BD  der  Sehne 
d^s  '(^dadranten  des  Kreises,  su  vrelchero  dev  Halb« 
hreis*  At/S'  gehO-rl,  gleich  ist,  and  toh  den  beiden  P«nk* 
ten  C  und  D  nach  dem  beliebigen  Ponkl«  £  des 
Halbkreises  die  Linien  CE  und  DE  zieht,  welche  den 
Durchmesser  AB  in   F  und  G  schneiden,    so  ist  immer 

« 

Euler  beweiset  diesen  Satz  im  Wesentlichen  8of  folgende 
Art.  Man  lege  durch  A,  E  und  B,  E  gerade  Linien,  welche 
4ift  vnrUin^erte.  Laupe  CD  in  U  und  «1  scbneideii,    Fiilt  na»  daasi 


i|l       <»'! T 


*)  In  dieser  AbhanfFhiirg  p.  69.  beweieet  Es  1er  aadi  den  Slit«  toib 
Viereck,  „dass  die  Sonvaie  der  Quadrate  der  vier  Seiten  der  Somme 
der  Quadrate  der  beiden  Diagonalen  plus  dem  Tierfachen  Quadrate  der 
df^  lüAUiefpwMffe  de«  UiagoMien  YtclilndaaideB,  Gecadea  gleich,  is^"»  und 
l^djchnetdÄ^soii  Sata  als  eui  „Iheorenm,  nusqnani  adhuA  aei)«ie  pro- 
Uti¥n  aeqne  deiiioiisirRturo,V  Qieaer  Satz  ist  also  eine  Erfindiiag  £a* 
ler'sH  wie  auch  a.  B  Herr  Professor  Kuo^e  in  seinem  Lehrbuche 
der  Geometrie.  Tbl.  1.  Jena  1842.  S.  82.  bemerkt.  Er  Terweitet 
dialialb  aber  auf  die  weil  spdterea  Nora  Acta.  Petrop.  1.  409«,  ds 
ihn:h.dtorSa«s  aehonin  den  NatI«  ComMeBtatila^T.  I.  1T60  «arfcooiiBt 
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Mcb  TOD  £  mdXAB^.^BA  iPaipendikMl £ir,  leMTindk  bekanntliGh 
die  ibnlicben  Dreiecke  AEK  and  J?£AC  entstehen,  «o.,erbeUet 
ivf  der  Stelle  aocb  die  Aebniichkeit  der  Dreiecke' ^Cff  lind  tSOJ» 
ud  es  ist  also 

HC:AC=BDiJD, 

fo^cb 

BCxJD  =  ÄCxBD  =  AC^. 

Weä  oon  ^C  der  Sehne  des  Qiudranten  gleicb  Ist,  so  Ist  offenbar 

aCxJB^iA»,    ^BCxJß'i^AB* 


Ht  a^ec 


abe 


oder 


< 

UCiAF=^CD.FG, 
JJ^i'BGjt^eD-.FGi 

4 

HCxJD:  AFxBG  =  CD*:  FG* 


2HCxJD:2AFxßG^Cm:FG», 

'  -  ■  •      •         I 

%AFxBG=^FG^. 

AB  i«t  aber 

li»,  wenm  manqaadrhrti 

AG^^BF^  +  2AGxBFzs,AB^+F&+iABxFG» 
folgßcb  nach  dem  Vorhergehenden: 

AG*+ßF^  +  2AGxBF=AB^ir2AFxRG+%ABxFG 

uod 

iC<Bf=(JF+  FG}(BG^FG)=AFxlfG-^BGxFG+AGxFG 

ssAFxBG^ABxFG, 


tU 


*         *«    * 


118  miceiimL 

apd  folglich  oiich  dem  Obigen  offenbar 

AG»  +  ßF^=AB*, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 


m. 

Einige   Bemerknngen   über  das   ebene   Dreieck. 

Die  Seiten  und  deren  Gegenwinicel  eines  beliebigen  ebenen 
Dreiecks  ABC  .wollen  wir  wie  gewChnlicb  dorch  a,  69  c  und 
A,  B,  C  bezeichnen.  Von  einem  beliebigen  Punkte  O  in  der 
Ebene  dieses  Dreiecks  ziehen  wir  nach  A,  B,  C  die  Linien 
x^y^z  und  fallen  auf  die  Seiten  a^btC  Perpendikel »  welche 
letzteren  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden  mögen »  jenacb- 
dem  sie  von  den  betreffenden  Seiten  an  nach  dem  inneren  oder 
äusseren  Räume  des  Dreiecks  hin  liegen»  und,  mit  ROcksicht 
hierauf»  respective  durch  ti »  e»  ts  bezeichnet  werden  sollen.  Dann 
überzeugt  man  sich  sehr  leicht  von  der  allgemeinen  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen: 

a?*sin^*=t*  +  fc*  +  2Mccosil, 
y^sin  jrB=tc>-htt2 -|-2tfmcosfi» 
j«sin  C»=tt«  +  ©«  +  2ifr  cos  C. 

Fflhrt  man  nun  aber  fflr  cosi^,  cosB,  cosC  ihre  bekannten  Aus- 
drOcke  durch  die  Seiten  a,  6.  c  des  Dreiecks  ein,  so  erhält  man 
nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

bex*B\nA^=(bw'i-ev)(au'i-bv+cw)-''a(atw-\-bufu+cuv)9 

cat/^8\nB^=(eu  +  aw)(au+bv-t-cu>) — biatnü+bwu-f-eut), 

a(2^sin  C=  (av  +  bu)  (au-i-bt+cto)  —  ciatto-t-btou  +  cuv); 

also,  wenn  man 

22IÄ  a»-f  6»  +  cto,    iA'szavw+bieu  +  cuv 

setzt,  wo  A  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  bezeichnet: 

ibca^8\nA^—(bw+cv)A'--aA\ 
lcaff^B\nB^^(tu+itw)A^bA', 
iaAz^sin  C*=z(av+bu)  A-^cA'. 
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Sotst  man 


au  •  *v  c 


so  trird: 


ibcx^  sin  il«  =  6c JJ"  —  -  «kJ — az/' , 


ca 


ieay*  sin  B*:=caJd''  —  'X^^  —  ^^' ' 

.  ■     .  '       • \  :      •    \  ■  ■■ 

o.b 
labz^Bin  C«  =  abJJ'  —  —  wd—  cJ' ; 

c  •' 


odtr 


•    ■     . ' 


.\ 


labcx^Bin  A^ = abcAA"  —  6ctf  ii — a*^:/', 
ia6c2*  sin  C*  =  abcJJ"  -  abwJ^i^J'. 

r 

Ferner^  findet  man  leicht;  '   (       \ 

\bfmx^  sin  ^ = 2-^4'  t-  aiuA*  +  rir^j/) , 
icaoy*sin  Ä«=:2^-^'-:-6M'  +  toiuO, 
4ii6io2«sin  «!?*=5L/^  ^€?(tt>^^+ ti«/#>. 

%i  %A  2J 

Es  ist  aber    afnA^si^,    8iüÄ=V.«    slnCc»-r, 

iMt  Cu  QO 

also; 


.    =  (av  4-  bti)A—  cA' ; 


ferner: 


<>  •  t    ■  «     .  •  •»  • t  '  I 


md: 


= obeA^f — obwA — t^A' ; 


<i 


?!^«2islj'_aM'  +  w»^,    ?^^==:2J>  — 4(»i^'  +  «rtuO, 


2ir2*^ 


ISO  MiiceitBn. 

oder:  ^\ ,  ' 

t 

Also  ist  offenbar: 

» 

folglich 

welche  Relation  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürfte. 
Nach  dem  Obigen  hat  man  die  Gleichungen: 

also  9    wenn  man  Je  <wel  «Ueaer  iSleichongea  vmtk  einander  sob- 
trahirt: 

'-^^r"(f+i)-Kit|)- 

folglieh y  wie  man  leicht  findet: 

1^  '*^  a*  +"^  Ä« =" 

» 

oder 

:   • 

II«  +  fta  +  ^i  =•> 

was  ebenfalls  eine  hemetkensWerthe  KelatioH  jst. 
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Dureb  Addition  der  drei  obigen  Gleichangen  erhltt  mmx 


J^-\. 


(6«_e«)^+(c«-a«)^  +  (a«-6^~ 


Au«  den  obigen  Gleichungen  folgt  auch 


i<ler 


{&(&«> -fct>) — a(cii  +  ate)lc 

^-  2(.i:«-,«) 


oder 


^_>(^^— g*)to+  c(6o  — aii)>c 

Weil  cto=3^ — «ti— 6r  ist,  so  wird: 

^     2(6«— a«)//— oti(6«  +  c«— a«)  +  6ü(c«+a«-*«) 
^—  2(a:«-jr«) 


also 


(&• — ff*)  zf  --  flftc  (ttcoa  J — oco8^ 


md  folgltcb: 

_  a6c  (tfco8i<  —  rcos  B) 

oder 

^  o6c(»cn0i4-^eooeA) 


(6-a)  (6+ «)  -  (a:— y)  (or  +  y)  • 

Wer  Vergnfigen  an  dergleichen  Dbigeii  6ndet,  keim  leMtelet 
des  Obigen  leicht  mehr  finden;  gelegentlich  von  mir  gefvnden» 
werden  nie  Uer  nur  mitgetbeihi  am  viellticht  gdeg#nflidi  so 
Debangen  für  Schüler  benutzt  zu  werden. 

Ffir  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
les  ist  x=ig9A%,  also  nach  dem  Obigen,  wenn  der  Kürze  wegen 

,     II       ,     e        ^     ts 
Hoc 

8« 
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gesetil  wird: 


6«(i>'  +  w')  - a\w'  +  u')  =0, 
«•(u'  +  c')  -  c«  (r'  +tr')=0; 


oder 


aV  -  6V  +  (a«  ~6«)w'=0, 
(6«-c»)u'  f  6V-c»w'=0, 
oV  —  (c*— a«)©'-.c*w'=0; 

worans  «ogleich  durch   Addition  und  Subtraction: 


also 


erhalten  wird.    Nun  iat  aber 
alao: 

oder: 

Aehnliche  Ausdrücke  kann  man  natOrlich  auch  für  v'  und  u>'  erhalten. 

Ffir  den  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  beschriebeneu  Krei- 
ses  ist  tfst)=te»  also  nach  dem  Obigen: 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

2J=(a-f6  +  c)ii,    2zf' =:(a+ft+c)ii«; 

dso»  wenn  man  diese  «Ausdrücke  in  die  vorstehende  Gleichung 
einführt,    und  aufhebt,    was  sich  aufheben  iässt: 
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** 


a-i-b  +  e  ^  «+6+C 


iras  man  auch  leicht  auf  andere  Art  finden  kann. 

Weitere  Betrachtungeii  fiber  diesen  Gegenstand  fiberlasse  ich 
dem  Leser. 


Sebreiben  de«  Herrn  Dr.   W.  Stamroer,   ordentlichen  Lehrer«   an  der 
ReaUchnle  so  Döiseldorf  an  den  Heransgreber. 

Ich  nehme  mir  die  Freiheit,  Ihnen  hiermit  einige  Bemerknn- 
ffen  KD  übersenden ,  zu  welchen  mich  zwei  Aufsfitze  in  Ihrem  sehr 
eeschStzten  ,,  Archiv  (ur  Mathematik  and  Physik*'  veranlasst  haben. 
Obgleich  ich  mir  weder  einbilde«  dass  auf  dieselben  ein  grosses 
Gewicht  zu  legen  sei,  noch  dass  sie  nicht  auch  Andern  aufge- 
itosseo  seien,  so  dürften  sie  dennoch  Ihrer  Beachtung  nicht  ganz 
DDwerth  erscheinen. 

L  Im  ersten  Hefte  des  24.  Theils  befindet  sich  Seite  112.  ein 
Beweis  für  den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  einer  körperlichen 
Ecke,  welcher  zwar  för  die  meisten  Fälle  ausreicht,  in  manchen 
abernicht  richtig  ist.  Es  ist  nämlich  die  Ungleichheit  ^0'^>ilOi9 
nur  dann  immer  richtig,  wenn  keiner  der  beiden  Winkel  O'AB 
ond  (y BÄ  stumpf  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn 
maQ  die  Ebene  AOß  in  die  Ebene,  in  welcher  O'  liegt,  umge- 
legt denkt  E^  musste  also  erst  bewiesen  werden,  dass  man  in 
jeder  Ecke  die  Linie  00'  so  ziehen  kann,  dass  für  eine  auf  ihr 
senkrechte  Ebene  sämmtliche  Winkel  O'AB,  O^BA  spitze  sind. 
Cod  dieser  Beweis,  der  dann  eine  neue  Bedingung  zur  Construi- 
ning  der  Linie  00'  nach  sich  fuhren  roiisste,  würde  den  Beweis 
des  Herrn  Sturm  sehr  complizirt  machen  und  ihm  das  Verdienst 
der  Einfachheit  rauben. 

Es  fShrte  mich  diese  Bemerkung  zu  einer  geometrischen  Auf- 
gabe, die  mir  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  war,  nämlich:  „Ueber 
einer  gegebenen  Grundlinie  ^J?  ein  Dreieck  zu  construireo,  dessen 
Spitze  auf  einer  gegebenen  Geraden  CD  liegt  und  dessen  Win- 
kel an  der  Spitze  ein  Haximam  sei/'  Zur  Construction  des  Drei- 
ecks bat  man  nur  zu  beachten,  dass  die  Spitze  auf  dem  Umkreise 
des  kleinsten  Kreises  liegen  muss,  der  durch  A  und  B  gelegt 
werden  kann,  d.h.  des  Kreises,  welcher  CD  berührt.  Man  hat 
also  nur  den  Kreis  zu  suchen,  der  durch  A  und  B  geht  und  CD 
berührt,  eine  Aufgabe,  die  so  elegant  Afvtch  die  Lehre  von  deli 
Potenzen  im  Kreise  gelöst  wird. 
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IL  Im  zweiten  Hefte  des  25.  TheiU  S.  VU.  gibt  Herr  Haupt- 
maon  Reyer  an,  das«  man  durch  Versuche  gefunden,  dasa  die 
Anzahl  der  Steilen  der  Periode  des  Dezimalbruchs,    in  den  sich 

der  Bruch   -  verwandeln  lässt,  entweder  »  —  1  oder  ein  Theiler 

von  p — 1  zu  sein  scheine.  Der  Beweis  hierfflr  lässt  sich  streng 
finhren,  und  da  mir  die  beiden  von  Ihnen  in  der  Anmerkung  an- 
geführten Werke  nicht  zur  Hand  sind,  so  dass  Ich  nicht  nach- 
sehen kann,  ob  derselbe  sich  dort  befindet,  so  wage  ich  es,  Ihnen 
meinen  Beweis  mitzutheilen : 

Es  sei  der  periodische  Dezfanalbmch  0,  abc*.,*abct  wo^rdie 
Anzahl  der  Stellen  der  Periode,  in  einen  gewohnlichen  Bmch  zu 


▼erwandeln;   bezeichnet  —  diesen  Bruch,  so  erhält  man  bekannt- 

it 

lieh   -  .  10*  —  (Ac ....  =  —  ;    daher     -  (10*  —  1)  =  abc ....,  oder, 

wenn  wir   —  auf  seine  kleinste  Benennung  bringen,    —  (10*  — I) 

=  abc Nehmen  wir  nur  den  Fall,    wo  p  eine  Primzahl,  so 

folgt  hieraus  die  Congruenz  10*^  1  (modp).  Der  kleinste  Werth 
von  X,  welcher  dieser  Congruenz  genOgt,  erfüllt  auch  die  Bedin- 
gung der  Aufgabe,  denn  er  macht  abc ....  zu  einer  ganzen  Zahl. 
Alle  fibrigen  Werthe  aber  sind  nur  Vielfache  des  kleinsten  IVer- 
thes  (wie  sich  leicht  beweisen  iSsst),  wdrden  also  Perioden  lie- 
fern, welche  die  gefundene  Periode  mehrerenial  enthielten.  Die 
aufgestellte  Congruenz  aber  wird  befriedigt  nur  durch  ^  =/?  —  1 
oder  durch  gewisse,  noch  nfther  zu  bestimmende  Theiler  von  :r. 
Daraus  folgt,  dass  die  Periode  jedenfalls  p — 1  Stellen  ha- 
ben muss,  wenn  10  eine  primitive  Wurzel  zu  p  ist. 
Indem  ich  diesen  Satz  prüfte  durch  Vergleichung  der  im  angeführ- 
ten. Aufsätze  mitgetheilten  Tabelle  über  die  Anzahl  der  Dezimal- 
stellen fflr  p=:3  bis  p=^li9  mit  den  Tafeln  der  primitiven  Wur- 
zeln, die  ich  in  Serret:  Algöbre  sup^rieure  (II.  Cd  it.  p.  340.) 
und  im  45.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  für  Mathem. 
(S.  55.)  besitze,  fand  ich  allerdings  denselben  in  obiger  Form 
vollkommen  bestätigt;  die  Umkehrung,  dass  nfimlich  nur  in  die- 
sem  Falle  die  Periode  p  —  1  Stellen  haben  kannte,  findet  niebt 
allgemein  statt,  nSmIieb  nicht  ftr  p=7,  das  nicht  10  unter  seinen 
primitiven  Wurzeln  haben  kann,  insofern  10>7;  aber  10s3(niod7) 
und  3  ist  primitive  Wurzel.  FCIr  alle  fibrigen  Primzahlen  gilt  aber 
die  Umkehrvng. 

Diesen  Gegenstand  weiter  zu  untersuchen,  ist  mir  augenblick- 
lich nicht  möglich,  da  mich  meine  Berufspflichten  zu  sehr  in  An- 
spruch nehmen ;  doch  hoffe  ich  ihn  bald  wieder  aufnehmen  zu  kSnnen. 


€irkmrdi:  üeäerdeneritenßnideeMeräerD^^reiUMr€€kn.eic.lK 


Zur  Geschichte  des  Streites  über  den  ersten  Entdecker 
der  Differentialrechnung)  nebst  einigen  Bemerkungen 
über  die  Schriflt:  ,,Die  Principien  der  höheren  Ana- 
lyst in  ihrer  Entwickelung  von  Leibniz  bis  auf  La- 
grange, als  ein  historisch -kritischer  Beitrag  zur  Ge- 
scUchte  der  Mathematik  dargestellt  von  Dr«  Hermann 
Weissenborn.    Halle  1856/' 

Von 

Herm  Dr.  C.  J.  Gerhardt 

%u  Berlin. 


Bekanntlich  wurde  der  Streit  über  den  ersten  Entdecker  der 
Diferentialrechnnng  soerat  angeregt  im  Jahre  1699  durch  Fatio 
^e  Dui liier«  einen  Schweizer,  der  seit  dem  Jahre  1691  in  Lon- 
don lebte.  Fatio  war  kein  unbedeutender  Mathematiker,  er  war 
Mitglied  der  Königlichen  Societät  in  London  und  stand  in  Cor- 
rvpondenz  mit  Hugens*).  Aus  seinen  Briefen,  die  er  von  Lon- 
don ans  an  den  letzteren  richtete,  geht  hervor,  dass  dieser  Angriff 
in  Stillen  längst  vorbereitet  war.  Ob  er  die  Billigung  Newton'« 
hatte,  lässt  sich  nicht  ermitteln;  indess  das  geht  mit  Sicherheit 
Utt  Fatio's  Correspondenz  mit  Hugens  hervor,  dass  Newton 
ihm  Eiosicbt   in  seine  Papiere  gestattet  hatte.     Demnach  meinte 


*)FatSo*s  Correopondent  mit  Hngent  fiadet  sieh  in:  Cfa.  Hu- 
gODÜ  nlioran^e  •ecnll  WH  viromm  celebrinm  eKercitatloaes  niAdiv* 
■tticse  et  plilleeophicae ,  cd,  Uyleabroecki  Hag.  Cenu  18tS.  Fase«  II. 

ThtaXXYH.  » 
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Fatio,  dass  Newton  anbestritteD  der  erste  Erfinder  der  neuen 
Analysis  sei»  and  dass  weiter  za  entscheiden  wäre»  was  Leib- 
nis^  als  zweiter  Erfinder»  von  dem  ersten  entlehnt  hStte.  Durch 
diese  unbegrfindeten  Beschuldigungen  mnsste  Leibnis  sich  am 
so  mehr  verletzt  fQhlen,  als  er,  wie  aus  seinem  Briefwechsel  mit 
Wallis  hervorgeht»  im  Vertrauen  auf  die  Gerechtigkeit  sdner 
Sache  and  reinen  Gewissens  willig  die  Herausgabe  seiner  Cor- 
respondenz  mit  Newton  gestattet  hatte»  die  Wallis  zu  veröf- 
fentlichen beabsichtigte.  Da  Fatio  zu  den  Mitgliedern  der  Kö- 
niglichen Societät  in  London  gehurte,  so  nahm  Leibniz  im  ersten 
Augenblicke  an»  es  sei  das»  was  Fatio  gegen  ihn  geschrieben» 
mit  Genehmigung  der  Societät  geschehen»  und  er  forderte  in  sei- 
nen» Im  Jahre  1690  an  Wallis  gerichteten»  noch  ungedrackten 
Briefen  den  letzteren  auf»  seine  Rechte  wahrzunehmen.  Eis 
Schreiben  des  Secretfirs  der  Societät»  Sloane»  belehrte  ihn,  das« 
seine  Annahme  in  Bezug  auf  irgend  welche  Betheiligung  der 
Societät  bei  diesem  Angriff  Fatio 's  unbegründet  sei;  in  Folge 
dessen  berahigte  er  steh  und  die  Sache  kam  in  Vergessenheit. 

Im  Jahre  1706  worden  von  Keill  die  Aagriffe  gegen  Leib- 
niz erneuert;  dass  Leibniz  ein  Plagiarius  sei»  wurde  fast  direkt 
aasgesprochen.     Leibniz  hatte»  da  Wallis  im  Jahre  1703  ge- 
storben war»  in  England  Niemanden»  der  seine  Rechte  wahrneb- 
nen  konnte;  er  beklagte  sich  deshalb  unmittelbar  bei  der  König- 
lichen Societät.    Die  Folge  davon  war»  dass  von  Seiten  der  letzteren 
eine  Commission  ernannt  wurde»  um  die  betreffenden  Papiere  zo 
antersuchen.    Der  Bericht  derselben  erschien  im  Jahre  1712  unter 
dem  Titel:  »»Commercium  epistolicum  D.  JoannisCollins  et 
alioram  de  Analysi  promota»  jussu  Societatis  Regiae  in 
lucem  editum.''    Da  dieser  Bericht»  so  wie  die  Auswahl  der  ihn 
begleitenden  Aktenstücke  lediglich  das  Werk  der  einen  Parthei  war» 
so  konnte  er  unmöglich  als   eine  endgfiltige  Entscheidong  in  der 
Sache  betrachtet  werden;   dies  fühlte  auch  die  Königliche  Socie- 
tät und  sie  erklärte  im  Jahre  1715»    dass  sie  nicht  die  Absiebt 
gehabt  hätte»  fiber  die  Streitfrage  ein  Urtheil  zu  fällen»  es  stehe 
vielmehr  Jedermann  frei»  auf  Grund  der  betreffenden  Aktenstucke 
eine  Meinung  sich  zu  bilden.    Leibniz   starb  gegen  Ende  des 
Jahres  1716;   indess  sein  Tod  versöhnte  die  Leidenschaften  der 
Gegenparthei  nicht.  Da  das  Commercium  epistolicam  nar  in  we- 
nigen Exemplaren  gedruckt  war»   weshalb   aach  gegenwärtig  die 
erste  Ausgabe  von  1712  sehr  selten  ist»  so  wurde  im  Jahre  1722 
eine  neue  Aasgabe  veranstaltet»  vermehrt  mit  einer  Vorrede:   t»Ad 
lectorem''»  undmit  einer  »»Recensio  libri'%  um  den  Leser  auf 
den  rechten  Standpunkt  za  stellen,  von  dem  aae  die  Schrift  sa  beo^ 
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IWm  Mi;  aasserdea  imtefMeböMat  «ich  dioM  awette  Anagaha 
sm  dar  arsten  dsrah  aiaa  Menge  Variaalaii,  die  aänmtlich  tun 
Naehthaile  Leiboizeaa  gamaobt  siod.  Ea  iatia  ganz  neoeatar 
Zeit  fealgeatell^4laa8  die  Vonede:  Ad  lectoren  and  die  Reeen-- 
aio  Kbri  md  Werk  N  e w  t o n ' a  aind»  nnd  ea  iat  fliebr  ala  wabracbain^ 
Kch«  daaa  auch  dieerate  Anagaba  dea  CommereiiiiD  epiatoHcuoB 
«itef  aMailtellMtrer BatbailigungNe wtan'a  veraaateltat  vrurde (a. «.). 

lo  Dentachland  trat  Keiner  auf,  der  nach  dem  Tode  Leib- 
Dizena  aeine  Rechte  zu  vertheidigen  unternahm;  Job.  Ber- 
Boain,  der  ihm  bei  Lebzeiten  getreu  zur  Seite  stände  war  aus^ 
ser  Stande«  da  Leibnizena  Papiere  ihm  nicht  zur  Hand  waren, 
und  er  konnte  dem  Streite  nur  eioe  aolche  Wendung  geben»  dasa 
er  die  Üeberlegenheit  der  Leib ni zischen  Analysis  dea  Englän- 
drni  fühlbar  machte«  insofern  er  Probleme  vorlegte ,  die  sie  nicht 
a  losen  vermochten  *).  Der  eigentliche  Streitpunkt,  ob  L^ib- 
dIz  als  selbststSndiger  Erfinder  zu  betrachten  sei  oder  ob  er  irgend 
etwas  von  Newton  entlehnt  habe,  blieb  unerledigt. 

Eadlieb  naeh  Terlaaf  mea  Jabrhanderta  nntemahm  ea  ein 
fnaaSaiaeliaT  CMabrler,  der  gegenwärtige  Nestor  der  firan2Caiaehen 
Malbeniatik^r  und  Physiker,  J.  ß.  Biot,  in  dem  Leben  Neir* 
teB*s,  das  er  Dir  MiehaadU  „Biographie  universelle"  fe- 
digktey  die  Streitfrage  über  den  ersten  Entdedcer  derDifferentlalreeh* 
mag  Dadi  Aen  bis  dabin  gedruckten  Aktenattleken  einer  nenen  PrOfaog 
n  oaterwerfefi,  and  es  kann  nidit  gelfiugnet  werden ,  der  ffanaö- 
rische  GeMirte  iat  wacker  fSr  den  deutschen  Matbematiker  in 
fe  Sebranken  getreten.  Dureh  eine  scharfe  Analyse  der  Akten- 
itfieke  aeigte  er,  dasa  daraus  niebt  das  Geringste,  waa  gegen 
Leibaiz  spriEebe,  gefolgert  werden  kBnnte;  ausaerdem  aber  be- 
linptete  er  noch,  dass  die  zweite  Ausgabe  dea  Commercidtn 
epistolievm,  and  l^esonders  die  Vonrede :  Ad  lectorem,  sowie 
fe  „Reeensia  libri"  anter  unmittelbarer  Tbeilnahme  Newton'a 
ofa  vi<^melir  van  Ihm  selbst  verfasst  s^ien.  Bald  darauf,  im  Jabre 
1831,  eraeliien  die  Scftrift:  „The  life  of  Sir  Isaac  Newton, 
by  David  Brewster",  in  wekber  die  Streitfrage  ganz  so  ent« 
•ebieden  worde,  wie  ea  von  Selten  der  Herausgeber  dea  „Com« 
Berciam  epiatoiieam''  geaebehen  war;  die  Verdäebtigmigea 
Leibnisena  wurden  darin  wiederholt  mid die BebaaptangenBiot*a 
in  Besag  aof  Newton'«  Betheiligung  an  der  Bedactiaa'dea  €oii^ 
aereinm  epiatolicom  als  unbegründet  zorfickgewieaen.  Indeaa 
Biet,  der  einen  groaaen  Tbeil  aeinea  langen  Lebena  aaf  daa 


*)  Bossnii,  Ge«:bidite  der  Mathematik,  ftbers.'VeeR ei M er.  Hiefia. 

s.asa.c 
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fiCudiam  der  Arheiteo  Newton 's  verwandt  hat,  hat  nicht  gerali^ 
akh  Gewiaaheit  hhisiehtlich  seiner  Behaoptonge»  sn  TersebaCen; 
mit  Hfilfe  der  Herren  Libri,  der  aor  Zeit  in  London  lebt,    und 
de  Morgan,  der  sieh  namentlich  mit  bistoriseh-mathematSschea 
Stadieo  besehäftigt,  ist  es  gelungen,  das,  was  er  behaaptet,  bis 
aur  BTidenz  an  beweisen.    Newton  ist  der  Verfasser  der  Vor- 
rede: Ad  lectore», der  Reeensio  librinnd  der  Varianten  Inder 
swriten  Ansgabe  des  Commerciamepistolicnm;  diese  Thatsache 
bat  Brewster   nach  Einsicht  der  Papiere  Newton's,  die  sieb 
gegen wftrtig  im  Besitze  der  Grafen  von  Portsmoath  befinden, 
in  seinem  grosseren  Werke  über  Newton:  „Memoirs  of  the  life, 
writings,    and    discoveries  of  sir  Isaac  Newton,   Edin- 
burgh 1856.  II.  vol.''  bestätigt  —  Um  Alles  das,  was  im  Aaslande 
Aber  den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  geschehen  ist,  hier  zusam- 
mensosteUen,  bemeri^e  ich  noch  Folgendes.  Unbekannt  mit  den  neue- 
sten Arbeiten  über  Leibniz,  die  in  den  letzten  Jahren  in  Deutsch- 
land   erschienen    sind,     hat   Biet   in    Verbindung    mit    seinem 
Schwiegersohne  Lefort,    Ingenieur  en  chef  des  ponts  et   des 
cbauss^es,  eine  Vergleichung  der  beiden  Ausgaben  des  Commer- 
cium epistolicnm  und  einen  Wiederabdruck  dessslben»  vermehrt 
mit  neuen  Aktenstücken,  die  unterdess  verOifentticht  sind«   vemn- 
staltet.    Das  Werk  ist  in  diesem  Jahre  erschienen.    AUer  Wahr* 
seheinlichkeit  nach   wird   es  in  Deutschland  nicht  sehr   bekannt 
werden.     Der  Verfasser  gegenwärtiger  Zeilen,   der  wältfend  sei* 
n^s  Aufenthaltes  in  Paris  den  Herren  Biet  und  Lefort  verschie* 
dene  Hittheilungen  in  Bezu^  auf  Leibniz  gemacht  hat,  hat  voo 
Seiten  des  fraozilsiscben  Ministeriums  ein  Eaiemplar  zum  Gesebenk 
erhalten;  es  hat  den  Titel:  „Commercium  epistolicum  J.  Col- 
lins  et  aliorum  de  Anaiysi  promota,  ou  Correspondance 
de  J.  Collins  et  d'autres  savants  cälöbres  duXVIl«  siecle 
relative  k  l'Analyse  sup^rieure,  r^imprimöe  sur  l'ädi- 
tion  originale  de  1712  avec  l'indication  des  variantes 
de  r^dition  de  1722,   compl^töe  par   une   collection   de 
piices  justiftcatives  et  de  documents,   et  publice  par 
J.  B.  Btot  et  F.  Lefort,  Paris  1866.    4" 

Indess  alle  die  Aktenstücke,  die  bisher  die  Grundlage  zur 
Rechtfertigung  Leibnizens  bildeten,  waren,  wie  schon  bemerkt, 
aus  den  Händen  seiner  Gegner  hervorgegangen;  der  Plan  Leib- 
nisens,  dem  Commercium  epistolicum  ein  anderes  mit  Hfilfe 
seiner  Manuscripte  entgegenzustelien ,  war  durch  seinen  Tod  ver- 
eitelt worden.  Der  direkte  Beweis,  dass  Leibnia  seibststiadig 
die  Entdeckung  der  höheren  Analysis  gemacht,  fehlte  noch  immer. 
Der  Verfasser  dieser  Zeilen  hat  die  In  der  That  riesige  Arbeit 
nicht  gescheut,  die  mathematischen  Mannscripte  Leibniaens, 
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£«  anf  4er  Kteiglicben  ffibliothek  in  Hannover  in  grtoiter  Voll* 
fündigkeit  and  In  denselben  Zoeftande,  in  welchem  man  sie  na- 
niltelbar  nach  den  Tode  Leibnisene  dabin  brachte»  d.  h.  In 
der  groaeten  Unordnung,  wie  er  eo  oft  erwähnt«  a«fbewi|hrt  wor- 
den» za  ordnen  nnd  einer  genauen  Prfifong  zu  unterwerfen»  un 
sieht  alldn  die  Blaauacripte  heranezofinden',  aus  denen  herTorgeht» 
wieLelbniz  auf  die  höhere  Analyaia  gekommen»  sondern  «uchr 
m  endlich  einmal  eine  Tollstindige  Ausgabe  aller  mathematischen 
Schriften  Leibnizens,  wie  er  es  gewiss  verdient,  zu  Stande.su 
Ungeo.  Die  Untersuchung  der  Leibniziscben  Blanuscripte  ist 
iBwfem  nit  nicht  unbedeutenden  Schwierigkeiten  verknifft»  als 
Leib  alz  die  Gewohnheit  hatte,  jedes  Wort»  das  er  dachte,  auf-^ 
mdkieiben»  wie  es  auch  seine  keineswegs  zur  Veröffentlichung' 
botiaunten  Blanuscripte  beweisen»  die  in  den  letzten  Jahren  an's 
Tageslicht  gesogen  worden»  um  sein  Recht  auf  die  selbststSndige 
Eltdeckung  der  höheren  Analysis  darzuthun.  Dass  demnach  da«. 
ria  Vieles  sich  findet»  was  weggeblieben  sein  würde»  wenn  er 
«ezar  Veröffentlichung  ausgearbeitet  hätte»  liegt  auf  der  Hand; 
ngleieh  bt  aber  auch  ebenso  klar,  dass  bei  einer  Benrtbeiinng 
deiselben  darauf  notbwendig  Kficksicht  genommen  werden  rauss. 
lo  BeiDg  auf  Newton  bat  man  sich»  wie  es  scheint»  wohl  ge*. 
httet,  ein  Gleiches  zu  thun;  es  liegt  zur  Beurtheiinng  der  Ge- 
flcUckts  der  Floxionsrechnung  nur  das  vor»  was  entweder  New- 
les  selbst  yerOffentlieht  oder  was  fast  vollständig  ausgearbeitet 
nd  ZOT  Veröffentlichung  bestimmt  unter  seinen  Papieren  sich 
rei&ad. 

• 

Zunächst  sei  es  erlaubt»  kurz  zu  bemerken»  was  unter  »»Enl- 
deekung  der  höheren  Analysis^'  zu  verstehen  Ist  Ohnstreltig 
S^hrt  demjenigen  die  Ehre  der  Entdeckung»  der  einmal  eine  al^ 
Senem  anwendbare  Bezeichnung  oder  einen  Algorithmus  für  den 
Begriff  des  Stetigen  fand »  um  ihn  in  die  Rechnung  einffihren  ta 
kttDDeo,  und  der  zugleich  zweitens  die  Rechnungsregeln  aufstellte» 
welche  diese  Bezeichnung  Ae9  Begriffs  des  Stetigen  sur  Folge 
kitte.  Was  das  Erstere  betrifft»  so  geht  aus  Leibnizens  Ma-t» 
■nifCTipten  unbestritten  hervor»  und  selbst  eine  Leibntz  nicht 
S^nde  gfinatige  CHtik*)  hat  es  zugestanden,  dass  Leibniz  sei* 
len  Algorithmus»  auf  den  Ja  damal»  Alles  ankaa^i 
darehaus  selbstständig  und  unabhängig  fand«  Hinsicht- 
licb  des  Zweiten»  der  Aufistellung  der  Rechnungsregeln»  hat  die- 
idbe  Critik  nicht  dargethan»  wodurch  Leibniz  in  der  Erfindung 
derselben  gefördert  worden.  Sie  sind  mithin  ebenfalls  sein  Werk» 
^  zwar  bat  er  sie  selbstständig  gefunden.    Woher  hätte  er  sie 


*)Dr.  Weisaeabora,  Die  Priacipiea  der  böberen  Asaljsie,  $.84  ff. 
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avefa  nehmen  sollen?  IoNewten*s  «»Analyels  per  aeqaationes 
nntnera  terminorum  infinitaa'' finden  sieb  dergleichen  nicht  — 
Beistnocbfibrig,  suseben,  was  Lei  bntz  unter  ,,Dlff  er  entlal^'  ver- 
standen hat,  und  in  diesem  Punkte  ist  die  mehrfach  genannte 
Critik  gewaltig  mit  ihm  umgesprungen.  In  das  Etnzelne  elnso- 
gehen»  ist  hier  nicht  der  Ort  und  wGrde  zu  #eit  führen;  es  sei 
nur  bemerkt,  dass  einzelne  Ausdrücke,  die  Leib  nie  gebraocbt, 
dass  er  z.  B.  von  Bewegung  bei  der  Bescbreibnng  ven  Car- 
ven  spricht»  oder  dass  er  sich  des  Ausdruckes  „increm^nta 
mementanea''  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1684  bedient, 
als  ausreicfiend  betrachtet  werden,  um  darzuthun,  dass  Leib  nie 
etwaa  von  Newton's  Schriften  gekannt  oder  von  Newton' 9 
Fluxionsrechnung  gebSrt  habe.  Indess  nirgends  wird  direkt  ge- 
zeigt, wie  dies  möglich  gewesen.  Kurz,  Leibnizens  Schwan- 
ken in  Bezug  auf  die  Auffassung  eines  Differentials  vom  Jahre  1664 
ab  wird  als  genügend  angesehen,  dahin  eine  Entscheidung  zu 
fUlen,  „dass  sowohl  die  Möglichkeit,  als  auch  ein  gewisser  Grad 
von  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  sei,  Leibniz  sei  hei  der 
Aasbildung  seiner  Methode  durch  die  Kenntniss  von  New- 
ton*s  Pluzionsrechnung,  mochte  er  sie  durch  Tschirnhatis, 
aus  Newton's  Briefen  oder  sonst  woher,  denn  der  MSgliebkel' 
ten  bleiben  ja  ausserdem  viele,  kennen  gelernt  haben,  nnterstlHsf 
worden.**  Was  heisst  das:  Ausbildung  seiner  Methode? 
Leibniz  hatte  seine  Methode  im  Jahre  1684  fertig  ausgebildet 
und  hrs  dahin  wusste  Niemand  etwas  von  FInxionsrechnung.  Als 
Curiosam  mag  noch  angeffihrt  werden,  dass  Beweisstellen  lHlers 
ans  Buffon's  Vorrede  zu  seiner  Cebersetzung  von  New  ton *s 
„Methedus  fluzionum"  beigebrachtwerden,  obwohl  in  dner Note 
S«  106.  gesagt  wird,  dass  diese  Vorrede  den  Charakter  der  Lei* 
denschaflriichkeit  und  Gehässigkeit  in  hohem  Grade  an  sich  ti€gt  *). 
Femer  wird  in  Bezug  auf  Barrow's  Tangentenmethode  erwähnt» 
»»es  machte  wenigstens  wahrscheinlich  sein»  dass  die 
darin' entwickelte  Methode  des  Cnendlichkleinen  nicht  ohne  Ein* 
fluSs  attf  Leibnizens  Theorie  gewesen**  (S.70.)»  woran  sich  dann 
weiter  der  Schluss  reiht  (S. 71.):  »»es  daher  weht  gerechtfer- 
tigt erscheinen»  wenn  wir  sagen»  dass  sich  bei  Barrow  die 
Keime  sowohl  der  Flnxionsrechmmg,  als  der  Leibni zischen 
Dffferenfialrecfanung  finden;  letztere  freilich  anentwickelter  als  die 


*)  Mon  tue  la  nennt  sie  eine  „Pr^face  coriense^' und  Boten  t  «pricht 
darüber  folgenderroaseen :  En  1740,  Bnffon  le  tradiiisit  en  fran9ai«, 
et  mit  k  la  t^te  une  pr^face  oü  Leibnitz  est  rabaltf^  aTec  hn  exccs, 
an  ton  d^clsif,  qni  ponrraient  en  impoeef  a  qnelqaea  lectenra,  ai  ta 
eritique  te  r^ftitait  d*elle-m^tte  par  lea  errenre  tfenf  eile  fonmllle. 
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dci  cntM  Methode, "  Dabei  wird  aber  das ,  was  in  der  »,  Ent« 
dedaag  der  buberea  Analysia'*  S.  48.  von  Seiten  Leibnizena 
baigekacbt  worden  iat,   mit  keiner  Silbe  erwähnt. 

Im  Interesse  der  Wahrheit  sei  schliesslich  verstattet,  noch 
EiDiges  SU  erwähnen.  Hr.  Dr.  W.  entwickelt  S.  26.  seiner  oben 
genanoten  Schrift  die  Grundbegriffe  der  Flaxionsrechnung.  Hier- 
bei macht  er  ein  doppeltes  Versehen,  einmal  dass  er  sagt,  New- 
Ud  habe  die  Zeitdauer  =0  gesetzt ,  und  zweitens  dass  er  in 
dwNote  erwähnt,  ich  hätte  die  Incremente  von  x  und  y  =0 
guetit  Das  doppelte  Versehen  besteht  darin,  dass  Hr.  Dr.  W. 
deo Bachstaben  o  für  Null  ansieht.  Newton  hat  nirgends  die  Zeit 
=0 gesetzt,  sondern  sie  stets  als  onitas  betrachtet.  Hr.  Dr.  ViT. 
cstvickeit  femer  den  Begriff  eines  Moments  nach  der  bekannten 
dyttmischen  Formel  i  =  c/;  dies  stimmt  aber  durchaus  nicht  mit 
des,  was  Newton  selbst  darüber  sagt,  und  daher  denn  auch  die 
Widerspräche  zwischen  Newton  md  Hrn.  Dr.  W..  Newton  nennt 
gni  Mslach  das  Increment  f&r  die  Zeiteinheit  „Moment'*  und  be- 
uiehoet  es  durch  den  BschsUbeii  o,  daher  denn  auch  der  Aus- 
dnick  „increroentnm  roomentaneum'%  und  da  die  Incremente 
deDGescbwiocygkeiten  proportional,  so  können  an  die  Stelle  der  In- 
crmente  die  Floxiooen  gesetzt  werden.  Die  Ansicht,  dass  die 
Flmioiisrechniing  eine  phoronomische  Grundlage  habe,  ist  demnach 
oibegrflndet ;  es  ist  lediglich  der  seit  Archimedes  in  der  6eo- 
■etrie  gebraachte  Begriff  der  Bewegung,  dessen  Newton  sich 
bier  bedient. 

Inder  „Entdeckung  der  huheren  Analysis"  S.38.  habe 
id^gesagt,  dass  die  Methode  des  GregoriusaS.  Viocentio  auf 
Bewegung  beruht.  Dies  wird  von  Hrn.  Dr.  W.  zurückgewiesen, 
and  derselbe  behauptet,  dass  der  Grundzug  der  Methode  des 
GregoriusMultiplication  wäre.  Das  Werk  des  Gregorius:  ,|Opus 
geometricum  quadraturae  circuli  et  sectionum  coni"  ist 
av  gegenwärtig  nicht  zur  Hand ;  ich  sehe  mich  deshalb  genOtbigt» 
aofdasiarfickzugeben,  was  Kästner  in  seiner  „Geschichte  der 
Mathematik.  Bd.  3.  S.  221.  ff.«'  davon  erwähnt.  Der  alte  Herr  hat 
mar  als  Mathematiker  zur  Zeit  keine  grosse  Autorität  mehr,  indess  er 
leferirt  in  seiner  curiosen  Weise«  Geschichte  der  Mathematik .  zq 
schreiben,  nach  meiner  Erfahrung  genau.  Da  heisst  es  denn  wort- 
TichS.  232:  Siebentes  Buch.  Man  stelle  sich  ein  Rechteck  vor« 
dessen  Breite  =6,  Länge  =c;  an  einer  geraden  Linie  =c  sei 
«ne  wiUkübrlicbe  ebene  Figur  beschrieben;  deren  Ebene  werde 
iothrecht  auf  des  Rechteclces  seine  gesetzt,  dass  ihre  Gränze  =c 
Mf  des  Rechteckes  Länge  passt,  und  nun  so  sich  selbst  paral- 
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lel  fortgeflibrt,  so  beschrdbt  0ie  einen  KOrper,  dessen  Grandfl&che 
das  Rechteck  ist  Und  auf  S.  235.:  Neanter  Abschnitt  (des  sie- 
benten Bachs).  Praxis  bvJQS  libri»  de  planoram  in  se  dncta  sea 
mnltiplicatione. 


XTIII. 

Zur  Logarithmenbereclmimg. 

Von 

Herrn  Taegeri^ 
Lehrer  am  Gymnatiam  so  Cöelio. 


Die  iogarithmische  Reihe 

/(l±«)  =  db(«  +  ^  +  y  +  ....)-l(««+Y  + J+  ••)» 

wo  a:<If  gestattet  eine  leichte  Berechnung«  wenn  filr  x  ein  mög- 
lichst kleiner  Decimalbroch  gesetzt  wird ;  ist  der  Zähler  desselben 
kleiner  als  100»  ao  findet  man  die  Potenzen  desselben  bis  zur 
neunten  und  theilweise  noch  weiter  schon  ausgerechnet  im  zwei- 
ten Bande  der  Vega* sehen  Tafeln  (2te  Ausgabe,  die  mir  gerade 
▼erliegt,  Seite  140.  und  8. 150—153.);  um  die  Glieder  der  obigen 
Reihe  zu  finden ,  bedarf  es  demnach  nur  der  leichten  Division 
durch  die  Zahlen  2»  3,  4,  u.  s.  w.  Die  Reihen,  welche  gewobn- 
lich  als  zur  Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen  der  ersten 
Primzahlen  dienlich  angegeben  werden,  z.B. 


'^=*G+05+6:3"»+ •••) 


oder 
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(11  1  \      1         1  1 

?+0*+0*+--7  +  l7  +  37l7i+67I7*+ •  •'' 

sdMbeo  mir  nicht  recht  geeigDCt,  da  die  BerechnuDg  der  einzel 
neu  Glieder  oder  eine«  Aggregates  derselbeo  Divisionen  mit  gros 
seien  Zahlen  verlangt ,  wodurch  die  Rechonng  erschwert  wird 
Es  scheint  zweckm&ssig,  aach  f&r  die  Logarithmen  dieser  Zah 
leo  Reihen  ansngeben,   in  denen  x  ein  kleiner  Decimalbruch  ist 

Begnfigt  man  sich  damit,  die  Logarithmen  bis  auf  ihre  7te 
oder  lOte  Decimalstelle  sa  berechnen»  so  kSnnte  man  folgende 
Gleicbingen  mit  Vortheil  gebrauchen: 

»-««=<ro)=-(w+3nüi+6:W+--) 

=«l+iö5)=+(lQ4  +  OÖS  +  Ogi5+0 

1/5^     _ÖM_       6"  \ 

l(W-3nO=/(l+ 1^=  +  (^,  +  3^,  +  g^^ 

1 /24«     _244^        24«  \ 

""  2  \W  +  2. 10»  +  5710"^'--/ 

Ans  diesen  erhSit  man,  wenn  man  die  Reihen  zur  Rechten  snm- 
mirt,  Ansdrficke  tat  die  Logarithmen  von  2,  3,  5;  die  beiden  ersten 
Reiben  sind  auch  schon  im  Kl flgel' sehen  WOrlerbncbe  zu  die- 
•em  Behnfe  in  Vorschlag  gebracht  worden.  Dieselben,  so  wie 
die  dritte,  convergiren  jedoch  nicht  sehr  stark,  und  sind  also  wohl 
10  einer  weiter  gehenden  Berechnung  der  Logarithmen  nicht  sehr 
n  empfehlen.  Geeigneter  w&re  vielleicht  folgendes  System  von 
Gleichungen : 

l  ^=0,99;    IL  "'^'^^=0,99968;    DL  ^^^=0,994; 
IV.  1^=1^;    V.^=fli997öj    VI.  ?:5^5?=l.O0Oll; 

„  3».7. 11. 13.37   ^„„.^^   _  7.11.13_1.001    _,  2*^13.^". 
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Drfickt  man  diese  Gleichuagen  loKarithütecb  ans  und  entwickel 
die  Logarithmeo  der  Zahlen  zut  Rechteo  mit  Hfilfe  der  logaritl| 
mischen  Reihe,  indem: 

I 

Ist,  lOat  man  ftraer  die  II  Glekhungen  nach  den  Logarithm^ 
der  zur  Linken  stehenden  11  Primzahlen  als  unbekannten  Gr5^ 
80n  auf^  80  erb&lt  man: 

ß=-lß/a)+«(II)— M(Ill)+22/aV)-22/(V)-22/(VI)+V/(VII 
+  V/(VUI)  +  17/(IX)— S/(X)-12/(XI), 

atod  leicht  findet  man: 

-1«(I)  =  +  0,1608063736  »f  im    =-0,00128020^ 

-  «(IIl)  =+0,0240722803  -22i(VI)  =-0.0024198»^ 

+  22<iy)  =+0.1534685022  +  V/(VII)  = -0,0068011 

— 22/(V)  =  +  0,0650688648  +  17/aX)  = -0,000017 


+  \iUy  Ul) =  +  0,3000400096  -  «(X)    =-0.01 

-  12KXI)  = + 0.0192163764  —  0,01961« 

+  0,71-26654159 

-0.0195182364 


A=+ 0,6931471805 


Ferner  ergiebt  «ich: 
»=:H7ß+/a)-«(II)+/(IlI)-«IV)+/(V)+/(VIH(Vll)-4/(lX)+i/(X)| 

wenius  nO,  nnd  wenn  man  brigg'ache  Logaritbmen  zo  bereif 
nen  hat,  der  Modnlos  dieses  Systems  hergeleitet  wird ;  ferner  is 

/7=f5lffi:iMü!2_tß+flO;  R=\m-mnvm^^-^^ 

4 

m=:l(i)+2n0-9ß;  n3i3/(Xl)-O+4n0-8öj  n.ft  w.     ! 
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Die  10  Anwendung  kommenden  Reiben  convergiren  eehM»  reehf 
gut,  und  man  kOnnte  beqa#m  mit  HiMfe  derselben  die  Logaritb* 
nee  bis  auf  etwa  30  Decimalstelleo  berechnen.  Docb  hat  man 
nch  bekanntlich  damit  noch  nicht  begnQgt  und  die  Logarithmen 
bis  rar  60sten  Decimalstelle  und  darüber  berechnet.  In  diesem 
Falle  scheint  es  wOnschenswerth »  noch  stärker  convergireode 
Reilien  so  besitzen,  ond  die  folgende  CombiasUon  von  Gleicbon» 
Seo,  die  io  manchen  Beziebuogen  vor  der  vorigen  ond  ähnlichen 
des  Vorsog  verdient,  scheint  diesen  Anfordernngen  so  genOgen. 
Ei  ist: 

3».7.23>=:1(H~19;  3.5.23.29=:1(H+5;  3.5.11s.]9.29=10«V65; 

folgt: 


Ferner  ist: 


3*. 6. 13.19  =  10*^35, 
7.11.13=10*+!; 


dies  gidit 


7.11.(10« +  36) 
*>    "-  3«.5.(1Ö»  +  1)  • 
Femer : 

2».7.19.47=slO»+16;    6«.23.37.47=10«-76;    3».37  =  10»-1; 

3».7.»«=  W-I9, 

wonnw  folgt: 

.r.    ,„^  S«.(lO»-l)<iO*  +  lg)  V  10»- 19 
'  2».V^3«.7»(lO«-75) 

Ferner: 

2».3».17.19.43s=10«  +  8;    3.5«.31.43  =  10«-25; 

2».3«.7.31=10«-64;    2*.3.7«.17=l0*-4. 

Dies  giebt 

'    ** — 2W.3«.  (10*-  26)  (10*-4)  * 
Endücb  M: 

*  • 

3.11.167. 193=10<-67;    3*. 19.101. 193  =  10^-91; 
3>.11.101s  10*^1  {    9*.13:i57al0*+9;    7.11.13a  10>-fl. 
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Die»  gidk. 

f^^  10       n^(Ky-gi)(io»^^9) 

,       ^^    '^  =  t(l««-«7)(ld*+l)(Mh-l)' 
Ana  1)  QDd  2)  folgt: 

5  35 

ans  1)  nnd  3): 

aus  2)  and  4): 

4  35 '  25 

2».  11  ""  T"  8  ÖT""  ^' 

«08  2)  und  6): 

Endlich  Ist: 

3«.6».7.ia7=10«  +  ia5;    2.31.1*7«=  I0«- 2; 

2».3«.7.3I=10«— 64, 
wotaofl  folgt; 

3«.  7«       ('  +  iffl)*(^-i^ 

^ — i^=wr~°° 

Am  diesen  fünf  Glelcbniigcn  folgt: 

-      jproDtn^E*»     ,„       2«>».C»».D».£»      «        8**.J!« 

2=— cisr^i— 5  »"= gs ;  3*=?arrrD'' 

,     3.8»».Ä     „     3«.Ö« 
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Driekt  man  diese  Gleiehimgen  logaritbiuledi  aus,  eo  ergeben 
sich,  wenn  man  lA  a.  s.  vr.*naeh  den  obigen  Anedrficlcen  mit 
Hülfe  der  logaritbroischen  Reibe  berechnet ,  die  Logarithmen  der 
ersten  fünf  Primzahlen.  Berechnet  man  dieaelben  bia  zur  Waten 
Decimalatelle»  ao  wird  man  bei  Iceiner  der  obigen  Reihen  nuthig 
baben,  mehr  als  bSdiatena  21  Glieder  zu  aummiren;  meist  wird 
die  Suromation  bia  znm  16ten  Gliede  genfigen.  Einige  der  Reihen 
stimmen  in  ihren  Gliedern  ganz  oder  tbeilwelae  fiberein ,  wodurch 
die  Rechnang  natiirlich  nicht  wenig  erleichtert  wird.  Auf  daa 
leichteate  ergiebt  aich: 

-ffi2ü«=+0>27l7804625  +270/^1 =-0.0646247101 

-U2/C  =  +  0,4253364016  + 183//>=  -  0,0186726168 

+ miE  ==  +  0,0793286433  --0,0832972269 

-f  0,7764444074 

—0,0832972269 


B= +0,6931471805. 


Sind  die  Logarithmen  der  ersten  fünf  Primzahlen  berechnet,  ao 
erfaUt  man  mit  Hülfe  der  schon  snmmirten  Reihen  die  Logarith» 
der  folgenden  Primzahlen  aus  den  Gleichungen: 


p-'y+l.     17- lOLll.    10      '0'+3S.  4/10>-l9. 

10*-f-S       ^.     10«-64      ^     10»-1 
"3.5.23'    ^*~-2».3».7'    ^~     8»     ' 

feiner: 

o-i0'~25.   ..10»+ 16.   ,o,_io^i.   „^.iTiös^ä. 

^-jTprsr'  '*^-257rT5'  '''*-^riT'  i27=\  -^-^, 

i57_10M;9.   iQa_  io«-ey 

"'— ITTJ^'     **^'*- 3. 11.157 

Aber  nicht  aUein  flir  diese,  aondern  anch  tSr  die  meisten  ao* 
deren  Primzahlen  bis  1000  lassen  sich  Gleichungen  aufstellen,  aus 
denen  aich  die  Logarithmen  derselben  yermittelst  Reihen  ent- 
.wickeln  lassen,  die  sich  ähnlicher  Vortheile  erfreuen,  wie  die 
obigen,  wie  man  aus  Folgendi^m  ersieht.  Manche  der  neuen 
Reihen  atimmen  in  ihren  Gliedern  unter  einander  oder  mit  den 
torhergehenden  ganz  oder  theilweise  fiberein.  Man  wird  femer 
ersehen,  dass  man  die  Werthe  von  A9  B  u.a.  w.  auch  noch  an- 
deca  hfttle  w&hlen  kOnnen,  und  vielleicht  entdeckt  ein  gefibterer 


1^  Tmtgert:   Im  UgarttämiMterteämiiiit. 


Rtdmv  aaiicbe  vefttflühaftcre  CmaktMliM  wm  BeieclMwig  der 
LogaritbmcB  von  2,  3.  5  n.  s.  w.  — '  E«  ist: 

»  17  aw-in»  0  miH  5?JI-.^-«»  «=«Ü±I1  jÄ^]!2!Lti 

».l7.9B7=10»-9  mid  -ggy-«^^.  «W^OTI^?'  ^^äOP' 
„        MF-ig         .,         10»-91  .,     10*+4  ,         ... 

4 
wie  leicht  ((l-f  iQi)  <><»  «<<■>   b«!den  Aggregaten  der  Rdbe  f3r 

10«+27  10*^—22 

73-7^103'      '»  =  2-:3n7r-rä'     2».3.83.261  =  10«-I6. 

215        1,004 

3.83  ~  0.996* 
Ferner  ist: 

inr-'^-*    io9-J5^±^     113-^^+*    131=12^*2 

*'"-3.6.7.89*  *"*-i».47.61'    "'-OTöÖ'   "'*=  7.109' 

^^-~12~'      '*"—  2.3.11.109  ~  "PTSä^'    **'—     11. M  ' 

151=  Jy^-^,     I63s=^5^f^,      2«.3.ie7.499*=10«-4, 

I67.3_10»  +  2     ,^_10«-6     ,-o_I0H78     i«i  _!?!+» 
lyÖ'-lO»— 2'    '^*— 2.17«'    *^*'~  37.15r'    "*~6«.I3.17' 

loi— _!0!±2L    1.^  -  w-as    ,»»_io«-25 

*"'— *>.7.11.17'    ^'^ -^1^747'    **"--3.ö».67* 

211-lOHMU     ^      l(H-68      227-??^'^     ^^._10«-77 
^"-2.3.79*    ^-5riF59*    ^'"-'   2«.ll    '    **"— 17.131* 

^=ä.  11. 17.449«    ^=1097'  ^=5>n5r^'  239=2  jijg, 
„„     10»+ 15     «.,,.«-,-«,        iy+23       a_      10»-27 

2«=-öV'  «1  •««>'•«•  389=3nri9:4i'  2w=-7ggr' 

^''-^fXüB'  ■**"  177809  •   ^*— 2«.3.31'  ^^-^TiT' 

-^     M»^3     _..     10»+36     ^     iy^296    ^_  10» +  21 
^="Tpr'   ^*-  2».8»  •   f^-OTTlÖl'   '*"— U.MLa3.7f 
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__HH+©    ,„_  iy~106     »,,_10H»  w_wizH? 

'"^-  S.163  '    *"— 2.3.28.233* '*"^3«.5.7r'**'":ä7I03' 
^.     iy-49     ,_     lOf  +  89     ^-_l0»-64    _..     I0«-I15 

''^-OSTW'   ^''"PTl"'   ^^--WW  '*'=OTm' 
^^     10»-101_  MF  H- 137      ~,o_10M-174     ^_  10«  +  75 

**-     4te     ~3.7.W;7l*  ***'--X77iW'   **'—  öTTÖP 
^^-^rm'   ^-iTT.n'   ^^-^TSfT' 

lOH:»  10«+ 163         .     10«-»»     433_10HM 

•"'-3.5.J63'    ***'- 7.11.31  '    *^*—  5*,l9   '    *"— 3.7.11' 

^_10»+42  10«- 149      .«._10»+83     ...     10«-91 

'^-HTM'  **^=~srm~'  ^^-~377r'  ^^^"^nir' 

^_10»+8    .fl^_10»-62_iy-129    ,^_10«4^1g2_10»^128 
•"—  2». 3»  '  **'~  2.107  ~7«.  19.23'  *'*'~2«.3«.29~^X^' 

10» +298  10« +  167     KF— 294 

**'"  2.13.79  '    ***"   3.7.97  ~ 2. 17.699' 


10^-36  iy-186      ■.,,10^  +  74  10«-24 

'""--pXTr'   *"— 2.11.19.4?'  *^*=2A7.467'  *''^='5rw 

,,._10»+88  10<'-84    ,,,        10» -76  I(F+6 

*'~  6.37    '  °*'-2«.457  '  *"-^.3.7.ll.29.e7'  ^''^STSOff?' 

» 

aa     iy+176     -,,__  10^-77       •    _iy-13   ^    10«+248 


iy-241  10H33 

'**'— 8.7.11.73'    '*^—    167 


j.,    10»+64  10»+ 215  10»-81  10»-46 

**'=^XM'  ^-WTT:^'  ^'=?X13'  •*3*=-5r3»^ 

g„_  iy+3ä  iy+42    ^„    10»-4S     „,    10»+93 

'^^-2».ä.7.8a'  ^-äiäi93i'**^oi:3i5ö'**=T7ir* 

,--_  MF +10?     «n-12!=Zi     «H.  _  10'-89  „,    iy+162 

•^-^nos?'  •'^^^Tisn"'  •^^^äTj;?!»  **H^swiB* 
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W-m  10»-31_      I0«-|-196        „^    ia»~42 

'"^—yX^lT*    ^^-    3.47   -2«. 3. 7.11.131'  ^**=i.lft7.363' 

ly-iis    ^    iy-414  -^  iy+148        io»+78 

^-"-OTrisi'  ^""-oosq'  ^'"^^.w.iW'  ^^^t:^^' 

10«-S95       -g.     iy-76  »fi.    10«-46   -»a='®'-* 
^'** - 3>.5.I1.2e9'    "*^  —  ^^. U '  ^^'-äT^:^'  ™*=  ^13"' 


___W  +  301      .^     10»— Sl     .^_    10»- IIS 
"*—  17.761   '    ^'"~     12f?~'    "^—3.5.233.350' 

^„_10»-37     ^,      10»-22      _--     10« -56    ._,    10«-257 

'*"— "^pOSÖ  •   '"*"5.3.^29'   ""-~3rS~'  '''"^"Oß"' 

10^-602      Kw,_l0M:»    ^^10«+ 602    »5-    lOHll? 
'*"— 2.37.163'    °*'-  2».  149  '  '^^^—i^filSJS}'  *'~"5:^"* 

SKQ     'O'-»^     o^o_  10»+ 125  10»-22    „,      10«-65 

*®=  2».3.9*  '   *^-3«.5*.l03'  ^=?XBr'  **=  6.42?' 

^     iy-25      ^      10»-507 
****~3.5«.15r    '"'-11.37.277' 

_lVj-^     „„      10»— 441      „,^      10»  - 128  _  10^-371 
^"'- 3«.B«.7«'    ""-11.17.587'    ""-     ä».lt    —   3».4Ö3  * 

10^-244  iy-436  10«-658   ^,10»+32 

"^— 2«.3«.2W    "*'-  2».23,29'  '^*— 2.3».59'  '"'~-2»3.1l' 

*"-  3.5.7  '    ^'-2.11-47'    ^'^-     103    ''^"-5.23.89' 

^,_10«-289  10»-81      1009_1.009 

*'*—    3».113  '    *"*~"    1009    '     991—0,991' 

Cngefthr  drei  Ti«rtel  von  der  Ansabl  dieser  Gleichungen  er- 
geben logarithmische  Reihen,  in  denen  x  kleiner  als  100  ist»  aber 
auch  die  aus  den  Qbrigen  hervorgehenden  sind  nicht  allsuscbwer 
zn  snmmiren.  Mit  HBife  einer  grösseren  Factorentafel,  als  mir  za 
Gebote  stand,  Hessen  sich  auch  wobi  noch  vortheilhaflere  Giei- 
cbangen  finden.  Nach  meiner  Ansicht  scheint  man  sich  der  obl- 
gen  oder  ftbnlicher  bei  Berechnung  eines  iogarithmiscbeo  Systaas 
mit  Vortheil  bedienen  zu  kSnnen;  es  ist  mir  unbekannt,  ob  es 
iii  solchem  Umfange  bereits  geschehen  ist,  und  diese  Onkenntniss 
mSge  die  Mittbeiinng  obiger  Kleinigkeiten  entschuldigen  '*).    Aach 

*)  Nachdem  mir  nachtrigliASh er w ine  M atkemstical  Table« 
von  1T49  n  Geeichte  gekommen,    habe  Ich   auf  Seife  SB  et  «eq.  die 
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für  manche  der  folgenden  Primzahlen  lassen  aich  ähnliche  Glei- 
chan^D  aufstellen«  z.  B.  1667 =tf  y.  ^|  u.  8.w.«  die  einer  weite- 
res Mittbeiiong  nicht  bedflrfen,  da  sie  sich  leicht  finden  lassen 
(die  obige  Znsamraensteliung  bat  allein  den  Zweck,  den  Gang  der 
ReehDaag  sa  zeigen).  Folgt  man  äbrigens  bei  der  Logarithmen- 
Berechoang  der  gewShn liehen  Methode,  so  gestaltet  sich  die  Rech- 
Dnog  immer  leichter,  je  weiter  man  in  der  Reibe  der  Primzahlen 
fortschreitet,   namentlich  wenn  man  folgende  Reihe  benutzt: 


/(j:  +  8)  =  2/(ar  +  7)  — /(jr  +  5)  —  /(x  +  3) 
+  2i:x  — /(:r — 3)  - /(j: — 5)  +  2/(ar  -  7)  — /(a: — 8) 

^^«•— 98x*  +  2401««  -  7200^  \x^  -  9&r*+2401«*-7200^  +*  •♦' 


welche'  man  in  dem  Programme  des  k.  k.  Gymnasiums  in  Marburg 
Tom  Jahre  1863,  geschrieben  toiu  Herrn  Prof.  J.  E.  Streinz» 
findet;  Ist  x  grosser  als  1000,  so  braucht  man  nur  die  ersten 
bdden  Glieder  der  Reihe  zu  summiren,  um  den  Logarithmus  fast 
bu  zur  70iBten  Decimalstelle  genau  zu  finden ;  freilich  kostet  die 
Berechnung  der  beiden  Glieder  einige  Mdbe.  Welche  Methode 
Torznziehen  sei,  würde  die  Praxis  zu  entscheiden  haben;  eine 
wie  Imhte  Rechnung  die  obige  oft  gewährt,  möge  noch  folgendes 
Beispiel  zeigen.    Es  bt: 

«ö+«+no7--eß-7«=+ij^+5-j^,+^-jg5g+....i 

ffl       e*        6^ 

woraus  sich  augenblicklich  ergiebt: 


GnmdiQge dieser  Methode ,  aU  von  Wallis  herrührend,  roitgetbeiit  ge- 
lisdiB,  auch  sind  daselbst  einige  der  oben  gebrauchten  Gleichungen  in 
Aiveadottg  gebracht.  Die  Methode  wird  dem  Berechner  eines  logarith- 
^•chen  Sjstemes  als  sehr  sweckmässig,  wenigstens  in  manchen  Fällen, 
cttpfeblen,  die  weitere  Aosführung  und  Anwendung  auf  die  Logarithmen 
i«r  einselnen  Primzahlen  bleibt  ihm  äberlassen.  Die  daselbst  gegebenen 
^•tisai  Terdienten  auch  wohl  in  den  neueren  Schriften  logarithnnotech- 
«ädien  lohaltes  etatn  Platz, 

TKeU  XXyn.  10 
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Nnr  um  sfrei  Einheiten  der  lehEfeo  Decimalstelle  ist  dies  Resul- 
tat von  dem  W  oif  ramm  sehen  verechieden.  Mit  Hälfe  der  GrSsse 
—  (A-\-\B)  findet  man  nun  noch,  wie  auch  in  allen  ftonstigeii 
Fällen,  einen  Eweiten  Logarithmus. 
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lieber  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  auf 
der  Oberfläche  eines  dorch  Umdrehung  einer  Ellipse 
um  ihre  kleine  Axe  entstandenen  Sphäroids. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung  ThI.  XVI.  Nr.  II.  habe  ich  eine  Reihe  merk- 
würdiger Sätze  von  auf  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Itotations- 
Spfaäroids  und  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegenden ,  durch 
lozodromlsche  Linien  gebildeten  Dreiecken  bewiesen,  und  unter 
Begchränkang  auf  die  Kugelfläche  auch  von  dem  Flächeninhalte 
solcher  Dreiecke  gehandelt,  was  mich  gleichfalls  zu  mehreren 
Rdationen  und  Gleichungen  gefuhrt  hat»  die  ich  für  sehr  merk- 
trtjrdig  xn  halten  geneigt  bin.  Rücksichtlich  des  Flächeninhalts 
loxodromischer  Dreiecke  auf  der  Oberfläche  eines  elliptiscben 
Rotations -Sphäroids  9  mit  der  kleinen  Axe  der  erzeugenden  Ellipse 
ali  Drehungsaze,  ist  am  Schlüsse  der  genannten  Abhandlung  auf 
eine  späterhin  im  Archiv  zu  veröffentlichende  Arbeit  verwiesen 
worden,  ein  Versprechen,  welchem  ich  bis  jetzt  noch  nicht  nach- 
gekommen bin.  Ich  werde  aber  nun  dieses  Versprechen  um  so 
fieber  erfüllen,  weil  so  eben  in  Paris  bei  Herrn  Mallet- Bach  euer 
eine  mit  Anwendungen  auf  die  Navigation  versebene  Uebersetzung 
meiner  im  Jahre  1849  erschienenen  „Loxodromischen  Trigo- 
nometrie" gedruckt  wird,  die  einen  der  ausgezeichnetsten  Pro- 
fesseurs d'Hydrographie  in  Frankreich,  Herrn  Paul  Terquem 
m  Dünkirchen,  den  Sohn  des  allen  Lesern  des  Archivs  be- 
kannten, uro  die  Wissenschaft  und  den  Unterricht  in  derselben  so 
Whverdienten  Herausgebers  der  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
tk^matiques,  Herrn  Olry  Terqoem  in  Paris,  zum  Verfasser 
Ut   So  viel  ieh  weiss,    beabsichtigte  Herr  P.  Terquem  ancb 


144  Grunert:    Veber  den  Fldehenink.  ioxodram,  Dreiecke  auf  der 

die  Sätze  Qber  den  FlächeniDbalt  loxodromischer  Dreiecke  aof 
der  Kngel  in  seine  Uebersetznng,  welcher  er  durch  die  belgefög- 
ten  ADwendangeD  auf  die  Navigation  jedenfalls  einen  gans  beson- 
deren selbstständigen  wissenschaftlichen  und  praktischen  Werth 
verleihen  wird,  aufzunehmen,  was  mich  zu  der  Hoffnung  berech- 
tigt, dass  die  folgenden  allgemeineren  Untersuchungen  Ober  den 
Flächeninhalt  loxodromischer  Dreiecke  für  ihn  und  andere  Leser 
des  Archivs  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  werden,  wenn  auch 
die  durch  diese  Untersuchungen  gewonnenen  Resultate  sich,  wie 
es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  nicht  derselben  Einfachheit  und 
Eleganz  erfreuen,  wie  die  fiir  den  besonderen  Fall  der  Kugel 
geltenden  Sätze,  und  sich  schon  deshalb  weniger  zur  Aufnahme 
in  die  von  Herrn  P.  Terqnem  zu  meiner  grossen  Freude  im  In- 
teresse der  Wissenschaft  und  der  Praxis  unternommene 
tung  meiner  Schrift  geeignet  haben  worden. 


I. 

Wenn  wir  die  grosse  und  kleine  Halbaxe  der  erzeugenden 
Ellipse,  die  kleine  Axe  als  Drehungs-  und  zugleich  als  Axe  der 
X  angenommen,  wie  gewöhnlich  durch  a  und  6  bezeichnen«  und 
der  Kürze  wegen 

6* 


k^  = 


a*^b^ 


setzen,  so  ist  der  Flächeninhalt  einer  vom  Aequator  an  gerech- 
neten, der  aus  dem  Mittelpunkte  als  Anfang  genommenen  Ab- 
scisse  X  entsprechenden  Zone  Z  der  Oberfläche  des  entstandenen 
elliptischen  Sphäroids  bekanntlich  in  der  Formel 

ausgedrückt*).  Bezeichnet  nun  B  die  Breite  des  die  Zone  Z 
begränzenden  Parallelkreises,  nämlich  den  Neigungswinkel  der 
diesem  Parallelkreise  entsprechenden  Normale  gegen  die  Ebene 
des  Aequators,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ellipse 


a^x 


♦•°8*=6V 


und  folglich,  weil 


*)  M.  s.  m.  B.  meinen  „Leitfaden  für  den  erfftea  UalerrichC 
in  der  höheren  AnRiysfi.    Leipzig.  1838.    9.  915.*' 
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(f)'+(l)'=»' "'-«*=?  ^^"^^ 

iit: 


vonos  aogieicb 


Ä*sinÄ« 


®  a»(l s — smiP) 


«a 


•der,  irenD  der  KSrze  wegen  wie  gewuhnlich 


e«= 


a« 


fewtit  wird, 

6«  810^ 


ar«  = 


a«(l-e«fiiDÄ*) 


folgt   Führt  man  den  bieraas  sich  ergebenden  Werth  von  x  in 
deo  obigen  Ausdruck  von  Z  ein  und  bemerkt  dabei,    dass 

ist,  80  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  ffir  die  Zooe  Z  den 
folgeoden  Ansdruck: 

rl  — €*8mÄ*     2e  1 — esm^t 

Den  Flächeninhalt  der  halben  Oberfläche  des  Sphäroids  erhält 
nu  hieraus«    wenn  man  B=^W^  setzt,   nämlich: 


-lrb+i'}^:l- 


BeBsichnen  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  der,  der  Breite  B  ent« 
spKcbenden  Calotte  durch  K,  und  bemerken,  dass  im  Vorher- 
gehenden B  stillschweigend  als  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
so  ist,  wenn  wir  im  Folgeoden  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen»  jenachdem  die  Calotte  kleiner  oder  grosser  als  die  halbe 
Oberfläche  des  Sphäroids  ist,  offenbar 

^'"*^ 1 1— «•bIdä«+ 2«'l--eaiDÄ  j  • 
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also,    wie  leic\t  erbellet, 

^..1       sm{±B)  \    \-\-es\u{±B)\ 

folglich,  wenn  man  jetzt»  wie  gewöhnlich,  die  Breite  ß  fSr  die 
n(Srdliche  Bälfle  des  Ellipeoids,  welches  wir  von  jetzt  an  immer 
als  die  Erde  betrachten  wollen,  positiv,  für  die  südliche  USlfte 
negativ  nimmt,  in  völliger  Allgemeinheit: 

^,  t       sing         .  I  ,1  +  eBinBl 

—  **    jl  — c«8lnÄ«+2e'l— «BinBi' 

woraus  nach  einigen  leichten  Verwandlungen 

„_    ^,)(l-Bing)(l-t-c««ing)  .   1  ,il+e)(l-0»inB)i 
«■-«o  \    (l-.«ja)(l— ««sinÄ«)    ^2«'(l-«)(l-f-e«iafi)( 

oder 

„_   .,  }  2ain(480-ig)»(l  +  c*wng)        1  ,(l+e)(l-e8lnB)  l 
<        (1— e«)(l-««einÄ«)        "^  2e'(l- «)(!+•  sioÄ)  1 

erhalten  wird. 

IL 

Auf  der  Oberfläche  der  Erde  denken  wir  nns  jetzt  ein  Drei- 
eck, dessen  eine  Spitze  im  Nordpole  liegt  nnd  das  von  zwei  Me- 
ridianbogen und  der,  deren  Endpunkte  verbindenden  loxodromiscben 
Linie  begränzt  wird.  Den  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  bezeich- 
nen wir  durch  S,  Sind  nun  a>  und  c5  die  Länge  und  Breite  des 
Endpunkts  (in  dem  Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher 
die  Längen  gezählt  werden)  der  dad  in  Rede  stehende  Dreieck 
zum  Theil  begränsenden  iozodromlscheo  Linie,  so  erhellet  mit- 
telst einer  einfachen  Betrachtung  nach  L,  und  mit  Rucksicht  daraaf, 
dass  nach  meiner  „Loxodromiscben  Trigonometrie.  S.  15.'' 
der  Krümmungshalbmesser  fiir  die  Breite  o 

—  (1  —  c*  Sin  (i)*)-l  =  —71 m  .    ~«vi 

a^  *         a(l — e'smö*)! 

und,  wie  leicht  aus  I.  geschlossen  wird,  der  Halbmesser  des  der- 
selben Breite  entsprechenden  Parallelkrei$es 


aco«S  

ist,  sehr  leicht,  dass  lo  völliger  AllgemeiDheity  mit  desto  grös- 
serer Genaalgkeit,  je  näher  z/o  und  Jt^  der  Null  kommen : 

„_  (  (1 -sin 5) (Hessin 5)       I    (1  +  e)(l— esincS)  )    ^ 

j;>-     IIP6    «  (1  — ««)(1— e«sinö«)''"2«*(l— e)(l  +  e8iDÖ)I '2» 

VI  — eSsioö*         a(l— c*8inö*)8 
oder 

Jö-    40    }  (l-e«)(l-eVniö«)^2u*(l-«)(l+esioö)l^" 

ft*C08Ö^©^5 

""2(1  — c«  sin  ö«)«' 
oder 


^-.     .A^{(^-g'P5)(l  +  6«8in5)      1    (1 + 6)  (1 -esin  5)  izftt 
ö""    *^   I  (1 -€«)(! -^€«810 5«)  +2«  (1— c)(l+esiDÖ)M5 


(^^coso 


2(1  — e«  sin  ö«)« 


ist  LSsst  man  nnn  z/S,  und  also  auch  das  davon  abhängende  ^co, 
sich  der  Null  nähern ,  und  geht  in  vorstehender  Gleichung  zu  den 
Gräoxen  über,  so  erhält  man  die  folgende  völlig  genaue  Gleichung : 

8S     ,-,  1(1— 8in5)(l4-g»8in5)       1    (l-he)(l^gsin5)}  do» 
8ö^«*^l  (1  — e«)(l— e«sinö«)  "*■  2€*(l-e)(l  +  esinö)  I  SS 


oder 


^o      ,.^t(l-sin5)(H-e«8in5)  .    1  ,(1  f 6)(l-gsino)U 
^^-*^   I  (l~e«)(l-t»siBÖ*)   +2s*(I^e)(l+esliiö)»'^~' 

also»  weil  nach  meiner   y^Loxodromischen  Trigonom<rtrie. 
S.  28.'S  wenn  B  den  Curs  bezeichnet. 


(l~e«)tange85 
^*"  — cos  0(1-6«  sUTö') 


ist: 
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(I— 8in5)(H-e*8ip5) 
cos  ö  (1  —  e*8in  ö*)* 

"*"  2€  cos  5  (1  —  c«siD  ö«)  *  (1  -  e)  (1  +  e  sin  ö) 
welches  Diflferential  wir  nun  zu  integriren  versuchen  inüsseo. 


m. 

Setzen  wir  zu  dem  Ende  ti=:sino,  also  8tf=co8Cddo,  so  ist 

95 bu      ^     bu 

cosö       cos 5*  "~  1 — tt*' 

und  folglich  nach  II. ,    wie  man  sogleich  übersieht: 

(l  +  e%)8ti 
(l+tt)(l— e*ii*)« 

■  (l~c«)8ii  (H-e)(l^tt) 

■•'  2e  (1  -  tt«)  (1  -  eV)  *  (1—e)  (l+e«) 


oder 


j  (l+tt)(l— ««li«)«^  2e    *l-c(l—t^)(l— eH«*)  ) 


85=i6>tang6 

/  1 — g* 8» 1 — eu 

+    2c    '(1— tt«)(l— c«u«)*l  +  ctt 

so  dass  es  also  nur  anf  die  Entwickelung  der  drei  Integrale 

/(l+e«tt)8tf  p  du 


J    (l-tt«)  (1-6^)4  + 


ankommt. 


Wir  wollen  uns  zuerst  mit  dem  Integrale 

/hu 
(l-tt«)(l-cV)* 

welches  die  leichteste  Entwickeluog  gestattet,  beschäftigen. 
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ist,  80  giebt  die  Zerlegung  in  Partialbrfiche  nach  den  bekannten 
Metboden : 

1 L_|      1  j.J_+_* f—i 


« «+  - 

«  « 


oder 


0 

ibo 


-„«)(l_ci,i«)  — 2(1— e«)  I  r=ii  +  l+a'"l—«i"")+ei«r 


/8m    


"2(1-«^  ijl^u^j  l^u~^J  l-^eu^^J  l+eu\* 

also  nacb  einer  allgemein  bekannten  Elementar -Formel  der  Inte- 
gralredinaiig: 

/Su L_i,L±!f  .    iL=:£!fi 
(1— ti«)(l— e«tt«)— 2(l-€«)^*l-ii  +  **l  +  6ii'' 

Dm  ferner  das  Integral 

/(l~f-6%<)8tt 
(I  +  ii)(l->u«)« 

neotwi^eln»  aetien  wir 


^(l«  +  I)(l«— -)«(!»+  ^)« 

Qod  erhalten  nun  dorcb  Zerlegung  In  FEirtlalbrflcbe  nacb  den  ge* 
wohnlicben  Metboden: 

l  +  ehi 


(l+ii)(l— A««)« 


-  (l-e«)(l+ii)  +  4(1-««)»  +  2(l+e)(l-«u)  ""4(1+555 


2a-e)  (!  +  ««)' 
iho 
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(l+t«){l-€2„«y 


du 


1         /*  8tt        e    P      du  e  P    dt 

=  l-eV   l  +  u  +  ij   (i^eu)^  +  W+7)J  T= 

e    r a« e  P    du 

also  nach  allgemein  bekaonteD  lotegralformeln : 

/(l+e%<)3g 
(l  +  «)(l-eV)« 

— '(!+«)   .         1  1(1 -c«)  .  _   l   _     l(H-gM) 

~   1— e«   +  4(1— et»)""  2(l+e)  "''4(1 +"e«)~'2(l  — e> 

oder 

/(H-e«a)8M 
(H-«)(l-e«««)" 

1  ,1(1+«)     (l-e)l(l-eu)  +  (l  +  e)l(H-eu) 

-2(1— «•«•)+  1-e»  2(1— e«) 

oder  anch 

/(l  +  c«a)8it 
(l+tt)(l-e«««)* 

_  1  .   1(1 4-  a)      l.(l-g«)*-«(l  +  ett)*4^« 

—  2(l-c«u«)  "•■    1— c«  2(1—««) 


oder  auch 


/0.-\-eht)Bu 
(1  d-  tt)  (l-e«u«)« 


=  SIT-i"««)  ■*"  2(1— e«) '  I  (1 — «»)*-* (1 + ««)*+• '  ' 


oder  anch,  wie  maa  Uicfat  ßndet: 


/(l+e«M)8tt 
(l+«)(l-e'^ 


—  2(1— «««'>)■*'  1—e*  2(l-e«) 


eu 


.tri-n«       ,1+1»  .    ,1- 
2(1— <!»«»)■*■       1  — e"      "*■       2(1— e«)~ 
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1— «I 

eu 


Wenden  wir  ans  jetzt  endlich  zvl  dem  Integrale 

du    l-  eu 

(1— «a)(l— e«tf«)M  ^^eu' 

I«  ist  nach  dem  Obigen  offenbar : 

J      I— e«i        ^     o^      \^eu 

Alleenein  ist  aber,   wie  man  sich  sogleich  durch  Differentiation 

a»erMogt:  ^ 

«b4  ferner 


^^ch,  wenn  man  dies  mit* dem*  Vorkergeheadea  sneasnoMoniuiiiii: 
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=5  U(l +«i)P+|  {1(1-««)  !• -eUI  +  ««).1(1-««) 
Endlich  ist 

oDd  folglich  nach  dem  Oblgeo: 


oder 


(i-i<^(i-<v5'r+«i~2(i-<^  j5i-'i+«»J  +lf  i-««*r 

Bemerken  mag  man  noch,  dasa,  wie  man  durch  UifferentiatioD 
sidi  leicht  flberaengt, 

ist,  so  dasa  man  also  auch  daa  letztere  Integral  in  den  obigeo 
Aoadmck  von 


J  (i-tt>)(i-€V)4+ 


1-m 

eil 


elnAhren  kSnote. 

Weil  der  absointe  Weitb  von  eu  kleioer  als  die  Eioheit  Ut, 
80  kann  man 

setaen,  und  «rbllt  alao  die  folgende  Formel: 


I— ( 


iro  die  io   dieser  Formel   Doeb  vorkommenden  Integrale   mittelst 
der  Formel 

■d  der  RadaetioiMfonnel 

1—««  ~      2«'*^J     I— K« 
k(fMhn«t  vrefden  kSnnen,  wodurch  man  erhllt: 


/ 
/ 
/ 


iVT-^, 


1— t^""      2       4 

1^3«  *■     ««     «•    ,./-= = 


n.  s«  w. 
Hieraas  erglebt  sich  nach  gehöriger  Snbstitation : 

/■"■ 


I 


*"*■*"  a»=  a*iv^F=l? 


1— •<■ 


+}«»(y+>VT:^) 

+ 

=    2(«+4««+l«»+j«»  +  ....)lVl— I? 

+ 
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also  nach  einer  bekannten  Formel: 


1 


i+«'a«=   ,i±i.,vT:r^. 


+  4««a*(l+4««) 

+ 

oder,    wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

+j««i««(l  +  4««+iii»+4ti«) 


setzen : 


1— «y 


^3«  =  «!4f»VT=^+*5(«). 


Bezeichnen  wir  nun  durch  B^  Bf  die  Breiten  der  Entlpunkte 
der  das  Dreieck  S  tbeilweise  begränzenden  loxodromischen  Lioie, 
und  setzen  der  Kärze  wegen 

l^-ii*         1  +  tt  1 — eu 

<PW-     2(j_^a)+       I— ß»      +         2(1—«*)    ~ 

+  21  j^ .  1 V I  — ««  +  2«^(ii) 


80  ist 


£=:  46'tang  e{  «(sin  B,)—  «(«n  ^  }• 
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Ohoe  nns  bei  der  wdtofen  Entwiekehmg  dieser  Formel  auf- 
rahalleD»  wollen  wir  jetzt  sogleich  dasselbe  too  drei  loxodronii* 
sehen  Linieo  auf  dem  Ellipsoid  begrlUizte  Dreieck  A^A^A^  betracb* 
ten,  dessen  Flächeninhalt  für  den  Fall  der  Kugel  wir  in  der 
Abhandlong  Tbl.  XVI.  Nr.  II.  S.  32.  durch  F  bezeichnet  haben. 
Dann  ist,  wenn  wir  alle  in  jener  Abhandlung  gebrauchten  Zeichen 
aack  JBtwt  beibehalten,  auf  ganz  ähnliche  Wei^e  wie  dort  entweder 

F=:  i*«tangei{<D(sinÄ«)-a>(8inÄl>)} 
— 4Ä*tang  ©o  I  <»(«n  A) — <I>(ein  Ä,)  J 
— i*»tang  «j  t  «(sin  Äj)— <»(«i«>  i?o)  I 

=     4»»tong«ol<I>{8loÄ,)— 4>(8lnÄa)l 
+  i*>tang  d,  t  «(sin  B^)—  (»(sin  Br)  \ 
+  i*«toDg  »8  { 0(s\  n  Bo) — «(sin  By)\ 
oder 

F  =  i»«tÄng  «o  I  «(sin  Äa)«—  «(sin  Ä, )  1 
+  ;ft«tang  ©al  «(sin  Bi)— «(sin  B^)] 

-  4*«  tang  e,  t  a>(gin  Ä.) — «(«n  b;,)  I 

=— 4**tang»al  «(aln  A)— «(sinÄ^l 
— i»«  tang  ©,  I  «(«in  »j)~  «(em  B^)  \ 
—  l*«tong«,{  «(suiB;,)  ^  »(sin^)); 

M  dass  man  also  allgemein 

'  - 

F  =  4*«tang  «ol  «*{»iti  B^)-^  ^sinÄ»)) 
+  W«  tang  e,  { <P(sin  Ä^)  —  (P  (sin  Ä^j)  I 
+  i*«tangea{  (I>(sinÄo)— a>(sin  Äi)| 

setzen  kann,  wenn  man  nor,  was  von  jetzt  an  festgesetzt  wer- 
den soll,  immer  bloss  den  absointen  Werth  der  Grosse  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  dieser  Grieichung  und  In 
allen  im  Folgenden  ans  derselben  abgeleiteten  Gleichungen  setzt 

Was  nun  zuerst  den  in  der  Function  tf(ii)  vorkommenden  Theil 

,1+1«  ,    ,1—«« 
1— u  ■     1  +  e« 
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batrift,  so  geht  aus  demselben,  wene  onn  die  erforderiiebea  Sub- 
stttationen  vornimmt,  dalMi  alMr  der  KOrze  wegen  alle  conatenten 
Faetoren  w^llast,  der  folgende  Theil  von  F  hervor: 


I 


A  ..(l+»u>.Bi)(l-8in^,)       ^  (1  +  » ein B^)  (1 — g «in B^ 
""B*'«"(l_ginSj)(l+8lnB,)  ""*  (1— «sioÄi)  Q.  +  csin  B^ 

...„.«  ..(H-»iniB,)a-eiogo)      ^  (l+gainl?J(l— gaingo). 
■h  ung Ol  ( «(i_8i„jj^  (1+einÄo)  ~"     (1— ealn  B^  (l  +  «sin  Bo) ' 

(H-sinl^)(l-^io2^)       ..(l  +  «sinio)(l— <r»ing.). 
+  nng  w, 1 1 (i^gj„^^(|.|^i,£^)  ~  *•  (1 — #sin Äo)  (1 + «  ««« «i) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

«».„„«  ,,tang(480-|-tg.)  (l+gsinfl,)(l-g8ing^ 

z  lang  Wo  "  tang  (450+  \B^~^  (l  —«sin  Ä,)  (1  -fesin^^ ' 

J.9».-.«  „^"8(45°+ 4g«)      ,  .(l+esing^q-gsingo) 
+  ^*"8*'»"tMg(45<>  +  4»o)~**'(l-«inÄ,)(l+«sinÄo)' 

j. 9t.„.#»  ,  1  tang(46Mi4go)     .^ (l-|-gsingo)(l-gsing^) 
+  ^*""8^''tang(46o+4g^-'«'(l-«sinlJ;,)(l+e8inÄi) '' 

und  nach  Tbl.  XVI.  S.  26.  verscbwiodet  also  dieser  Theil  tod  F, 
worans  sich  ergiebt,  dass  es,  mit  Rücksicht  auf  die  Bestimmung 
▼on  F  verstattet  ist. 


li/JE^ 

stt  setten«     Setst  mao  f&r  «  seinen  Werth  sino,  so  bringt  man 
GrSsse  leicht  auf  die  folgende  Form: 

-iW/.-v  I  .1     1        .l,l+«i, 

•^••««>=    2(l-i^sis5^+lrr?+2?'r=:7!'^^^ 

1(1— g*sin5*)  1— gsing^^ 

"^      2(1— «•)      ■•■*'  1  +  esioS' 

+  lepsin  5* 

-h  iVe^sin  S*  (1  + 1  «io  cS>) 

+ 1*4  «^sln  o*(l  4-  ^  sin  S«  -f  i  sin  5^ 

•f  iVe«  sin  o*  (1  -f  i  sin  «5*  -f-  i  sin  15«  -f  i  sin  S«) 

+ , 


Oterßä€k$  eAi.  durch  Umär.  einer  Ett^weett^  enMmuL  SpkOroids.  HS? 

■ittebt  wdchsr  Foimel  man  allfe  midiem  4»big«ii'A«bdnicke  vmi 

F  TorkonmeiMieD  GrSsseo  berecboeo  kann. 

'    iy         ,  .      ,«1      « 

Bekfilt  man  das  Gliad 

Tolbtindig  bei  «nd  yernaditisalgt*  in  attoo  fibrigen  Gtied^rri  sftmmt- 
liebe  GfScsen,  weiche  in  Bezug  aef  e  von  der  vierten  oder  einer 
kttrai  Ordnong  eind,  so  erlrilil  mant 

■d  nach  dem  Oiiigen  ist  folglich: 

itang  Bo  (sin  Bg^—sinB^^) 
-f  lang  Ol  (sin  V—slii  V) 
+  lang  ©ji  (sin  V — sln^j«) 


oder 


b^h^T^Ji>^''^*'-^& 


F=:i6* 


+•-««^•^1] 


tang  eoSln(J9i  +  iy2)sln(^i  —  Ä«) 

+  {e»  i  +tang«,sli(^+.^)fltaCi^— Ä<^) 

+  tange«sin(JB;>  4- i^i)sin(i7^— i^) 

Für  e=:0  iat  es 6,  vnd  ^eil 
et^  so  ist  öffenliar  2  der  Werth  von 


1 1        1 


,il     •  '.t\  ".i-f^s.  1    .'. 
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fb^esfeO;   folglicb  uil  Or  «s=0»  d.  b*  fir  die  Ksgeh 


cos  Äo  . 
I» 


was  gSDz   mit  dem  in  der  attgef&brten  Abhandlong   gefandeDeii 
Resaltate  fibereinstimmt. 

Noch  GvSesen  sa  iperOeksiohligeD»  welebe  e  io  eiiief  die  xvreitii 
übeffstetgendeo  Potens  snthalteBf  alse  etwa  nur  erst  Ciiieder  vot 
der  secbsten  nnd  jeder  höheren  Ordbiang  zu  ▼ernaehUarigen  ,  ha 
nach  dem  Obigen  nicht  die  mindeste  Scbwieriglieit,  and  die  Ent 
wictcelung  der  betrefonden  Formeln  icann  daher  gasx  dem  Liesei 
ülierlassen  werden. 


Einige  Sätze  über  sphärische  Dreiecke. 


▼on 


Herrn  E.  Essen,  « 

iehrer  der  Maibemailfc  and  Pbytili  %m  GynaNwiom  in  Stargmrd. 


■  ll>  ■  #1»*      ♦   •■«! 


Vor  einiger  Zeit  habe  ich  mh  erlaubt ,  dem  fierrn  Profeacio 
Grnnert  einen  Beweis  der  Ganssischen  Formeln  zu  übersen 
den.  Der  Beiweis  entstand,  als  Ich  mich  mit  Betrachtongen  voi 
allerdings  sehr  elementarer  Natnr  über  das  sphärische  Drelec| 
beschäftigte  y  und  ich  habe  daraus  die  Ueberzengnog  gewontieo 
dass  die  sphärische  Trigonometrie  f&r  den  Lernenden  wesentiicl 
erleichtert  werden  wfirde»  wenn  sie  durch  mannigfache  Uehung^i 
In  Constmctionen  aof  der  KngalflSche  eingeleitet  wOrde«     In    fg^ 


t  ■ 
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genwSrtiger  Abbandlang  werde  ich  nun  vereucben,  einen  Ueittee 
Beitrag  zn  einer  solcben  Vorscbule  der  sphärischen  Trigonome- 
trie  zu  liefern,  wobei  ich  allerdings. vorausschicken  muss,  dass 
ich  fast  laater  Alltägliches  und  längst  Bekanntes  bringen  werde; 
ich  eigne  mir  nur  das  Verdienst,  wenn  hier  von  Verdienst  die 
Rede  sein  kann,  eines  Nachweises  der  Nützlichkeit  dieser  Sätze  zn. 

Wenn  sich  drei  grilsste  Kreise  auf  der  KugeMikhe  sdneideHi 
60  eotsteben  im  Ganzen  acht  Dreiecke ;  diese  Dreiecke  verdienen 
in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  aufgefasat  und  benannt  za  wer- 
den. Ich  mochte  dazn  die  Benennungen  Scheiteldreieck,  Neben- 
Mcck,  Gegcndieieek  vorschlagen  Gegend reiecke  ^nrdeo  din^ 
lij^seitt»  deren  Ecken  paarweise  i»  halbe  KffeisJiiMtn  entÜMt 
M,  Nebeodrelebke  haben  -  «Ine /geneinaame  Seite,  ein  Paar 
|(lfidier  Winkel,  während  sich  die  andern  Seitee  2»  halben  Kreitf« 
Uen  ergänzen.  Scheiteldceiecke  haben  ein  Paar  gleicher  Winkel^ 
die  Scheitelwinkel  von  einander  sind,  und  ein  Paar  gleicher  8el^ 
teo,  während  sich  wiederum ,.  wie  vorhin,  die  andi^nSta^n  «Ad  Wkir 
kd paarweise  zu  zwei  Rechten,  bezuglich  halben  Kreislinien,  ergänzen. 

Den  Bogen  etnea  grusst^a  Kreises,  welcher  den  P«l  «idea^ 
Kagelkrcises  mit  der-  Peripherie  desi»elben  vei4>iiideftf  fcanti  nai^ 
fiiglidi  men  sphärischen  lladios  nennen.  .  . 

Gehen  zwei  Ku^lkrelse  durch'  einen  Punkt  Ihrer  sphärischen 
Ceotralet  so  werden  steh  dieselben/  sei  es  von  Innen  oder  vott 
tsaseo  berihren.  Hieraus  folgt»  dass  ein  Ideincr  Kngelkreis  von 
eioeiQ  grussten  Kreise  berührt  wird,  wenn  letzterer  senkreeM 
dorcb  den  Endpunkt  eines  sphärischen  Radius  geht;  denn  alsdann 
G«g(  der  Pol  des  grussten  Kreises  auf  dem  sphärischen  Radios 
tauglich  dessen  Verlätigerung. 

Die  Aufgaben ,  um  und  hi  ein  sphärisches  Dreieck  einen  Kreis 
18  beschreiben,  werden  eben  so  gelost,  wie  beim  geradlinigen 
Dreieck.  Sind  a,  6,  e  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und 
^,  ß,  y  die  von  den  "BeräbrnngspiMcteh  des  eingescKrteb^nen 
Kreises  gebildeten  Abschnitte,  so  hat  man,  wennr  der  AbsehÄttIf 
a  aa  der  Ecke  A  liegt: 

6  +  c  — fl 

«-    2    ' 

ebenso 

a  +  8*—  c 
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and  dabei-  •  . 

hmA  (/ 9  ß' ,  /die  voo  deo  Radien  des  unibeschriebenen  Krei« 
mit  den  Seiten  desselben  gebildeten  Winkel,  so  hat  man,  we 
«f  ao^der  Seite  a  liegt: 

«'« — =-5 ^    a.  8.  f. 

Diese  Formel  giebt^  wenn  der  Pol  dea  Kreiaesi  anaaerbalb  d 
Drei'^obs  liegt,  für  af  einen  negatitreo  Werthi  Bemerkenswei 
ist  der  Umstand  >  daas  der  Pol  des  einem  sphflriachen  Dreie 
einbeschri^benen  Kreises  zusunmenftllt  mit  dem  Pol  desjeoig 
Kreises,  Welcher  dem  Poiardreieck  nmsdbr leben  ist;  denn  d 
HaihiniDgsIlDien  der  Winkel  des  einen  Dreiecks  geben  senkrec 
dorch  4ie  SKtteo  der  Seiten  des  andern. 

'  FSlIt'  man  vom  Durchschnitt  der  drei  Linien,  welche  die  Wj 
M  eines  sphärischen  Dreiecks  haHMren,  ein  Lotb  auf  eine  Sei 
dasaelben,  so  ist  der  Winkel,  den  dieses  Loth  mit  einer  der  H^ 
birungslinien  bildet,  das  Supplement  des  von  den  beiden  andej 
Halbjrungslinlen  gebildeten  Winkels.  Diese  Eigenschaften  habi 
die  sphärischen  Dreiecke  mit  den  ebenen  gemein. , 

'  Die  Eoletzt  erwSfante  Eigenschaft  glebt  einen  selir  leicbti 
Beweia'  flir  die  Formel 


Sin 

sin  Q-  =  %  / r-r — -. 


■  ■  »  I 

enn  man.  hat,    wenn  in  TaLV,  Fig.  1.  D  der  Durchschnitt  d( 
Halbirungslmien  der  Winkel  und  i)E  ein  Loth  auf  BC  ist : 

sin  c :  sin  BD  =  sin  ADB :  sin  »  » 

sin  6 :  sin  CD  =:  sin  ADC:  sin  -^  - 

Hieraus  folgt,  wegen  der  Gleichungen 

^ADB  +  ä^EDC^lSlfi, 


'  I 
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.  J^      BinBD.fäB  BDE. a\n  GD. Bin  CDE 


81D 


2  amb.amc 

Nun  aber  igt: 


BmBD.Bm  BDE  =  ciin  Bt  =  sin  (j^-^^\» 

«0  CD .  sin  tDE  =  sin  CE  =  sin  j^*'"*'*'^^) , . 
woni»  sich  sogleich  die  obige  Formel  ergiebt. 

'  '      '        • 

Vertauscht  man  Dreieclc  ABC  mit  seinem  Nebendreieck  an 
AB,  80  kommt: 


008 -2r  = 


.   ^a  +  b±c\,   /--«  +  6  +  c\ 


sin 


2         m/  sin  6.  sine 


Hieraus  l&sst  sich  leicht  die  bekannte  Formel 

cosascosö.cosc^-sinö.sinc.cosil 

ableHea. 

..     .    •  '  •  • 

Weitere  ]l?ormdln  erge|l)en  sich  bekanotlicb, .  v^eno  mnn  mn^ 
Polardreieck  übergeht.  Wie  diese  Eigepschaften  aum  Bewoeisie 
der  Ganssischen  Formeln  benutzt  werden  können,  habe  ich  schon 
ftiker  gezeigt 

Weiter  lässt  sich  dann  folgender  Satz  beweisen: 

Mehrere  Oreieck^e.niit  gemeinsi^mer  GnindKoie  b^b^ff.gl^^An 
Wiokelsumme,  wenn  ihre  Spbeiteldreiecke  einem  usA  deniselbeu 
Kreise  einbeschrieben  sind.    (Taf.  V.  Fig.  2.)  ,  .  ^ 

Es  sei  J'B'C  das  ScheMeldreieek  des  Dreiecks  ABC,  D  der 
P*l  des  einbeschriebenen  Kreises;  alsdann  ist 

jL  DEfA  = ö = rt— : 

So  lange  als6  der  Punkt  jD  und  mit  tbm  der  Winkel  DB'A'.  un- 
mSoderKcfa  bleibt,  ist  die^ibkelsumme  Ä\B\C  cotostant* 
Der  Winkel  DB'jfi  ist  übrigens  das^Cdmpli^ment  des  sphftrischep' 
Etcesses  im  Ordecke  ABC.  < 

•       < 

■  # 

Hieraus  geht  hervor^  dass  der  geometrische  Ort  der  Spitzen 
amtlicher  Dreiecke ,  welche  gemeinsame  Grundlinie  und  gleichen 
lakait  haben,  ein  Kugelkreis  ist,  der  den  eSmmtlichea  Scheitel- 
<l»iecfc«B  «■Mchriebsa  lelr 
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Dies  ist  der  Salz  ron  Lezelt,  Aer  den  Herr  Frofeeeor  Stei- 
ner, wie  icb  aas  einer  ADinerlcoag  in  Crelle's  Uebersetzang  von 
fjegendre's  Eiementen  ersehe,  geaebrieben  bat  Leider  Ist  es 
mir  bei  dem  Mangel  an  literariscben  Ufiifsmitteln  nicbt  yergunnt 
gewesen,  4«  betreffende  Abhaodlvng  eiaznsebeii. 

Liegt  der  Pol  des  nmbescbriebenen  Kreises  auf  einer  Seite, 
so  ist  die  ^amme  der  beiden  anliegenden  Winkel  dem  dritten 
Winkel  gleich.  Alsdann  ist  auch  in  jedem  der  beiden  Scheitel- 
dreiecke,  welche  an  die  kleineren  Winkel  stossen,  ein  Winkel 
gleich  der  Summe  der  beiden  andern. 

Es  sei  (Taf.  V.  Flg.  3.)  im  Dreieck  JBC 
Alsdann  bat  man: 

Snbstitairt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung,  so  kommt 

Jetzt  ist  es  auch  leicht,  die  beiden  Sätze,  welche  in  Le^eo- 
dr<e's  Elementen  mit  einem  ziemlichen  Aufwände  von  Schlfissen 
bewiesen  werden,  darzuthun,   nämlich: 

1)  Das  grusste  unter  allen  sphärischen  Dreiecken  mit  gemaio* 
samer  Grundlinie  und  gleichem  Umfange  ist  das  gleichschenklige. 

Es  sei  ABC  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (Taf.  V.  Fig. 4.), 
ABC  ein  ungteiehseitiges,  beide  von  gleichem  umfange.  Macht 
man  CF^AC  und  verbindet  C  mit  C  und  F,  so  ist  leicht  nach- 
zuweisen : 

C'F^C'B, 

mithin 

^FCC'>^C!CB 

Demnach  Mit  die  Halbirangslinie  CE  des  Winkels  BCF  zwischen 
CC  nn4  CF.  Nun  steht  die  Halbirangslinie  CE  senkrecht  Axi 
der  Balbirungslinie  CG'  des  Winkels  A'CB\  weiche  ein  sphä- 
rischer Radius  des  um  A'B'C  beschriebenen  Kreises  ist,  nod  W 
also  eine  Tangente  desselben.  Also  liegt  C  ausserludb  diesei 
Kreises  und  es  ist  daher 

.  .  .'  ^ABC'<^ABC. 

•    S>  Ontor  allen  Dreiei&kea  mit  zwei  beslimmtett  und  ehisr  Qo* 
bestimmten  Seite  ist  dasjenige  das  grOsste,  in  wekdmm  ftm  Wfv- 
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M,  welcher  der  uobesümmlaB  Seite  ^genüber  li^»   gleich  ist 
der  Sunme  der  beiden  aoderen  Winkel. 

Es  sei  In  den  beiden  Dreleeken  ABC  und  ABC  (Taf.  V.  Fig.  3.) 
die  Seite  AC'=AC,  der  Winkel  CAB  sei  gleich  der  Somme 
der  Winkel  ABC  «nd  ACB 

Im  Seheiteldrelecke  A^B'C  ist 

ibo  out  der  Pol  D  des  nmbeschriebenen  Kreises  in  die  Seite  A'C. 
man  D  mit  C,  so  ist  leicht  nachsaweisen»  dass  C'D"^  CD* 


Ich  will  mit  der  Aufgabe  schliessen»  ans  zwei  gegebenen  Sei- 
ten ein  Dreieck  sn  construiren ,  in  welchem  der  eingeschlossene 
Wnkel  gleich  ist  der  Snmme  der  beiden  andern  Winkel.  Bei 
Beinchtung  von  Taf.  V.  Fig.  3.  erkennt  man  sogleich,  dass  es 
Um8  auf  Constraction  des  Scheiteldreiecks  A'BC  ankommt, 
die  so  leicht  ist,   dass  ich  mich  nicht  weiter  dabei  aufhalte. 


Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

LdbcMToniGherai^-CalGnlator  der  k.  Ie*  p.  Aiienda  Aaaiciifatrieo 

■n  Triett. 


Es  sind  zwei  sich  im  Pnncte  C  (Taf.  V.  Fig.  5.)  dorchschnel- 
dende  Gerade  tT,  HT  nad  ein  Kreis  gegeben»  welcher  dieselben 
ui  dem  g^ebenen  Abstände  CD  =  CE  =:  A  berührt  Setzen  wir 
den  Badius  DO  des  Kreises  =r  and  den  Abstand  CO  seines 
tttteipnoktes  Ton  Cs^c,  so  ist  noth wendig: 


I6i         ünferdinfer:    De^er  eine  EigemeAaft  def  Xreins* 
■  (1)'  ^      r»+*»«d», 

«o  dass  r  und  c»  so  wie  h  und  9  M  bekannte  gegebene- CeSsa^ 
betrachtet  werden  können.  Zieht  n^  nun  in  einem  beliebig^ 
Punkte  M  des  Kreises  eine  Tangente  Tt,  so  entsteht  eio  Dr« 
eck  ABC 9  und  unsere  Axrfgabe  soll  darht-  bestehen ,  auf  analyl 
Hcbem  Wege  die  Beziehungen  an^sumitteln,  welche^  awiseh<9Q  d^ 
drei  Sekeo  BC=m,  AC^ßf  Aßtmy  und  der  Lage  <|es  Pan| 
tes  31  sti^tthaben. 

I^ehmen  wir  C  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  CO^ 
als  positive  Halbaxe  der  x  und  CyXCx  als  positive  Halbaxe  d| 
yt  80  ist  die  .Gleichung  des  gegebenen:  Kjreises: 

'•     .  •• 

(3)  y.=^_(c-.a:)«.   also  ^  =  ^ 
und 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  a;iyi  gehenden  Taogent 
unter  Xi»  yi  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  M  verstai 
den.    Man  hat  nun  als  Gleichungen  der  Geraden: 

(4)  tT y=f**, 

(5)  er y  =  — fM?, 

(6)  Tt y—yi-k(x-xi) 

! 
I 

Ans  (4)  und  (6)  findet  man  die  Coordinaten  A»,  Ag  des  Durct 
Schnittspunktes  A,  ao8  (S)  und  (6)  jene  Bs,  By  des  Punktes  J 
und  aus  diesen  abdanr>  mit  Qilfe  der.  Gl<eic)|iu|igen: 

«^=/?««+fi,«,    /J«=^,»+^«,    r*=(As-B^)*i-(Ag—By)*\ 

die  Seiten  u,  ß,  y  des  Dreieckes  ABC  als  Functionen  von  3\ 
und  yt-    I"  ^^'  That  ist: 

^  „  yj-^»         ^  -i.  .Vi— *«i 
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betet  wm  hierüi  fi  nxA  k  dorckr  sehe  4big6*  Wevlha  .nUd  ra- 
Mrt,  fo  findet  man: 

SetitDio  xur  leichteren  Üebersicht: 


' .  •  ' '  .  t 


■  I     7    '  r 


(7)         Jlf=yi*— ^i(e— X,),    JV=ryi-*(c-ari); 
Mwml 

.*,-fi,  =  r.^.(P-iV)=2fA(c-a>,)  5^;  " 

■ithk,  datTi,  ^  ein  Punkt  de»  Kreice«,  also  nacb.(^ 
«I  yi"  +  (c-xi)«=r» 


r-±2Är".  jyp -, ±2*.«.  -    ,_^,  ^^_^  j,, 

*  t  ,  ff 

•  *  '  •  t 

*o  iTie  Toneicheii  immer  so  gewälilt  werden  mu^seti^    dass  die 
ftituxcn  o,  jj,  y  positiv  werden.  '**  • 

Cm  aber  diese  Wall!  zu  treffen,  ist  nothvrendig,  die  Zeichen 
^farch  M,  N,  P  repräsenttrten ,  Function^  von  Xi ,  y^  zu  ken- 
^^1  wenn  man  jci  von-  seineni  Icleinsten  Werthe  c  —  r  allmSblig 
^  ni  (»einem  grossten  e  +  r  wachsen  Iftsst.  In  diesem  Intervall 
nndfiir  mwere  Zwecke  besonders  jene  Werthe  von  ki  ^S^üit 
^<i*Te6poBdirendeo  von  yi)  von  Wichtigkeit ,  f&r  welche  MfN  oder 
^ rerscliirindet»  weil  diese  zugleich  diejenigen  sind,  flir  welche 
^■»FnncfioA  M^  N  oder  P  ihr  Zeichen  wechselt.  .  •!!' 
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Setzt  tDaU   Jf rr«,    /Vt=0.  J»^0>   0*  findet  mu    I» 


da80  ilf  Teracb windet  flir  a;i=c »    dass  N  yersch windet 

c 

Xi^se- ,  wenn  yi  positiT  let,   and  Dir  ;Pt^c  +  — ,  wenn 

c  c 

negativ  iet;  endlich  daes  P  yerechwindet  fSf  ari=:c*i — »  wenn 

c 

negativ  ist,   nnd  für  X|=e-f  — ,   wenn  yi  positiv  iat 


bt  also 


so  w}rd  heziebiingsweise : 

J|f=— r(c-r),         0,  .     +2r*,  -l-rCe^r). 

iV=-*r,  -(1T1)~.      -^(141)^.     +*r. 

P=+Ar,  +(1±1)^,      -(ITD^.     -Ar, 

WO  sich  allenthalben  die  unteren  ood  oberen  Zeichen  aaf  einaD^ 
beliehen. 

Wenn  man  dieses  Schema  mit  einiger  Aufmerksamkeit  | 
trachtet,   so  gelangt  man  leicht  zu  nachstehenden  Folgeningi 

1)    Von  Xi!^c — r  bis  Si=e—--  ist  m  imd  N  stets  neg« 

und  P  stets  positiv»  yi  mag  positiv  oder  negativ  sein.    Fflr  eil 
Punkt  des  Bogens  DE  haben  also  die  Grossen 

(8)  ««■»    ^9    P»    NP*    if*    ~P 

iMjEiehnngswase  die  Voneichen: 

--+      +      +- 

und  es  ist  .  I 


Vnfetdin^er:   Ue^ir  Hw  Oidtuckafi  äa  ¥fei$€9.        VXt 
(9)         «=  — c.p,    /?«+e.^r    y= +**»••  ^yp- 

9    Id  dem  InterTall  von  oriszci— -r  bU  jr^saae-f---   and  flir 

potitiTe  y^  ist  ^,  N  und  P  positiv  und  die  Glieder  der  Reibe  &) 
haben  die  Vorzeichen: 


Nin  ist  aber  ssOF,  macht  man  daher  OP=  OF  nnd  zieht 

c 

didi  F'  ll'fHI^f»  80  ist  c--  — =  CF,  c-f— -CFJIefftabo 

c  c 

d«  Punkt  M  in  dem  Bogen  Diy ,  so  ist: 

»  »  •       -    • 

3)  In  demselben  Intervall  von  X|33c bis  ^i^^e-f-'^»  aber 

e  c 

ftr  negative  yi,  ist  M  stets  positiv»  iV  und  P  stets  negativ.  Be- 
lüdinet  also  Xi ,  yi  einen  Punkt  des  Bogens  ££' »  so  haben  die 
Glieder  der  Reihe  <8)  die  Zeichen : 

+        --        +        -- 
nd  es  ist  daher: 

« 

4)  In  dem  Intervall  von  Si^^e  +  '^  bis  jr|3Sc^r  ist  M 

c 

nd  19  beständig  positiv  und  P  beständig  negativ»  tfi  mag  positiv 
oder  D^ativ  sein.  Entspricht  also  a?|»  gi  einem  Punkt  des  Bo- 
gens VEi,  so  haben  die  Glieder  der  Reihe  (8)  beziehungsweise 
die  Vorseichen : 

+        +        --        +        - 

«nd  es  ist: 

Wenn  man  Ot  M,N  nnd  P  die  Werthe  aue  (7)  setzt,  so  findet 
Ott  den  Ausdruck: 


168       V»f0r4tn*er,:   Otttr  .mt  Elgtiueäafl.  da  Mrette». 

Mit  Hiire  der  Gkichung  (8)   aber  fioJIet  man  durch   Bliminati 
▼OD  ^1  und  mit  Berficksiebtigang  von  (1) : 

mitbin  ist 


also  von  x^^  jfi   unabhängig.  .  , 

Substitut  man  in  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung  der  Reil 
nach  die  den  dri^jOlifdem  desselben  entsprechenden  .Werth^  al 
(9)»  (10),  (11)/ (12),  so  erhält  man 


»>      »f        f» 


99  »»  »9 


'  fflr  den  Bogen  \D£  .  '.  '.  a+'j}-f  7— 26. 

Dly  .    .    .  — «  +  /J-fy=tt2A, 

EE'  ...  a^ß^yzst^k, 

„       „    .    „       lyE'  .     .     .  «  +  /5^^y  =  2*. 

Ist  also  M  (Taf.  V.  Fig.  6.)  ein  beliebiger  Pmifct  de«  Bogei 
DE,  so  wie  Mi  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  Diy,  M^  e 
beliebiger  Punkt  des  Bogens  EE'  ^  endlieh  M^  ein  beliebiger  Paul 
des  Bogeos  D'E' ,  und  zieht  man  in  diesen  Punkten  Tangent^ 
an  den  Kreis»  welche  gehörig  verlängert  die  gegebenen  Geradfl 
tT  md  /'f. in  den  Punkten  A,  A^,  Af,  A^  und  B^  J?iv  ß^,  E 
durchschneiden  y  so  ist  in  dem 

/    •    -  •   •  I  .    .  ■  '  *       ■  I 

^ABC  ...  BC+AC\^AB  =^.CD, 
^AiBiC  .  .  .  — ßiC+^iC+/l|Ä|=2.CA 
A^afi.C  .    ...       -B^C— ilaC'+^^a«=2.C/>, 

^A^B^C  .    .    .       BzC+A^C-A^B^^2,CD. 

,  ;„  Pas  y9r]||iergfh^nde  zeigte,  des  Weg  der  JBrfipdHng,    Wcoi 
man  einmal  von  diesen  Eigenschaften  des  Kreises.  Keitntniss  ba^ 
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^  Mit  mm  nicht  schwer,  dieselben  syotbetiscb  zu  beweisen.    Liegt 
I.B.  der  Panlit  M  in  dem  Bogen  DE,  so  ziehe  man  noeb  den 
Rafiw  0£»  so  ist  ^CDO^^CEO,   mitbin  CD=CE,   folg- 
B(k»tanch  AM=AD,  BM^BE,  also  AM+BM=^AB=:AD+BE, 
U^th   BC+AC+AB  =  BC+AC  +  AD  +  BE  =  iBC+BE) 
HAC+AD)  =  CE+CD  =  2.CD.    Ist  Mi  ein  Punkt  des  Be- 
ins DMV 9  so  ist  nach  dem  früher  Bewiesenen  auch  AxM^  ^sAiD, 
\m^=B^E,   also  ^jilfi— i^^f=vJi£i=J?i£»iliZ>,   mithin 
4«,  +^iC— J^C=  BiE'-AiD+  AiC—BiC=^(BiE-^ßiC) 
iiJ^C—AgD)=i.CD.     AebnJipb  Ist  ^er  Beweisgang  Jo  deQ 
kide»  anderen  Fällen. 

Diese  Eigenschaft  des  Kreises  gestattet  auch  eine  sehr  ein- 
gehe constructive  Auflösung  der  Aufgabe:    Durch  einen  gege- 
lesco  Pankt  T  (Taf.  V.  Fig.  5.)  eine  Gerade  Tr  so  zu  ziehen ,  dass 
km  voo    eioem  der   GrjSsse  tmd-  Lage   nach  gegebenen  Winkel 
TCT*    abgesehiittene    Dreieck   ABC  einen   gegebenen   Umfang 
labe«     Man  tbeile  den  gegebenen  Winkel  TCP  durch  die  Cx  in 
iwet  gleiche  Tbeile^  mache  CD  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen 
Cmfanges»    errichte  in  D  auf  CD  ein  Perpendikel  DO  bis  ,znm 
DurcrhsdiBitt  O  mit  der  C4?  und  'beschreibe  von  O  aus,  als  Gfn- 
troxB,  mit  dem  Balbroesser  OD.  den  Kreisbogen  DE,    Zieht  man 
«an  durch  den  gegebenen  Punkt  T  eine  Tangente  Tr  an  diesen! 
Bogen»  so  wird  das  durch  dieselbe  abgeschnittene  Dreieck  AßC 
An  gegebenen  Dmfang  haben. 


1  •     -       ;   - 


Mf 


»  t  • 


I  «     • 


»«  •  f  I 


•  J 

i     *     '    « 
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ffoppe:    8tmeh  /Ür  dür  Drnneiimg  dm  Simu 


Bewds   fiSr   die  Darstellniig  des  Sitias   und   Cosini 
als  Prodacte  unendlich  vieler  Factoren. 


Von 

Herrn  Doctor  JR.  Mappe,  , 

Prfnttiocenisti  an  der  UnWertltAl  so  Berlin. 


Der  bekannte  Satz  von  Job.  ßernou.Ilj,  welcher  den  Sini 
ond  Cosinas  als  Producte  unendlicher  Reihen  darstellt i  nimmt  I 
methodischer  Beziehung  in  der  Lebre  ?od  deo  Reiben  eine  hvchi 
bedeutsame  Pfeile  ein,  insofern  aus  ihm  mit  grosser  Leichtigke 
die  Entwickelungen  der  Tangente  und  ähnlicher  Functionen  nac 
Potenzen  des  Bogens,  sowie  die  Hauptsätze  von  den  Bernouili 
sehen  Zahlen  fliessen»  die  sieb  auf  anderem  Wege  zum  grCsst^ 
Tbeile  nur  ziemlich  umständlich  ableiten  lassen.  Dass  man  ^leicl 
wohl  die  genannten  StOcke  nicbt  gemäss  ihrer  augenfälligen  Vei 
wandtschaft  in  einen  geschlossenen  Abschnitt  zasammenzafass« 
und  den  anfangs  erwähnten  Satz  an  die  Spitze  zn  stellen  pflegl 
▼ielmehr  die  Tbeile  desselben  Öfters  gesondert,  wo  und  so  g« 
man  eben  kann,  ableitet,  scheint  mir  darin  seinen  Grund  zi 
haben,  dass  man  in  den  Beweisen  für  diesen  Satz  entweder  di 
Strenge  oder  die  Leicbtfasslicbkeit  vermisst,  welche  man  bei  ihn 
als  Grundlage  so  vieler  wichtiger  Sätze  fordern  milsste.  In  de 
folgenden  Ableitung  habe  ich  beiden  Forderungen  zugleich  so  ge 
nügen  gesucht,  und  hoffe,  wofern  die  angedeutete  Anordnung  de 
Stoffes  Eingang  finden  sollte,  dadurch  zur  Vereinfachung  der  Me 
thode  einiges  beigetragen  zu  haben. 

Entwickelt  man  die  GrCsse 

co82fu?  -f  t  sin  2nx  =  cos^«(l  -f  t  tg:r)^ 

nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  so  ergeben  sich  die  simnitaned 
Gleichnngen : 


«mT  CBttmm  mU  Pw^ämfU  u$nmälM^  wMer  FmMrtn,         }g\ 


Jb=o 


Seist  man  5-  >ur  jr,  so  ersieht  man,  dass  die  Grössen 

cosx  sin^r 


> 

pme  Fnnctionen  Ton  tg*^  sind»  erstere  vom  nten,  letztere  vom 
(s— I)Bten  Grade.    Erstere  verschwindet  flir  die  n  Werthe 

ar=s(f*— 4)«;    f*=l,  *,  ....H, 
ktitere  filr  die  ti— 1  Werthe 

:r=fUE;    fi=sl,  2» ....  n— 1, 
nd  iwar  sind  die  entsptecbeudeo  Werthe: 

I 

siamtfieh  von  einander  versehledeo.  FiSr  orsO  gehen  beide  GrOs- 
•ea  m  1  Ober;  folglich  ist  nach  einem  bekannten  Satze  Aber  die 
guxtn  Fnnctionen: 


cosx 


I»    •     .  .    i.ii  *.  » 


.  .  >i      I'»» 


■=  n  (1 -ö-=V)'  ' 

sina?              ^«=«-1 ,,      **  2»v 
—— — •'— -.^    li     (1 -/• 

Dieie  Gleichongen  gelten  ohne  Unterschied»  mag  x  reell  oder 
inigiuir  sein»  weil  sie  nn^.rationale  nnd  gonlometrische»  also  nur 
TOD  Natnr  einwerthige  FimcMonei^enthaiten.  Apcb  ^oll  im  Nftchst- 
folgeoden  In  dieser  Beziehung  keine  Eh^ai^hrSnknng gemacht  werden. 

Fflr  11=00  geben  die  GrSssen  znr  Linken  Aber  In 


c6s:r»    ==^?  *'•'        "•   •^"••'  '•" 


% 


.    ,1  jini^n  FactoreD  der  bdddn  Prodoete  cur  Rechten  In 
,_!  xifm  der  Kfirze  wegen: 


rbd 


WO  flir  nssoB  die  Grossen  Bm,  Bwl  flbergehen  in  Amt  Am*    Die 
noch  flbrig  bleibenden  Factoren  der  rechten  Seiten: 


.1   » 


mflneen  daher  gleichfalls  Gfenawerthe  Mben,  diese  seien  Cm  wd 
Cm'.    Dann  ist 


und  Cminm  ais  Pr4Hk§eie  unendUek  Heier  Paeiareti.         ]78 

COSX^AmCm.     ——^An^CJ.  (1) 

kt  Dan  erstens  x  reell»  so  setze  man 
dann  trird  innerhalb  der  Grenzen  der  letzten  zwei  Producte: 


Da  nun  die  Fnnetion  -—  unnnterbrochen  wächst,  wenn  9>  von 

0  bis  ^   wScbst,  wie  man  ans  ihrem  stets  positiven  Differential- 
^■•lienten  sieht»    so  ist 


•<(¥)'<®' 


^  2n 


•der 


.<C-|)-<(f.^.. 


iAet 


^2« 

Setzt  man  tar  fi  die  ganzen  Zahlen  von  m  +  1  bis  n^l  nnd 
■Dttiplicirt  die  Ungleichungen,  so  kommt: 


Gerade  ebenso  findet  man: 


DieProdnete  Am 9  ^m'  sind  convergent  nnd  haben  für  ni^=OD 
Granawertlie  A^  Af^  weil  die  ReHrensnmmen,  deren  aügemeina 
Glieder 
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~(?AJ '  "O 


sind,  coDFergireo.  Lässt  man  demnach  n  in's  Unendliche  wach- 
sen,  so  werden  die  swel  Ungleichungen: 

S^> ä:'  ^ > ^' > ä7' 

FüTm=<x>v^\TdAm^A,Am'  =  A*,  folglich  Gi.  =  l.  CU'=1. 
also  nach  den  Gleichungen  (1): 

Ist  zweitens  x  imaginär  von  der  Form  ly»  so  ist,  da  allgemein 

\%i±_\    e»~g-^  4:rl^^g^ 

ist,  ohne  Einschränkung  in  Bezug  auf  das  Vefbältniss  xtiin,  die 
Ungleichung  (2)  erfüllt.  Aus  ihr  geht  die  folgende  durch  Multipli- 
cation  mit  der»  im  gegenwärtigen  Falle  negativen,  GrGsse 


2n 

hervor,  wodurch  die  Zeichen  <  in  >  Gbergehen.  Man  findet 
demnach,  dass  Cm  und  Cm'  zwischen  denselben  Grenzen  enthal- 
ten sind,  wie  im  ersten  Fall.  Die  resultirenden  Formeln  gelten 
daher  auch,   wenn  ix  reell  ist. 

Der  Fall,  wo  x  eine  imaginäre  Grusse  in  allgemeinster  Form 
Ist 9  mag  hier  übergangen  werden  als  von  keiner  Anwendung  auf 
das  Folgende.  Es  ist  nur  noch  zu  zeigen,  wie  aus  den  ebeo 
bewiesenen  Gleichungen  die  Theorie  der  Bernou II i 'sehen  Zah- 
len auf  die  einfachste  Weise  hervorgeht. 

Es  sei  dp  ehMB  leelle  oder  mit  dem  Factor  i  behaftetes  Otlsse. 
MiHmt  aiaa  4i#  Logaittbnieii.  TM :  beiden  8eitM  beider  fileiehen- 
gen,  so  erglebt  sich: 


tmä  CMma  ais  Frodutie  nnendtfch  vieler  FacS&rtn.         17S 


logeosdP=    ^    log(l  — 

fts=l 


I 

wo  die  beigeftigten  GiiltigkeitsgrenzeD  durch  die  Grenzen  der 
Stetigkeit  der  Functionen  zur  Linken  vorgeschrieben  sind,  auf 
weldier  allein  die  Rechtmässigkeit  der  EinRihning  beruht  Ent- 
wickelt man  die  Logarithmen  zur  Rechten  nach  Potenzen  von  x» 
M  kommt: 

Da  die  Convergenz  dieser  Reihen  in  keiner  Weise  durch  die 
Voneichen  der  Glieder  bedingt  ist»  so  kann  man  die' Folge  der 
Ssminafionen  vertauschen,  und  erhSit: 

logcosx  =  -^i(^)     ^f,  (2^-1)-«*. 

®  &=i  iE:  V»/       /i=i 

Setit  man 

^1  **  (2ife)!     ^' 

«•ergibt  sich  durch  Multiplication  mit  2-»: 

«nd  durch  Subtiaction  beider  Gleichungen : . 


Barmit  sind  zunächst  die  Reihenentwickelungen  4er  Functionen 

iogcojldr^    log  sin  ^y    logCe'is-*) 


k 


»f  dieselben  GrSssen   B  zurfickgenhrt    Durch  Differensiation 
«gelten  nidh  dwMi  die  4er  inmcMonen 


is^ 
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tgx.    cotar,    e'±e-'* 
und  durch  Subtraction  und  Addition  die  von 

\ogtf^x,    cosBCJT»  etc. 

k 

Zur  Bestimmung  der  Wertbe  der  B  entwickele  man  die  Ele- 
mente der  Gleichungen 

ooaa;tga?=8in:r, 
sin  o?  cot  j?=:  cos  :r  9 
sinarcosecdT^l 

gemftss  den  so  erhaltenen  Reihenausdrflcken,  so  kommt: 

*=•  (-l)*a:»*  *^«  4*(4*-l)  *  _*=•  (-  1)*-Hx«*-' 

»fo       (2A)t       fei        (2*)!      ^*        -  iii      (2*-J)!       ' 

do      (2A+1)!     '5-  fei  (ä^**       '-lio^Täi^! 


Jo     (2A+1)!     '5+  »i-^T^       '  =  '• 


Setzt  man   A  —  A  iär   k  und  vergleicht  die  CoeflGcienten  von 
«tt-i,  ji^,  soerhäit  man  die  Relationen: 

fe^-i  (—  I  )*  4*-*  (4*-*  -!)*-*(—  l)Ht 
fe«         (2A)!(2*-2A)I        ^-(2A— 1)1' 

(-1)*4*-*       *^       (-1)*       (-1)» 
:»  (2A  +  l)l(2*-2A)!  ^— (2A  +  l)f~'(2Ä)r' 


(-l)*(4t-*-2)*-*_(-l)Hi 
fe«  (2A+l)l(2A-A)!  "  ~(2A+  1)1* 

Nach  Vertauschung  von  A  mit  A  —  A  nnd  Entfernung  der  Nenner 
gehen  diesellwn  in  die  bekannten  recnrrirenden  Gleichungen  der 
Bernonlli'schen  Zahlen  fiber: 

*j^  (— l)*fi(2A)»4»(4»-I)Bsa2*, 


^  (— l;Hi(2*+l)»4A  i=2A. 


jr  (-l)*+»(2*+l)«(4»— 2)Ä  =  1. 


durch  «reiche  die  B  als  rafionale  Brflcbe  beatfanml  lAad. 
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Ebenso  eiofacb  ergibt  sich  der  Aiisdnick  der  Summe  der  ganzen 
|NMiti?CB  Poteiuen  der  natfirlicben  Zablenreibe.  DerKfirze  wegen  sei 

Z  X 

e^4-e    ^       1 


daon  ist: 


*=«— 1  ^Mt 1  /l  \ 


ft=o 
Sctst  man  flir  e^,  A,  B  ihre  ReiheoausdrQcke»  so  kommt: 


Bild,  wenn  man  im  lefzten  Theile  m— 2A-f  1  filr  m  setitt  und  die 
Summationsfoige  umkebrt. 


J   — s^     ^      k>**  ^     -J —  4     J?    s — 

«!    fc=o  w=o   (w  +  l)!        *  «=i     ml 


(2Ä)!(m-2A+l)!' 

Die  Vei^leichung  der  CoefBcienten  von  o:"*  ergibt  für  m=:0 
x=s,  für  jedes  andere  m: 

Dieser  letzte  Satz  ist  es  namentlicb,  dessen  Herleitnag,  wie 
«e  gewöhnlich  geschiebt,  nämlich  von  der  Theorie  der  arithme- 
tiiciien  Reihen  höherer  Ordnung  aus,  einen  grossen  Aufwand  von 
Operationen  erfordert,  an  welchem  demnach  der  Gewinn  an  Ein- 
behkeit  in  der  hier  von  ihm  eingenommenen  Stellung  am  Deut- 
lidiaten  in  die  Augen  ßillt.  Der  Einwand :  man  dflrfe  die  Behaad* 
hsg  der  speciellen arithmetischen  Reihe  1"*,  2"^,  3"*>.,..  nicht  von 
in  aUgemeisen  Theorie  der  letstern  trennen,  ist  ungegrfindet  in 
B^kr  als  einer  Beziehung«  Denn  erstens  bedarf  die  Analysis 
^er  solchen  Theorie,  da  deren  Resultate  einfacher  aus  andern 
Ikeoiezien  fliessen;  und  zweitens  ist  die  obige  Summatlmisformei 
kos  unmittelbares  Ergebniss  derselben»  sondern  eine  weiter* 
fisknde  Specolation  mit  Zuziehung  fremder  Elemente,  «-*  die  LC* 
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•sag  einer  Angabe,  die  Tomx  als  epecielle  ii  der  jeaer  Theo- 
ria eatiiakea  iafc,  deren  apecialisirende  Bediagna gen  jedoch 
innerhalb  derselben  keinen  Ausdruck  finden. 


Ueber   die  Bestimmaiig  eiaea   dorch    fünf  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitts  darch  Rechnimg. 


Voa 

dem    Heraasgeber. 


öl. 

Die  gew9hnliche  analytische  Auflösung  der  Aufgabe:  durch 
Anf  gegebene  Punkte  einon  Kegelschnitt  zu  legen»  ist  awar  im 
Allgemeinen  äusserst  einfach,  weil  sie  nur  die  AufiSsung  voo 
fflnf  Gleichungen  des  ersten  Grades  erfordert,  und  in  der  Abhand- 
lung 1ill.IX.Nr.XXVIlI.S.293.  habe  ich  Tollstilndig  entwiokelte 
Porneln  zor  indepeiidenten  Bestimmung  der  CoefBcienten  der  Glei* 
chnng  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegeben;  wenn  es  mch  aber 
um  die  wirkliche  numerische  Bereehnnng  der  den  gesudrten  Kegel- 
schnitt seiner  La^^e  und  Grüsse  nach  bestimmenden  Elemente: 
der  Lage  und  GrSsse  der  Axen,  der  Lage  des  Mittelpunkts,  der 
Ezeentricitftt,  des  Parameters,  u.s.w.  handelt,  ee  ist  der  Gebraael 
der  in  Rede  stehenden  Formeln  im  höchsten  Grade  heeehwerlich, 
and  man  muss  dann  nothwendig  auch  noch  alle  dte  Fotneln  m 
HAlfe  nehmen,  welche  bei  der  sogenannten  Diacasslen  der  allga^ 
melaev  Gteiehang  des  zweiten  Grades  zwlacbea  zwei  veriaderii- 
dien  Grossen  entwickelt  zu  werden  pflegen,  was  aber  anter  aüea 
Umstinden  im  höchsten  Grade  unbequem  ist  and  Überkaupl  wenig 
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pnfctiNfcm  ffatsoi  hmt  Ith  ftill  daher  in  AMer  AfahMNllung 
Foraeb  ontwiekeln,  -dordi  weiehe  die  des  gemohtan  Kegeümhoitl 
bestimmenden  Elemente  unnttleibar  aus  de»  Ceocdinaten  der-ger 
gebeoen  Punkte  mit  aller  der  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit 
barechnet  werden  kGnnen,  welche  dieser  Gegenstand  fiberhaupt 
10  gestatten  scheint»  und  halte  die  Mttthellung  dieser  Pormetn  an 
diesem  Orte  fQr  gerechtfertigt,  weil  die  Bestimmung  eines  durch 
fisf  gegebene  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der 
ttechoong  fSr  viele  Anwendungen,  z.  B.  in  der  Astronomie  bei  de^ 
Bestimmung  der  Bahnen  der  Doppelsterne  >  wenn  man  auch  hei 
diesem  Gegenstande  jetzt  gewuhnKch  nur  vier  Beobachtungen  zu 
Gfwde  legt.  Indem  man  dann  noch  die  Zeiten  der  Beobachtvigen 
n  Hülfe  nimmt,  von  Wichtigkeit  ist  oder  wenigstens  sein  kann. 


1% 

Die  fflnf  gegebenen  Punkte  wollen  wir  durch 

^O»      -^1*      <"«»      -^S»      -"4 

beseichoen,  und  nehmen  an,  dass  nicht  drei  dieser  Punkte  in  ge- 
nder  Linie  liegen,  weil  hekannHIch  ein  Kegelscbnitt  Tt>ti  eioet 
geradeD  Linie  in  nicht  mehr  als  in  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den kann.  Die  gegebenen  polaren  Coordioaten  dieser  fGnf  Punkte 
in  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  sollen  respective  durch 

Ao»  Ro5    Ai,  Ri;    A^f  R^;    A3,  R^;    A4,  R4 
bcsttchnet  werden;    wSren  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

der  Punkte 

■^0«      ^l»      ^%»      ^S>      -^4 

gegeben,  so  wfirden  sich  aus  denselben  die  polaren  Coordinaten 
ianner  leicht  mitteist  der  Formeln 

Xo'=^RoCosAo,    yo=Ro^nAo; 

j:x=R|C08Ai,    yi=RisinA|; 

^rtssfigoosAft,    ysssRcaittA«; 

d^tsäi^oMAt,    ^ssRzainA^; 

dr4S3R4oe8A4,    y42aR4sittA4 

^^v^nen  lae^o,  wtas  hier  eiper  weiteren  Erl8|ilennig  dicht  bedarf. 
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Durch  dea  Pmikt  A^  ab  Pol  oder  Aofang  dettfcoD  wir  ans  imi 
eio  neues»  dem  primitiven  Systeme  paralleles  System  gelegt»  and 
besetchnen  die  polaren  Coordioaten  der  Punkte 

A\  f    A^  f    A^ ,    ii4 

in  Besag  anf  dieses  oeae  System  respective  durch 

Da  die  primitiven  rechtwinkligen  Coordinaten  des  neuen  Pols  oder 
Anfangs  Aq 

RoCosAo»    Ro^dAq 

und  die  primitiven  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 

Ai  9     A^ ,      ifg  9      A^ 

respective 

Ri  cos  Ai ,    R|  sin  A| ; 

Rj^cosAs»    R^sinA^; 

RflCosAs,    RssinAg; 

R4COSA4,    R4sinA4; 

die  secnndiren  rechtwinkligen  Coordinaten  derselben  Punkte  aber 

p^costfj,  ^|Sinai; 

^cosi%,  ^sinfl^; 

pgcosog,  ^sinos; 

(4  cos  «4,  P4sina4 

sind;    so   hat   man   nach   der   Lehre  von    der  Verwandlung  der 
Coordinaten  die  folgenden  allgemein  gtiltigen  Gleichungen: 

Ri cos A|  =  RoCos Ao  f^i  cosoi ,  Ri sin Ai  =  Rosin Ao-fpi einoi ; 

R9CosA2  =  RoCosAo-|-^co8i%,  R5|6inAs=Ro6inAo-f^9io^; 

fi9CosAs=RoCOsAo4-^cosa5»  RasinAs=RoSinAo4-9s®>>>^» 

R4CosA4=RoC08Ao4-(4C08a4,  R4sinA4=:RosinAo'f 94sina4; 

also: 

Qi  cos«! =Ri cos Ai  — R(|Cos Ao»  Qg sinai ^R| sin Ai  — Ko^ii^^; 

^cosas=RsCosA«^RoCosAo»  ^stnci^=R9sinAs--RosinAo; 

p,cosa|=sRgCosAs  — RoGosAo»  ^sini%=RssinAs— Ro«>n^; 

94Cosa4=sR46osA4 — RqOosAo,  ^sinc^siR^sinA«— RoeioAo; 
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jMttebt  wricber  GMcbnog^ii»  wm  einer  weiteren  Erllnlerpi«  hier 
veht  bedarf ,  die  Coordinaten 


fff  9if  <%>  ^;   «8'  es;   ««,  p« 

ai  den  Coordinaten 

hiebt  berechnet  werden  können ,  eo  das»  wir  also  berechtigt  sind. 
St  gute  AnflSninig  unserer  Aufgabe  auf  die  Coordioalteii 

ab^ef^bcne  St&cke  xu  grfinden. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  Ai,  A^,  A^f  A^ 
vkksx  iSysteme,  dessen  Pol  oder  Anfang  der  Punkt  Aq  ist,  wol- 
let vir  respsctive  durch 

H»  9i;    H»  9a;  ^3»  9»;    ^4»  ^4 
bezekboen,  so  dass  also 

Xi=zQxCwai,  9i=PiSinai; 

jf,  =  (^cosi%,  9a  =  etsino«; 

jr4=  («cosa«,    94  =  ^481004 


§.3. 

Zuerst' wollen  wir  annehmen,  dass  durch  die  flinf  gegebenen 

Pnkte 

A^f    Alf     A^f    A^9    A^9 

'«odeoen  beknimtllch  nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
eis«  Ellipse  oder  Hyperbel  beschrieben  werden  solle,  und  wollen 
liie  rechtwinkligen  Coordinaten  der  (tinf  gegebenen  Punkte  in  Be- 
ug lof  das  System  der  beiden  Azen  dieser  gesuchten  Ellipse 
^er  Hyperbel  respective  durch 

^»  Io5     -^1»  ^19    ^t»   's?    -^»   's»    -^4»  ^4 

Kebsen,  bdem  wir  annehmen,  dass  {Br  die  Hyperbel. die  Axe 
fo  ersten  Coordinaten  oder  der  sogenannten  Abscissen  die  Haupt- 
«xeioB  soll.  In  welcher  die  beiden  Seheilel  der  Cutve  liegen. 


IM  Crnmtrt:    Oeker  Mt  AnM 

Di0  Amnfcflie  des  puriBie»  Tki«  4er  Aw  der  JT  M  M  beMM 
Conren  willkfiliriich;  wae  aber  den  peMChrea  TMI  der  Axe  der  F 
betriii,  so  1DII8S  man  sich  deaeelbea  ioiner  so  aBgeseauMD  den- 
keoy  daae  man  sich,  oai  roo  dem  poeitirea  Theile  der  Aze  der 
X  an  dorch  den  rechten  Winkel  (XY)  hiadoreh  an  dem  tiiBitirea 
Tbeile  der  Axe  der  F  za  gelangen,  gana  nach  derselben  Rieh- 
tong  hin  betr^en  moss,  nadi  weicher  man  sieh  bewegen  raoM, 
im  roB  dem  posieren  TheBe  der  Aze  der  «  an  dnreh  den  rech- 
ten Winkel  (^)  hmdnrch  an  dem  posüiren  Theile  der  Axe  der  5, 
oder,  um  ron  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  r  an  dnrch  den 
reditea  Winkel  (r^)  bindorch  za  dem  posifiren  Theile  der  Axe 
der  9  xa  gelangen.  Denken  wir  uns  nun  ferner  ran  dem  Mittel- 
punkte der  gesuchten  Ellipse  oder  Hyperbel  ans  eine  mit  den 
positfreo  Theileo  der  Axea  der  x  oder  t  paralieie  und  gleich  ge- 
richtete Linie  gezogen,  so  soll  der  ron  dem  positirea  Thdie  der 
Aze  der  X  mit  dieser  Linie  eingeschlossene  Winkel,  Indem  wir 
denselben  ron  der  in  Rede  stehenden  Linie  an  in  demselben  Sinne 
wie  die  Winkel 


Ai^,    A| ,    A^,    A^,    A4 
oder 

«%>    «»»    •%>    *% 

▼on  0  bis  300^  zählen ,  dnrch  B  beaeiclinet  werden ;  und  l^en  wir 
dann  dnrch  den  Punkt  A^  ein  dem  Systeme  der  XY  paralleles 
Coordioatensystem  der  XT\  in  Bezug  auf  welches  die  Coordi- 
naten  der  Punkte 

««1»      -»s»      -"1»      "4 

respectire  durch 

Xi  t  Yx  \    X^ 9  F-B  ;    X%  9  Fg';    2l^  ,   #4 

beseichnet  werden,  so  haben  wir  nach  der  Lehre  ron  der  Ver- 
wandlung der  Coordanaten  die  folgendem  GieiehungiBa: 

riSsJTi'cosO-  r/siod,    9|  =  J^'sin9-hF/cos6i 

rs=A.'cos^— Fs'sin^,    %=^'sin0-|-Ffl'cos0; 

ir,=j:^'cos«-F/rin«,    «»  =  jrA'ain6-|-F,'cos«; 

rt^A^'ooe^-rft'sind»    94-^'^01- F4'cos«; 

mm  denen  sich  sogleieb  umgekehrt 
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X^=zX%cosB'\^t^9\n6^     Fs'  =  — ITsHin^-l-t^cosd; 
X^'^X^cose^x^AnSf     Fg'=— rjeiDÖ  +  VsCosö; 

ergiebt    Nach  der  Lehre  von  der  Vervraodlung  der  Coordinateu 
ist  aber  femer 

J!i=jrof*,',  F,=  F„+F,'; 

Jf«=jro  +  jr4'.  F«=Fo+F4'; 

ilso: 

A,=:^i,  +  ri  CO»  Ö  +  i;i  ein  ö,  Fi=  Fo*"^!  »ioö  +  t^icoeö; 

J[^=^-|-r2  cos  04-92^10  9,  F2=  Fo — 1:2  810  6 -f  92  <^^^^; 

if2:=rj[;,-f  jr2Cos<9-|-t^8iii^y  F3  =s  Fq— JTs  sio^ -f- 9s  co«0; 

jr4=A;>-|-)K4Coa  0  4-94010  0,  F4=  Fu—r48ind-|- 94^0^6; 

nod  da  nan  nach  §.  2. 

i:^  =  ^iC08a|^^    9i=^|8inai; 

r8  =  esCoaa^,    98  =  p3  8>na3; 

r4=:^4C0SO4,      94=^4811104 

ist;  «o  iat,   wie  man  nach  gehöriger  Subetitution  sogleich  iodet: 
2ri  =  Ai>  +  ^iCos(ai  — (9),     Fi  =  Fo  +  ^|sin(oi— 0) 

J[^  =  J[;>-i-p2COS(a8  — 0),      F8=Fo  +  ^8iD(lJ^— 0) 
J!;4=:jro-he4COS(o;4— 0),       l4=Fo  +  ^4SID(fl;4— 0). 

Lissf  atan  oqd  in  Folgenden  immer  die  oberen  Zeicbea  der 
KUipie,  die  onteren  Zeichen  der  Hyperbel  entsprechen,  und  he- 
tndmet,   wie  gewöhnlich,    durch  a  nnd  6  die  beiden  Halhaxen 


Gruueri:    Leöer  die  ßeaümmung  eines  äurek  fünf 

dieser  Curven;  so  bat  man,  weil  die  gesachte  Ellipse  oder  Hy- 
perbel durcb  die  fflnf  Punkte 

deren  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden  Azeii 
dieser  Curven  Jf^,  F©;  Jfi,  l\\  X^,  Y^\  Z,,  F,;  X^,  F4 
sind,    gehen  soll,   die  fünf  folgenden  Gleichungen: 


(§)•*©•=■• 


ü^4g|Cos(gi^e)^*      %  lo  +  gi<in(«|-6)j'_^^ 


i-Yo4^PaCos(«g-e)  I*      i  yo+g«g'"(«a— ^)j*_| 
^A'o+g3Coi»(g3— 6»)  >^       >  Fo  +  p,sin(g3-^)3*_j^ 


a 


|-*^  +  g4Co«(«4— ^)  j*  ,    5  Fo+^4sin(g4— g)  ^*_.|. 

aus  denen  die  fflnf  GrSssen   0,  a,  6,  Jfo»  Fo  bestimmt  werden 
mQssen. 

Entwickelt  man  die  in  den  vier  letzten  Gleichungen  vorkom- 
menden Quadrate  und  zieht  dann  von  diesen  Gleichungen  die 
erste  Gleichung  ab,  so  erbfilt  man,   wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,    nach    einigen   leichten  Reductionen  die  folgendes 
Gleichungen: 

{2^-f  piCos(d-a,)}cos(d— g|)  =  c|2Fo-*9isin(d-aO)"*in(^-~^i)' 
laJTo  +  ^coR(d-at)l  cos(0— «rj  =  c  |2  Fo— ^sin(d-og|  sin(d— ff»). 

{2Jro  +  e»cos(e— c^))cos(d— «i)  =  «l2Fo7-e*8inW-«i)l»ln(Ö-«i), 

{ 2LIo  +  ^4Cos  (ö— «4)  l  cos  (Ö— «4) = £  { 2  Fo  ^  ^4sin  (ö— 0»)  I  sin  (e- «4) 

oder 
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=  ~  ft  {co«(ö— «i)  +e«hi(d  — «i)taDg(6— ü^)), 

2J;»— 2«Foüiog(d-o^ 

2ifo— 26rot&Dg(ö— «a) 
=  —  Cilco8(d— aa)  +  €sro(d— oi)tang(Ö— ttt)|, 

2J[;>— 2«rotang(d— «4) 
=  —  ^4Jco8(d— fl?4)  +  ««n(d— Ä4)tang(d— oii)}. 

Halüplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  vier  Gleichungen  nach 
der  Reihe  mit  den  folgenden  Differenzen : 

addirt  sie  dann   zu  einander«    multiplicirt  die   dadurch  erhaltene 
mit 

coa(d— ai)c<NB(d — fli)cos(d  — fl^), 

und  erhöhet  in  der  dadurch  hervorgehenden  Gleichung  alle  Indi- 
en om  eine  Einheit«  so  erhält  man  die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

0=  ei<«o(öi— «^)|C08(d— ai)*+€8in(d— ai)«) 
+  ^«>n(«i— ai)lco8(ö— <%)*+ff8in(Ö  — fl^)*| 
+  ^8in(ai— fl^)|C08(Ö— as)«+£8in(d-«s)«}, 

0=  ^8in(D^— a4)ico8(9  — as)*-f<8ln(d  — <%i)*) 
-f  ^  sin  («4— c%)  ( cos  (0 — fl^)< -f  e  ein  (0  ^  fl^)> } 
+ p48in  («»— «a)  { coß  {ß — 04)« + €  ein  (6— «4)*  | ; 

oder: 


Grnnert:   Veber  äiB  Be$ilnmmn§  eine$  dmrek  fSnf 
0=    ^i«iD(ii,— «j){l  +  e  +  (J— «)iio«2(«— «i)) 

+  p,slii(«4—a^|l  +  f  +  (l— «)coa2(Ö— «^)| 
+  Mn(<%-«^)ll+£  +  (l— «)co82(d— «4)1; 

folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

Pi  =  et«in(a9— c(4)-f  ^38m(a4-a9)-fv48in(i%— 1^); 

ferner 

Qq=:^^  sinCoji— fl^}  co82a£-|-^8in(fl%— fl^)eoiAa^-f  ^8tn(«i-*^a^os2a^, 
Qi  ==  ^8ln(a|— er«)  co82<%-|-^  9\n{a^—a^  co82ag'f  ^48in(cii^— o^)  co82ff4 

und 

Ro==Qi  aio  ((%— a9)8io2a|-f  ^8in  (<%— «i)  8in2fl%-f  ^  8tB(a| — «^8iD2a|, 
Rj^  =  ^j|8in  (i%— i<4)8tD  2cii^-F^8in  («4 — o^  8in2fi^-|-^48in(fl^— ix9)8in2«4 

eeUen : 

(|  +  f)Po=— (l-«)(«lD««2e  +  iH>8ln2ö), 

(l  ^ €) Pg  =--(I^e)(0^  CO820 -f  i^i «102^); 
woravs  dorcb  Dhl8fMt 

^o _  Qbcos2fl-hi^8in2g  _  Q^+Bpimg^e 
Pj  ""  Qx co82^-f  ßi  8io2d  ""  Qi  +  Äi  tang26 ' 

al80 

*) **"«^=  PoÄt-P|i?; 

folgt 

Ueberlegt  man  nun»  daaa^  wie  man  mittetet  einiger  bekanoten 
gOBiometilichen  Relationen  sogleicb  findet» 

rin(«^— tfi)sin(«4--ai)— 8in(«|--^8ln(a^-«4)Ä8ln(«i— «%)8in(«^^ 


ist,  so  erbSlt  mM  an«  dem  Obigf^ii  ohne  ^Ue  Schwiepigkeit: 

-*^Pi«n(«* — fl%)8in(«'4  — aj)(co«2«i— cog2fl%) 

—  ^^4610  («a—  «s)«!!!  («t — «s)  {«0*2«!  — CO8204) 
^^9^mn(«^*-<^)9in(«i*-«4)(co82iia  — co8  2c%) 

-^^(48ln(«s  —  fl%)6iD(«g^tf|)(C082a«  —  C082a4) 

—  ft  ^4  8*0  (a^ —  er j)  8ID  (a|  —  a^  (cos  2a^ — cos  2^4), 


PoÄi  — iP|Äo  =  — ^esisin(aa— a^)8in(a,— a4)(s 

— ^1  p3  sin  (Oji — «,)  sin  («4  —  o^)  (s 

—  ^^4 sin (oji  -  a^)  sin  (o^  —  «s)  (s 

—  ^^8  »'»  («a—  «s)  »«n  K  —  «4)  (» 

—  ^^4sin  (a^  —  o,)  sin  (a,  —  a{)  (s 

—  ^^4  sin  (a^ — fl^)  sin  (a^  —  o^)  (s 


n2a| — sio2o^ 
o2ff|  — sin2c^) 
n2a2-^  sin  20:4) 
o2a^  — sin2o3) 
n2o^ — sin2«4) 
n2c%— sin2a4); 


aliOy  wenn  man  die  Differenzen  der  Cosinus  und  Sinus  in  Facto- 
ren  zerlegt: 

PoQi  — i>i  Qt  SS     2^e^itt(o^--<%)8io(ai4«^iiin(ak^-«>^n(«,-fl(4) 

+  2^i^sin(a^— oi)8in(ax+a3)sin(ai  ^a^)9ATi{ct^-a^  ' 
■f  ^f4»'D(i%--«i8)sln(tfi  'f-«4)8in(«|-H)(^)0fn(fl%-«-a,) 
-{-2f^sin(a^-^o^sin(o24-oa)sio(c%— «^)sin(a|— 0(4) 

+  2^P4sin(a^— tf,)sin(iX2+«r4)8fn(flrs^c)r4)sin(a8  ~  <*i) ' 
+2^^slB(tt|'-«^)sin(cj%+a;4)sin(ag-»-tf4)sln(«i—o^, 

^oßi  —  i^  Äo= — 2ei  ^sin(as|— fl^)co8(a|  -f  aj|^8in(or,  — Os)sin(a|— «4) 

—2^1  p8«"n(«»-"«i)  cosf«!  +a8)»"o(ai— «s)«in(e?4— «a)  , 
— 2piP4sin(tt^— a4)cos(a,-fa4)sin(ff|— flr4)sin(aa-c^) 
~2^pj8ln(aa— as)cos(ai+a,)sln(aa— iJ%)8ln(ai-a4) 
—2^^4810(031— aj)eos(s^+fi?4)sln(a,—a4)sin(aj  -«|) 
— 2p,^4sin(ai-e^)co8(fl{afa4)sin(o^-«4)sln(«|— ft,); 

toi  setzen  wir  onn  der  Kflrze  wegen : 


188         Crnnerf:  '  üeber  die  Beittmmwn^  eHuM  durch  fünf 


^i) 


+  ^^8  »in  («!+«»)« 
•f  ^^  sin  (o^-f  0^)8 

•f^P48io((%-f  «4)0 


und 
3) 


.    JV=     |^i^iC08(ai -f  <%)8 

+  ?1^8«08(«|+a^)8i 

+  ^eiC08(a»  +  «s)8 

+  ^P4C08(a^  +  a4)8 
+  ^8^4<^ö«(«»  +  «^» 

80  ist  nach   dem  Obigen: 
4) 


n  (tfi  •^at)sin(fl%  —  «4) 
n  («1  —  og)  8in  (04— 0^ 
n  («1  — 1*4)  sin  (o^— c^) 
D(«a— «^)«n(«|— «4) 
n(«a^«4)«n(ij^— «,) 
n  («^ — (bJ  sio  («i  —  0^ 

n((y|— <%)8in(fl^— «4) 
«(«1  — «^)sin(«4— «^ 

n(«i  — «4)«5n(«t— «^) 

n(«t— «»)8«n(«i— «^ 
n  (o^  —  «4}  sin  (1% — «i) 

0(08 — o«)  sin  («1^1%); 


tang20  =  ^< 


Nachdem  man  mittelst  dieser  Fonnel  B  gefunden  hat,  ifisst 
sich  f  mitteist  Terschiedener,  aus  dem  Obigen  sieb  usmittelbar 
ergebender  Formeln  leicht  finden.  Die  einfachste  Methode  scheint 
mir  aber  die  folgende  zu  sein,  mit  deren  Entwickeinng  ich  mich 
daher  auch»  um  nicht  an  weitläufig  zu  werden»  f&r  jetzt  begnvi- 
gen»  und  nur  am  Ende  dieses  Paragraphen  noch  kurz  auf  die 
Berechnung  dieser  GrOsse  zurflcickommen  werde.  Aus  den  bei- 
den oben  gefundenen  Gleichungen 

(l  +  «)Po=— (1— e)«?oCOs2e  +  iifoslnM), 

(1 +  «)/>!  =—(l—c)(Qi  cos  2ö+Äisin2ö) 

erhSit  man»  wenn  man  etwa  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 
benutzt»  auf  der  Stelle : 


1-t 

}±5  =  — in2(» 


Po 


nod  (fihrt  mau  nun  in  diese  Fonnelii  die  aus  dem  Obigen  bekaon- 
ten  Werthe 


em,  so  erhilt  man  nach  einten  leichten  Redactionen: 

Nn  ist  8b«r,   wi«  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

—  ^,  ^  sin  (o,— fi^)  sin  («4  —  0^  sin  2(ffi  —  o,) 

—  ^  ^4  sin  (ö^— oj)  sin  (09—0,)  sin  2  («i  —04) 

—  te^«sin  («9 — «,)  sin  ((% — 0| )  sin  2  (a^— a^ 

—  Ps^4wn(«»— <*8)«n(«i— «a)«to2(«5— «4), 

alfls  ofeobar  nach  dem  Obigen,  wen«  man  der  Kurse  wegen 

+  Qi  ^4«»n  («s — «i)  «»"2  («1  —  «4) 

+  ^^sin(a| — fl^  sin2(€%  —  o^) 

+  e«^48«n(«»— ßi)»'n2(ai— a4) 

+  ^^4  sin  (tti  —  a^)  sin2  (ft, — «4) 
lelit: 

Hat  mso'  abcrr  nittelst  einer  dieser  beiden  Fiirmeln  7-=^  berech* 
net,  so  erbält  man  0  leicbi  mittekt*  der  Formel: 

TktU  XXTU.  IS 
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Aas  6)  erhilt  Man  a«ch  leicht ; 

8) }+i=±  ^ 


1-«     ~2Vil«  +  iVa' 

welcher  Auedruck  awar  von  %  ganz  unabhängig  ist,  es  abei 
entschieden  läset«  welches  Zeichen  man  zu  nehmen  hat. 

Setzte  man 

9)  .     .   £=     ^^coB(ai:^Oj|)8in(a|— a2)6in(flrs  —  o;^) 

+ ^1^1  CO»  («i  -^  «*)  «in  (<»i  —  <%)««  («4—  *%) 
+  ^1  ^4  cos  («1  —  04)  sin  («1  —  «4)  sin  («^ — Og) 
+  C«^cos(oa— aa)sin(flfa  — o^)sin(ai— 0^) 

+  eiP4C0»(«»— «4)ß'>n(«i*-«4)sln(«8— «1) 
+  ^8^4CC8(«8— «4)sin(a8— 04)sin(0|  — a^, 

so  wäre: 

l  +  €  IT  l  +  £  £ 

10)  .    .      ri=»«^26,    j^=:^^cos2ö; 

und  bei  der  Berechnung  der  Grössen  £,  M,  2V  wfirde  man  1 
nun  am  besten  auf  folgende  Art  verhalten : 

Man  berechne  die  Hülfsgrussen 

^  =  ^^^sin  (a|  —  a^sin  (09  —  04), 
Ä=  ^1  ^a  sin  («1  — og)  sin  («4 — c%) , 
C=^P48in(a| — 04)sin(a^— 0^), 
/>=  ^(»8  sin  (o^— «a)  sin  («j  —  «4) , 
JE  =  P294sin  («^ — «4)  sin  (oj — «i ) , 
F=^P4sin(«^--o?4)8in(ai  — «i); 
so  ist:  ' 

.   ir=    ^cos(«|^«a)  +  ^<)os(flr|  — c%)*|-Ccos(a|*-e(4) 

■ 

+  iDcos(^^iia)-f  £cos(os— «4)  +  Fcoe(aB*— «4) 

■ 

und 

Jf  =     ilsin  («1  +  «^  -f  jBsin(«i  +  «»)  +  C8ln(«i  +  a^ 
+  Dsin  (a^  +  a,)  -f  E6\n  (1%  -f  «4)  +  ''Bin  (o,  -|-  04), 
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-|-l>co8(c^-f  fl^)  +  jEcoa(c^  +  a^  +  Fcos  (0,-1-04); 
wobei  man  sich  aach  noch  die  folgenden  Relationen  merken  kann : 

Fr=2lÖ4,    E=2ifiSÄ,    ©««LiSG. 
QtQ*  (hü*  9*9t 

I 
I 

Zar  Berechnung  von  Xq,   Yq  bat  man  nach  dem  Obigen   ()i^ 
Gleichungen : 

2J[i,— 2erotaBg(Ö-«i)  ' 

=  — eitcp8(e— flri)  +  c8ln(a— tf|).tang(Ö— ÄC,)U 

2J[;>--2fFotang(ö-cg 
aas  denen  leicht 


U) 


-f  ^s8in(9~tf|)tcos(^as)*-f  £8in(^--%)*}, 

2t  Fo8in(ai— «^ =—  ^co8(Ö— o^)  {co8(Ö— «0*+  «  8in(d— «i')*} 

+  ^co8(«-«i)  Ic08(d-i%)*+f8in(e— <^«| 


oder 


12) 


+  easiB(ÖT-^ai){l+^^co82(ö-fl%)|, 
^  j^/^=-^co8(g— aa)tl  +  j^cos2(fl-g0} 

folgt   Berechnet  map  die  Hälfswjnkel  ii| ,  fi^  mittelst  der  Formeln : 

1  — e  1—« 

B)     iWlglH»=»1-T^CO«a(/*-«|),      tllllglf8C?|-q72C08a(d«-r^ 


i  t  > ') 


rad  setzt  der  Kfirae  wegen: 

13" 
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14;    Äi—       2V2.C08UI       •  ^*""       2v2.co8tt.       ' 
80  i8t: 

15)    .    .     J 

f  eFo=:AriCos(fi— Ot)  +  i^aCO8<0— «i). 

BekanDtlich  sind  J[^^  Fq  die  Coordinaten  des  Panktee  ilo  ^"^ 
Bezug  aof  da8  System  der  Axen  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  and 
Bo<!08^»  Ro^>"^  ^^^^  ^1®  primitiveo  Coordinateo  desselben 
Punktes.  Bezeichnen  wir  nun  die  primitiven  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  M^  9,  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten : 

RoCOsAo=X-|*-^o<^08(^-**  F^sin^, 
Ro8inAo=!|^*f  iE^slnd-f  FoCO80; 
also 


16)    .    . 


JI  =  RoCOsAo--^o^o*^'f  Fosind, 
y=BQsinAo — Jl^sind —  Focosd; 

und  folglich»  wie  man  mittelst  15)  leicht  findet: 

ix  s  Rq  cos  Ao^f  ^1  «in  «t -f  ^«sin  tti , 
y=RQ8inAo— i^icosoji — K^Qosai. 

Die  beiden  Halbaxen  a,  b  lassen  sich    nun  endlich   auf  fol- 
gende Art  berechnen»    Nadi  dem  Obigen  ist 

also 

und  folglich: 
17)    ...    .   a=VJ;,«+€Fo«,    b  =  ~=^\ 

wo  irtimer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  moss, 
jenachdem  <  positiv  oder  negativ  ist.  Berechnet  man  den  Hfllfs- 
winkel  e  mittelst  der  Formel: 
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18) 


tangr=:^Vl[c, 


Boist,  wie  mao  leicht  findet,    wenn  e  positiv  ist: 
J9)  .   .     II  =  vaL  abs.  r^-f    b  =  val.  abs.  -r-^  l 


C0S9 


sin  9 


iitd  weon  €  negativ  ist : 

■  10]  a=Tal.  abs.  — ^  Vcös2r,    ftnival.  abs.  -t-^Vcos^ü. 

coso  '  sino 

I 

Aus  den  beiden  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

0=  ei  8«n  («•  — «»)  l«ö»  (d— a,)*+ «sin  (d*-0|)*| 
-^^sin(a9 — «,){cos(d— a2)*+esin(d— oj)*} 
-f^ssiD(a|— cc2){cos(6— <%)'-f  esin(d  — cr,)S|, 

0=  ^sin(a^— aJ(cos(d — aj)*+esin(ö— <%)*l 
+  Ci"n(«4-"«t)lcos(ö— a8)«+€sin(6— «3)*) 
+  948io(aa-a8){cos(Ö— a4)«+fsin(d— 04)«} 


etabmao  auch,    wenn  der  Kfirxe  wegen 


!♦=  ^801(02— O3)cos(d—ai)* 
+ ft  »in(o^ — fl^)co«(d— c%)* 
+ Pi  «in(ofi— aa)cos(d— «s)*, 

C|=  tesin(o8 — a4)cos(ö— Oj)* 
•|-^8in(fl^^a^cos(^— a,)* 
+ ?4«n(«i— tti)cos(6 — «4)* , 


Fo=    eiSin(oi-iJ^)s 
+  ^8in(of8— «j|)8 

F,  =    ea«o(«8— «4)8 
+  ftsin(a4r-«2)s 


n(d-«i)« 
n(Ö— oa)« 

o(d-«3)*; 

n(Ö-T«a)*. 
n(Ö— of4)« 


8ö«W  wird: 

il)  .    .    . 


-     -^      .-     ^» 

^0  '^l 


erhellet  auf  der  Stelle,  dass 

Vo+K=^Po»     Ü»+Fi 


=  ^1 


st 
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5.4. 

Ueber  die  vorhergehende  AoflusuDg  sind  nun  aber  die  A>lgen- 
den  wichtigen  Bemerkungen  zu  machen. 

Da  man  von  dem  Winkel  0  nur  60  viel  weiss»  dass  er  zwischen 
0  und  360^  Hegt,  so  weiss  man  von  dem  Winkel  26,  welcher  durch 
die  Formel 

UM 

tang2d  =  2? 

bestimmt  wird,   nur  so  viel,  dass  derselbe  zwischen  0  nod  720^ 
liegt    Bezeichnen  wir  also  den  kleinsten  positiven  Wifkkel,  des- 

•mm 

sen  Tangente  der  Bmcb  ^  ist|   durch  2(d,  so  sind 

2(0,    2(0  +  1800,    2(o-f90Oo,    2io+54ao 
die  vier  Werthe,   welche  26,   und  also 

w,    (0  +  90^,    (»4-18(K^,    «  +  270^ 

die  vier  Werthe,  welche  B  haben  kann.    Bezeichnen  wir  den  dem 

1  +c 
Werthe  cd  von  6  entsprechenden  Werth  von   | durch    ^i,   so 

sind  nach  6)  die  den  Werthen 

CO,    co  +  900,    CD  +  180<>,    (»+2W 

von  6  entsprechenden  Werthe  von  t3~»  wie  leicht  ethelleil  wird: 

und  die  denselben  IVcrthen  von  6  eAtsprecbeoden  Werthe  von  1 
sliid  folglidi; 

gj— i      !i_+l      gi-l      £L+i- 

also,   wenn  wir  den  dem  Werthe  cd  von  6  entsprechenden  Wertb 
von  £  durch  c  selbst  bezeichnen: 

1  1 

«,    i-   «»   i' 

Bezeichnen  wir  nun  ftrner  dte  dem  Werthe  co  von  6  ent- 
sprechenden Werthe  von  Xq,  Y^  durch   JKq'  ''o  selbst,    ao  sind 
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nadi  II)  die  den  obigen  vier  Wertben  ?on  0  entsprechenden  Wer tbe 
voD  Xq,  Tq  offenbar: 

•Xo,    F©;     ¥q,  —  J^oJ    — ^0»  '^  *o>    "^'o»   -^o» 

nod  fiir  die  den  obigen  vier  Wertbeo  von  B  entsprechenden  Werthe 
?0D  M,  P  erhält  man  also  nach  16): 

BqCosAo — JiQ>co5io-f  FQsino» 
R^sin  Ao — Xosin  (o  —  Tq  cos  a ; 

R^wAo-  FoCos(ai+W>)— Jorfo(«  +  WO 

:=R0CosAo — ^cosoo-l-  Vq^^^^» 
RpWoAo—  Fo8in(»  +  90«)  +  J^oCosC»  +  90^) 

ssRosinAo^-S^sinco—  FqCosio; 

Roca8Ao+  2roC08(»  +  I8(r)—  Fosin(a>  +  180<>) 

=R„co8  Ao — JTo  cos  m  +  YqsIu  m, 
Ro Bin  Ao  +  JTo  sin  (a>  -^  18(K>)  i-  Focos  (» -f  ISO^) 

=RosinAo  — ^o^'ii^^x''"  FqCoscd; 

Roco«  Ao  +  Fo  cos  (<ö  +  270»)  +  JTo  sin  (co  +  27O<0 

=:RoC06Ao*— iiQ>eoso.«f  Fosin«»» 

V»nAo+  Fosin(«  +  270«)- J£;)CO»(a)  +  270o) 

Ä  Ro  »10  Ao  — -Xi)  sin  tt  •*- Fo  CO»  a? 
also  m  allen  Ffillen : 

X=:l{o<^osAo — X^coato  +  Fosino^ 
9  =  Ro»iaAo^  J^sioo — Focoso»; 

wonns  man  sieht,  dass  sich  (är  die  Coordinaten  des  Mittelpunkt» 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  in  allen  Fällen  ganz  dieselben  Werthe^ 
ergeben. 

FSr  die  den  obigen  vier  Wertben  von  6  entsprechenden  Werthe 
^'^  Ü9  i  »«hall  naB'  endlich  mittelst  de»  Obigen  nach  den  For* 
Witt  13)  die  Mgenden  Aiiedräcke; 


HK        erunertr  Otter  äle  BeMmnuMf  HHe*  dura*  '/Vn/ 

Ist  DOD  zuerst  e  positiv  nnd  der  gesachte  Kegelschnitt  also 
eine  Ellipse,   so  sind  die  AusdrCicke: 


offenbar  sämmtlicb  reell,  und  die  den  obigen  vier  Wertben  von  B 
entsprechenden  Wertbe  von  a,  b  sind  also,  wenn  wir  durch  a,  6 
selbst  die  dem  Wertbe  m  von  6  entsprechenden  Wertbe  der  bei- 
den HalbaaLen  bezeichnen: 

a,  6;    6y  a;    a,  6;    6,  o. 

Ceberlegt  man  nun ,  dass  nach  dem  Obigen  den  vier  Werthen 

«,    »  +  90%    i»+180%    e()  +  2?0« 

von  d  immer  ganz  dieselben  Werthe  von  Jf,  Tf  entsprechen,  und 
dass  daher  durch  die  vier  in  Rede  stehenden  Werthe  von  B  offen- 
bar bloss  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  be- 
stimmt werden,  so  ist  aus  allem  Vorhergehenden  klar,  dass  man, 
welchen  der  obigen  vier  Werthe  von  6  man  auch  fSr  9  setzen 
mag,  doch  immer  ganz  dieselbe  Ellipse  erhalten  wird,  welche 
durch  die  ffinf  gegebenen  Punkte  geht. 

Wenn  femer  b  negativ  und  der  gesuchte  Kegelsehnitt  also 
eine  Hyperbel  ist,  so  Ist  klar,  dass  immer  bloss  «ntweder  das  erste 
und  dritte,  oder  das  zweite  und  vierte  Paar  der  folgenden  Ansdriloke: 


0e§t§0i4  Fmuaepekemim  rifeitekatm  durch  Rtekmmff.     19? 


lirdie  beiden  Halbaxen  a,  6  reelle  Werthe  liefert»  wodarch  oee 
ei  Criterium  gegeben  ist»  mittelst  dessen  sich  immer  sicher  er- 
ktaotn  iSsst«  weiche  Werthe  man  bloss  ffir  6  setzen  darf;  dass 
es  aber  ganz  gleichgültig  ist,  welchen  der  beiden  Werthe  a,  a>-|-180^ 
oder  9+90^,  o-f  270o  man  fiir  ^setst,  ISIt  von  selbst  in  die  Augea. 


§.  5. 

lo  dem  Vorbeigehenden  ist  die  allgemeine  AuflGsang  unserer 
Aufgabe  enthalten.  Es  kommt  nun  aber,  was  bei  diesem  Gegen- 
«tande  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist,  darauf  an,  die  Fälle, 
io  denen  die  obige  Auflösung  aufburt,  anwendbar  zu  sein,  einer 
beaooderen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  wozu  wir  jetzt  fibergehen 
vollen,  nachdem  wir  die  folgenden  Bemerkungen  vorausgeschickt 
Ittben,  welche  Rlr  das  Folgende  von  Wichtigkeit  sind. 

Zoerst  bemerken  wir,  dass  keiner  der  folgenden  Sinus: 

sin(«x  — <%),    8in(tfi— «%),    sin(ai— «4), 

sin(o^  — Og),    sin(aj|  — «4),    8ln(c^ — «J 

reracbwinden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  ofenbar  zwei 
der  filnf  gegebenen  Punkte  mit  dem  als  Anfang  oder  Pol  ange- 
Donimeoen  Punkte  Aq  in  einer  geraden  Linie  liegen  wflrden,  wm 
mit  der  in  $.  2.  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht  drei  der 
fünf  gegebenen  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  sollen,  im 
Widerspruch  steht 

Femer  ist  zu  bemerken,  dass  auch  nie  die  Gleichung 

^lessin  («i  —  «2)  +  ih(h  «>«  (««—«»)  +  Q9Q1  »^n  («s — «i) = 0, 

oder  eine  ähnliche.  Statt  finden  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
itlie,  die  drei  Punkte  Ait  A^,  A^  in  ein^r  geimdea'- Linie  Mgeo 
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wQrdeiiy  wie  leicht  auf  folgende  Art  gezeigt  werden  kann.  Die 
in  Rede  stehenden  Punkte  werden  nämlich  imnier  dann  io  einer 
geraden  Linie,   deren  Gleichung 

ist,  liegen,  wenn  die  beiden  Gonstanten  G,  H  bo  bestimmt  wer- 
den können,  dass  sie  den  drei  Gleichungen 

zugleich  geniigen,  welches  immer  dann  möglich  ist,  wenn  die 
Bedingungsgleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  G,  H 
aus  den  drei  vonbergehenden  Gleichungen  erhält,  erf&llt  ist.  Diese 
Gleichung  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

also,  wenn  man  för  die  Coordlnaten  jt|,  9i;  r«,  9t;  Ts«  9»  ^^^ 
aus  §.  2.  bekannten  Ausdrücke  einfährt,  wie  man  leicht  findet: 

^esftSin  («1  — oj)  +  Q^Q^  8in(a,— «s)  +  QzQi  «in(i%— «i)  =  0, 
welches  die  obige  Gleichung  ist,  woraus  das  zu  Beweisende  folgt. 


§.6. 

Die  ganze  oben  gegebene  Bestimmung  der  durch  die  ffinf 
gegebenen  Punkte  gehenden  'EUipee  oder  Hyperbel  grfindet  «icb 
auf  die  Bestimmung  des  Winkels  26  mittelst  der  Gleichung 

tang2^^2^9 

welche  jederzeit  dann  nicht  möglich  ist,  wenn  zu  gleicher  Zeit 

Jlf  =  0,    N=:0 

ist,  so  4laa«  wir  also  diesen  Fall  zueral  betrachten  miisseu« 

Wenn  aber  zu  gleicher  Zeit  M=zO,  iV  =  0  ist,  so  ist  nach 
{•  3.  offenbar  auch  zu  gleicher  Zeit 

also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  zuerst  P| ,  dann  Pq  eliminirt: 

PoiQoRi-QiRo)  =  0,    Pi(QoÄi-ei«o)=0; 
folglkb  offenbar  entweder 


0en^etu  twoMe  peUMm  MtpiUdMtt^  durch  Heeknung.     i  W 
der 

Sei  also  suerst  zagleicb 

Po  =  0,     P,ö=:0. 

I  diesem  Falle  wird  den  beiden  GteichoDgen 

(l  +  a)Po=— (1— «)(OoC082ö  +  Äo8m2ö), 

(1  +  «)P,=— (l— j)(OiCo«2«+Äi8inM), 

Hf  d)e  bekaontlich  nach  §.  3.  bei  unserer  Auflösung  Alles  an- 
bafit,  fiir  jedes  6  genügt,  wenn  man  «=1  setzt,  woraus  man 
Hsioch  schliesst,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesnehte  Ke- 
{ilBchiiitt  ein  Kreis  ist.  Zur  Bestimmung  von  Äq,  Yq  geben  die 
üciebongen  11): 

2^sin(oi  — ag)  =  — ^8in(d  — «»)  +  to«in(d— «i), 
2Fo8iD(ai— c%)=— ^cos(^— a^  +  ^cos(d— Ol); 

idtt, weil  60  offenbair  t^rstattet  i^t,  6=0  so  setzen: 

2J!^sin(ff| — 1x9)=     ^isinoji— ^sina^, 

velcbe  Gleichungen,  weil  sin(tt|  —ni^  nach  §.  5.  nicht  vefschwin- 
^,  rsr  Xq,  Tq  immer  endliche  Völlig  bestimmte  Werthe  liefern. 
fir  2,  Tf  erhält   man  aus  16)   die   endlichen  völlig  bestimmten 

Berthe: 

X=RoCosAo— J^,    y=Ro«>nAo—  F©; 

^m  17)  erglebt  sich,  wenn  man,  wie  es  erforderlich  ist, 
(=1  setzt: 

i^dorch  also  aneh  der  Halbmesser  miseres  Kreises  «nd  daher 
'Kser  Kreis  selbst  jetzt  vollkommen  bestimmt  ist. 

Haa  kann  hier  noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  vielleicht  0=6=0 
verdeo  kznn.    Wäre  aber  « 

fl=6  =  V^*+Fo«  =  0, 
t  • 
10 wäre  IqssO,    Fo=0,   also  nach  dem  Obigen: 
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^8100^  — ^sinai  sO»    ^cosOji  — ^cosoi  sO; 

woraus  sogleich 

^i8in(«|— «>)=:0, 

also,  insoferD  nicht  pi=0  ist« 

siD(cr|--<%)=sO 

folgt  y  was  bekanntrioh  unstattliafl  isl.  Sollte  aber  ^  »  0  seiu, 
so  würde  der  Punkt  A^  mit  dem  Punkte  Aq  zusammenfallen ,  und 
es  wfirden  also  nicht  ffinf,  sondern  nur  vier  Punkte  gegeben  sein, 
was  auf  eine  neue  Aufgabe:  die  Bescltreibung  eines  Kegelschnitts 
durch  vier  gegebene  Punkte  führen  würde,  mit  der  wir  uns  hier 
nicht  bescbiftigen.    Daher  kann  nie  0  =  6=0  werden. 

Wena  femer 

ist«  so  wird  den  beiden  Gleichungen 

Qo  cos  20  +  Ro  sin  26  =  0, 
QiCOB'26  +  Rißw2e=0 

offenbar  zugleieb  genügt,  wenn  man  20  mitteist  einer  der  beiden 
Formeln 

tang2Ö=-^,    tang20=^^ 

bestimmt«  welches  aber  nur  dann  möglich  ist,  wenn  die  Grossen 
Qo»  ^K  Qi*  ^i  nicht  zugleich  verschwinden,  was  wir  also  för 
jetzt  annehmen  wollen.  Hat  man  nun  aber  20,  und  demnach  auch 
0,  auf  diese  Weise  bestimmt,  so  wird  den  beiden  Hauptgleichungen 

(l  +  0Po  =  -"O-«)(©oCos20  +  Äo«n20), 
(1+s)  Pi  =  —  (1  — 0  (Ol  cos20  +  Äisin20) 

genügt,  wenn  man  £  =  —  1  setzt,  woraus  man  sogleich  schliesst, 
dass  im  vorliegenden  Falle  der  gesuchte  Kegelschnitt  eine  gleich« 
seitige  Hyperbel  ist.  Zur  Bestimmung  von  Xq,  Vq  hat  man  nach 
11),  wenn  man  c  =  — l  setzt,  die  Gleichungen: 

2Äosin(ai— cx^= — p|Sin(0 — aj){cos(0— «|)* — sin(0~C|)*^5 

i: 

+  ^sin(0— ai){cos(0— oi)*— sin(0 — Oj)*!, 

2Fosin(oi  — oa)=     p,cos(0— a,){cos(0— «j)*— sitt(0— cti)»} 

—  ^cos(0--oi){cos(0— Os)*—- sin(0— m^'}; 
also : 
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IX^mniur-Hx^  =  -  ^««(ö-  a^)co«2(d-ai)+pisin{Ö-«t)co«2(^-ai), 
2  Fo  sio  (o^— «^  =    ^iCos(ö  -«8)0082(0-  «i)— eftC09(d— «j  )co82(d— o^); 


welcher  Glelchangen  man»  weil  8ifi(«^— -o^)  nickt  rer* 
schwindet,  fiir  JFo,  Fq  immer  endliche  völlig  bestimmte  Werthe 
erhSit    Zar  Bestimmung  von  Z,  ^  hat  man  nach  16)  die  Formeln : 

X=RqCosAo — -X0CO8Ö+  Fosinö, 
y=:R^8inAo — JLoaind —  Focosd; 

die  fitr  Z»  9  gleichfalls  endliche  vOllig  bestimmte  Wertbe  liefern. 
für  S  erhält  man  bekanntlich  eigentlich  vier  Werthe,  woraus  sich 
dum  auch  vier  Paare  von  Werthen  der  Coordinaten  X^^  Fq  er- 
ge^,  was  aber  bekanntlich  auf  die  Bestimmung  von  X,  Tf  gar 
kioeo  Eioflass  ausObt  Die  den  in  Rede  stehenden  vier  Wer- 
tbea  VC»  B  entsprechenden  Werthe  von  a»  b  sind  nach  $.  4.: 

VZo'-V.  VJIo«-Fo«; 

V-(^*--^»),    V-W-^n^); 
VAo«-Fo»,  V2;,«-Fo«; 

V-(Ao*-Fo«),    V-(Ao*-Fo«); 

osd  man  mof s  nun  ffir  S  immer  einen  der  beiden  Wertbe  setzen, 
die  Dir  a,  6  reelle  Wertbe  liefern;  welchen  dieser  beiden  Wertbe 
voD  6  man  aber  wählt,  ist  an  sich  ganz  gleichgültig.  Auch  hier 
lUst  sich  wieder  die  Frage  aufwerfen,  ob  a=6=0  sein  kann. 
Es  erhellet  aber  leicht,  dass  eine  gleichseitige  Hyperbel  sich 
ihren  Asymptoten  desto  mehr  nähert,  je  näher  ihre  einander  glei- 
chen Azen  der  Null  kommen.  ISollte  also  a=:A=0  sein,  so 
Bossten  die  fönf  gegebenen  Punkte  offenbar  in  zwei  sich  schnei- 
denden geraden  Linien  liegen,  was  unter  den  gemachten  Voraus- 
HtzQDgen  jedenfalls  unstatthaft  ist.  Daher  kann  nicht  a=:6=0  sein. 

Vorzflglich  mfissen  wir  nun  noch  den  Fall  betrachten,   wenn 

Q^j=o,  i?o=o,  e,=o,  Ä,=o, 

ttSmlieh  nach  §.  3. 

^  8b  (0%—«^)  co82c»i4-^sin  («g — tf|)  cos  2o^-f  9s  »In  (a!|— o^cos2fi%=Q, 
^ein(«^— a^)  sin2flr|-f  ^sin(a3— €ri)sin2a2-f-  ^sinCa^ — o^sin^e^stO, 
fisio  («^  -  «4)  cos  2a2 -f  ^  slo  («4 — o^)  cos  2cts -f  p4  sin(a2--a8)€os2a4=0, 
haa  (o^— «4)  sin  3fl%4  pg  sin  (er4— «^  sin  2as  +  Qi^i^'^o^)  ain3«4=0 
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iat»  v^raiMgeaetKt»  dass  diese  vier  GfteiebaBgefi  zosaninMHi  eadstl- 
ren  können,  worüber  wir  sogleich  in's  Klare  zu  kommen  sncben 
wollen.  Eliminirt  man  aus  den  beiden  ersten  Gleiebnngeti  Qi  ,  aoa 
d€^  b^idf  9  leisten  ^4,  so  erhält  man  die  beiden  folgendeo  GleicbvAgen  : 

^aSinCcf,  —  «|)sin2(a|  —  aa)+^sin(a|— «^8in2(ai — (%)=0, 
^s^in  («8  —  ci^)6in2(a4  —  o^-f  ^  sin  (1x4 — aj^8in2(o4 — c%)=0 

oder 

I  ^cos  («1 -^  «%) — es  CO«  («I  —  03)  I  »5n  («i  —  «^  sin  («^ -*- «i)  =0, 
{^cos(oi^'— a«)-— e3<;os(o8— a4)}sni(o^--a4)sin(o^ — oJ^O; 

h\»o,   weil  keiner  der  Factoren 

sin(o^-^a^,    sinK—u^),    amia^^^,    miu^^m^ 

verschwindet : 

^^os(«|  — a9)^^cos(ai~o^)=q, 

^cos(<%— a;^)— e»  <:o8(o^-^«4)=0; 

also,  wenn  man  ^9  eliminirt  und  bedenkt,  das«  |^  nicbt  ▼er- 
schwindet : 

e08(<ri— Os)C0S(«8  —  «4)  — COS(tt|— Os)C08<«| — 1»4)£='0, 

oder,    wie  man  leicht  findet, 

sin  (ttj  —  «4)  sin  (o^ — «^)  =  0, 

und  folglich 

s(n(cr| — a4)=0  oder  8m(a2—ci^)=0, 

was  unstatthaft  ist;   daher  können  die  vier  Gleicbttsgen 

0^=0,    Ro=0,    Oi=0,    Bi=0 

ilicbt  zusammen  existiren,  und  es  giebt  also  im  vorliegenden 
Falle,   wo 

ÖoÄi  — öiÄo  =  0 

ist,  immer  eine  durch  die  ttinf  gegebenen  Punkte»  von  denen 
nicht  drei  in  einer  geraden  Linie  liegen,  gehende  gleichseitige 
Hyperbel, 

Bfali  kann  sich  endlich  noch  die  Frage  vorlegen»,  ob  ziigleicb 


'  »  ,1 
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sein  kaoo.  Nebmeo  wir»  diu  diese  Frage  su  beantivottiaii ,  4lie 
drei  Torstehenden  Gleichungeo  als  erfilllt  an  aod  bestimmen  aus 
der  ersten  ^|Siii(c% — Og),  aus  der  sweiten  (48111(09—03),  und 
fiihreo  die  erhaltenen  Ausdrucke  in  die  B.rflche 


TT    und    -B^ 

Kq  Kl 


öOy  SO  erbalten   wir: 


Qq  _  gfSinCo^ — fli)(cos2o9 — cos2o,)  -f  (3  sin(ot — Oa)(co82cifa — co82o| ) 
l^""  ^8in(a8  — Oj)  (sin2iX2*-sin2o|)  +  p,  sin(o^ — a2)(fiin2o3«-«in2o|)' 

Qi  _  gtsin(g3 — a^  (€082«^—  COS204)  -f  g»sln(o4~0£)  (cas2i% — COS204)  ^ 
Äi "  ^  sin(aa — 04)  (sin2o2— 8in2o4)  +  ^3  8in(a4-'Os)  (8in2o3^sin  2014)  l 

aiso: 

<?o_     >gag'P(«i  +«2)""  e8g'"(«i  +  «a)l  «'"(«!  — «g)sin(o|  --o,) 
Ä^—     J  ^co8(0|  +  oa)  —  ^C08(o|  +  oj)  I  sin (oj  —  a^  sin (oj  —  a^)* 

Ol         >  gi8in(oi  +  «4)  ^  ^  g'P («»  +  «4) I  ««"  («2  — «4)  «'"  («8  —  «4)  . 
Äi""     teaCO^(<^+^4)  ~  ^co8(o^  +  04))  sin (o^  — cj sin (03—C4)' 

feigMeb,   weil  ketBer  der  FaetAren 

8in(oi — Oj),    sin(oi— 03),    sin(o^  — 04),    8in(o3— 04) 
Terscbwindet : 

Qo  __  ^»fa  («1  +  fl^)  —  fa  8'" («1  +  «a) 
Ä^  ^oos(0|-f  fl^-»^  cos  (oi  4-03)' 

^1  ____fgsia(oa-fc4)«>>f|Sin(K3  4-C4)  . 
Ä|  ftscos(oa  +  04)  -  paCosCo^  +  «4) ' 

also,  wegen  der  dritten  der  drei  vorausgesetzten  Gleicbnngen: 
MiP(«i-f*^)-^™(«i4<h)_g»8»n(i%4tf4)"^»i«'p(<%4g4) 

fiC0S(«i+«2>-^C0S(Oi+O,)        9dGeS(«B3-|-€r4)---p4CO0(l^^O4)  ' 

woraus  man  mittelst  leicbter  Rechnung  die  Gleichung 

lea^+Äp8-2e»p8CÖs(o,-c^)|8iD(oi— O4)=0, 
^1  weil  sin(0| — 04)  nicht  yersebwindet,  die  Gleichung 

erhSlt    Nun  ist  aber. 
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woraas  man  mittelst  leichter  Rechnang 


^t^s*  =  eae»  +  PöÄ— 2^Ps  cos  (<Ka— 1%), 
folglich  nach  dem  Obigen 


A^A^  =  0 

erbUt,  waa  ungereimt  ist,  weil,  wenn  diese  Gleichung  Statt  finden 
sollte»  die  Punkte  A^  und  A^  zusammenfallen  mflssten»  also  nicht 
lauf 9  sondern  nur  vier  Punkte  gegeben  sein  würden.  Daher  kann 
nicht  zugleich 

sein. 


§.  7. 

Wenn  nun  aber  auch  M,  N  nicht  zugleich  yerschwinden  und 
daher  6  bestimmt  werden  kann ,  so  erfordern  doch  die  Fälle»  wenn 
dann  c  entweder  unbestimmt  ansf&llt,  oder  verschwindet,  oder  od- 
endlich  wird,   noch  eine  besondere  Betrachtung. 


Nach  21)  ist 


'-      Fo*     '-      F/ 


und  c  wird  also  nur  dann  imbestnnnit  aos&llen,  wenn 

Uo=0.     Fo=0.     ü,=0,     F,=0 

ist,  wobei  zugleich  leicht  erhellet,  dass  diese  Gleichungen,  weoo 
sie  (iSr  einen  der  vier  Wertbe  von  6  erfüllt  sind,  jederzeit  fSr  alle 
vier  Wertbe  dieses  Winkels  erfüllt  sind.  Aus  den  vier  obigeo 
Gleichungen  folgt  aber 

üo+Fo=Po=0,    Pi+F,=Pi=0; 
also 

PoÄi— ^'il^o^— 2Wsin(c^-.i^)  =  0; 
folglich,   weil  siD(oa — c%)  nicht  verschwindet: 

iIfcsO,    iV=0; 
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was  der  Vnraussetzong,  dass  üf »  N  niebt  sttglekh  vefsebwinden 
«olteo,  wid^spriebt.  Wenn  al«o  M^  N  nicht  sugleich  Terscb win- 
den, wird  €  nie  unbeatimmt  ausfallen. 

Wenn  z  för  einen  der  vier  Werthe  von  &  verschwind  et  >   so 

verschwindet  e  offenbar  auch  für  den  um  180®  von  diesem  Wertbe 

TOD  B  verschiedenen  Werth  dieses  liVinkels,    und  fOr  die  beiden 

inderen  Werthe  von  6  wird   €   unendlich;    und   wenn  e  für  einen 

der  vier  Werthe  von  B  unendlich   wird,    so  wird  e  offenbar  auch 

lor  den  um  180®  von  diesem  Werthe  von  6  verschiedenen  Werth 

dieses   Winkels   unendlich  ^   und  für  die  beiden  anderen  Wertbe 

toB  B  verschwindet  t.    Hieraus  sieht  man,    dass,    wenn  z  i'iber- 

bupt  verschwindet  oder  unendlich  wird,  es  immer  für  zwei  um 

)Sß^  von  einander  verschiedene  Werthe  von  B  unendlich  werden 

wvd,   so  dass  es  also  genügt,    bloss  diesen  Fall  an  betrachten. 

Nehmen   wir  nan  demzufolge  an,   dass  e  für  zwei  am  180®  von 

einander  verschiedene  Wertbe  von  B,  die  wir  durch  ö  und  c3-f  180® 

bezeichneD   wollen,    unendlich   werde,    so  sind  flir   diese   beiden 

Wertbe  von  B  die  Gleichungen 

Fo=0,     F.r=0 

erfüllt.  In  diesem  Falle  lässt  sich  aber  durch  die  fünf  gegebe- 
■cn  Punkte 

toaier  eine  Parabel  beschreiben,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 
Zv  dem  Ende  bezeichne  man  den  Parameter  der  gesuchten  Pa- 
rabel dorch  p  und  nehme  deren  Scheitel  als  Anfang  und  ihre 
Axe  als  den  positiven  Theil  der  Axe  d^r  X  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  XT  an,  in  welchem  man  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  F  so  annimmt,  dass  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  X  durch  den  Coordioatenwinkel 
hindurch  za  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  F  zu  gelangen,  * 
Dach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man 
fich  bewegen  muss,  um  im  primitiven  Coordinatensysteme  von 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Coordinatenaxe  durch  den  Coor- 
dioatenwinkel hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Coor- 
dinatenaxe zu  gelangen.  Die  Coordinaten  der  fünf  gegebenen  Punkte 

in  dem  Systeme  der  XT  seien  respective: 

Xf^f   fo»     -^i »   '1 ;    -^a>   ^2?     ^B*   *3 5    X^f  J4. 

Von  dem  Scheitel  der  gesuchten  Parabel  ziehe  man  eine  mit  dem 
pofiitiveB  Tbeiie   der   ersten    primitiven  Coordinatenaxe   parallele 

TkeflXXYJI.  U 


206         Gruntri:   üeker  die  Be$mmmH^  einei  ämreh  fänf 

nnd  gleich  geridilMe  gerade  Linie  e«ft  und  beceiohiie  den  ait 
dieser  Linie  von  der  Axe  der  Parabel  eingesehloBseoeiif  auf  ge- 
wöhnliche Weise  von  0  bis  SeO^*  gezahlten  Winicel  durch  6;  so 
hat  man  auf  gana  ähnliche  Weise  wie  in  $.  3.  die  folgenden 
Gleichungen : 

t  Io  +  ^8in(ai  — ©)P— pUto+^j  cos(a,— 6))=:0, 

|Io  +  ^8«n(a^  — e))«-p|jro  +  e8cos(«3  — 6)1=0. 
JJo  +  P^wnCa^— 6)1«  ^p{2;>  +  ^4Cos(a4— 0)1=0. 

Zieht  man  die  erste  dieser  fünf  Gleichungen  von  den  vier  ande- 
ren ab»  so  erhfilt  man  die  Tier  folgenden  Crlelchungen ; 

2Fosin(e-«i)— ^isin(©'-ai)«+pcos(©-fl^=0, 

2FoSin(e— oj)— ^sin(©— «8)«  +  pcos(6— tt^==0, 

2Fosin(e— og)— P8  8in(e-tf,)»+pcos{e— «^)=0. 

2Fosin(e-a4)— ^4  8in(©— a4)«+pco8(e— 0^=0. 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  nach  der 
Reihe  mit 

sin (a^—a,)»    sin(a8— a^),    6in(«|  — o^; 

die  drei  letzten  mit 

sinCog  — Oft).    ain(a4— oj),    sin(o^— 0%); 

und  addirt  dann  in  beiden  Fällen  die  Gleichungen  zu  einander, 
so  erhält  man.  weil 

sin{ot-*«a)sin(6  — «i)+8in(a8  — «i)siB(6 — a^ 

+ sin  (o|  —  oa)  sin  (6— o,)  =  0, 

sin(a^— <%)cos(6 — «i)+  sin(«^— «i)ces(0— <%) 

-f  sin(a| — tt^cos(6-*o^)  r-0 
und 

sin  («8  —  «4)  sin  (6— 0^)  +  sin  («4— oj)  sin  (6—1%) 

-f  sin  (a^— 0^)  sin  (6<— 04)  =0, 

sin  (or,  — «4)  cos  (6 — a^+sin(«4  — aj|)cos(6— ofj) 

+  siB(i^— «%)ee8(6-«flr4)  =0 


M.  4te  MiImi  l(ilg«iideii  ClMefckiogeo: 

^8io  (^  — «4)  8io(Ä— ftj)«  +  ^  6in  (of4— «a)8!ii(0— «li)" 

-f  p4  sin  («2 -« «,)  sin  (O -- 04)*  =  0 ; 

«od  die  Möglichkeit«  dnrch  die  fiSnf  gegebenen  Punkte  eloe  Para- 
bel sn  beschreiben,  hangt  also  davon  ab,  dass  sich  B  so  bestim- 
meo  lässig  dass  diese  beiden  Gleichungen  erßllt  werden.  Weil 
«n  aber  nach  der  Voraussetzung,  für  6=zo  und  6  =  Q  +  180^, 

Fo  =  0,     Fi=0 

ist,  so  ist  klar,  dass  auch  die  beiden  obigen  Gleichungen  erfflllt 
werden,  wenn  man  6:=q  und  8^=3  -h  180^  setzt,  wodurch  die 
bahaHfiCttte  MegUchkeit  der  fieschreibong  einer  Parabel  durch  die 
faaf  gegebenen  Punkte  im  vorliegenden  Falle  im  Allgemeinen  er- 
wiesen ist.  Zur  Bestimmung  von  p  und  Y^  erfaSit  man  ans  den 
ebigea  GletciNuigen  leicht  die  folgenden  Formeln: 

^1  sin(8— ffi)*sin  (9— «2)  —  ^sin(6«^aj)*sio(9^ai) 

'^  Sin  («1  —  02) 

y  Qi  sin  (9— cf|)*co8  (9— cr^)  —  q^  »in  (#—  ft^)^cos  (9-Htft)  ^ 

bei  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  sin(er|^— cie,)  nicift  verschwin- 
det, l^eicht  erhellet,  daas  p  ßr  6=sq  und  9=6  4-180^  abso- 
lut gleiche,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe 
erhih;  und  da  nun  p  seiner  Natur  nach  positiv  ist,  so  kann  nie 
ein  Zweifel  bleiben,  welchen  der  beiden  obigen  Werthe  man  (&r 
B  in  setzen  hat    Endlich  findet  man  Äq  mittelst  der  Formel 

V    ^o    . 

tnd  die  primitiven  Coordinaten  X,  y  des  Scheitels  der  Parabel 
er^ben  sich,  wie  frflher  die  primitiven  Coordinaten  des  Mittel- 
ptuikts  der  EMfpst  oder  Hyperbel,  mittelst  der  Formeln: 

Z£=n^cosAo— ^A^cosO-f-  FosinO, 

VemAglich  entsteht  nun  noch  die  Frage,  ob  p  verschwinden 
bau,  well  tnan  nur,   wenn  dies  nidit  der  Fall  ist,   M»  ^0  eineD 
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endlichen  vOllig  bestimmteo  Werik  «rbiU.    Oarch  EUnuwitkm  m 
Fo  aus  je  zweien  der  vier  Gleichungen : 


2ro8 
2Fo8 
2FoS 
2Fo» 


ii(6 — «i) — pi8in(^< 

nO — as)^^a^i"(®' 
a  (9-—  a^)  —  ^3  »in  (ö  - 
ii(0— oit)  — P4»jn(8 


•a4)*  +  ;icp8(6- 


0, 

0. 
0, 
0 


erhält  man  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 


;7sin(ai— Oft) 
p  sin  («1—1%) 
psin(tt|*-a4) 
p8in(öa— oj) 

psin(cx3— 4x4) 


J  Ol  8in(ö— «i) 

|^sin(e-«,) 

{^i8in(Ö— cfi) 

i{p2sin(6— et)) 

l^sinCe-cTs) 


p2  sin  (ö— oj)  I  sin  (ö— «j)  s 

.  p,  sin  (ö— ö»)  1  «in  (ö— «i)  » 
P4sin(ö— a4)|sin(6— ai)s 

^  sin  («—<%) !  «In  (ö— «»)  si 
•  p^sin  (ö— «4) }  sin  (ß—a^  s 
^4  8ln(^— «4)  \  «In  (®— <^)  s 


n(6— «3), 
0(6— «4), 
n(e-ai), 
n(6 — 1H4), 
«(©-«4); 


und  wSre  also  p=0,   «0  wäre: 


|pisin(8 
I  pi  sin  (6- 
J^aiu(e 
tp^sin(8 
Ip4sln(« 


«1)- 
«.) 
«.)■ 
«3) 


-P28io(^ 

P3  sin  iß ' 
P4sin(9- 
p3  sin  (S 
P4sin(6- 


i  p3  sin  (©  -  «s) — ^4  8«n  (® 


•«8)1« 
«4)1S 

«4))S 


n(e 

n(e- 

n(e- 

n(6- 

n(e 

n(e 


•ai)sln(6 
'ai)sin(© 
«i)sin(6 
as)sin(© 

«3)sin(d 


•0 


—4)= 


0, 
0, 
0, 
0, 
0. 
0. 


Zwei  der  GrfiMen 

siuCe— «i),    8in(e— «»),    sin(e— «,),    sin(9— s«) 

kennen  nicht  verschwinden;    denn  wäre  etwa' 

Bln(e_  (t^)  =::  sin  6  costtx  —  COS  6sto  a^  =  0» 
s-iQ(9_a^=sin©cos«2— cos©sin«t=0; 

so  wäre,    wie  man  leicht  findet,    wenn  man  an«  diesen  beidtn 
Gleichungen  zuerst  cosö,  dann  sin  6  eliminirt: 

sine  sin  (c(i**-as)  =  0{    coa6sin(«i  — o^sO;      . 


9e9tk€me  Punkte  gehenden  KegeUeknitte  durch  Jlechnung,     90O 
tko,  wttl  8iD(a| — «2)  flicht  veraehwiDilet, 

was  ODgereimt  Ist,   weil 

«ln«*+co8#»=l 

»t.   Verschwände  alao  voü  den  vier  GrSsee» 

»10(8—0,),    ein(e— «j),    8in(e— «3),    »ln(«— a^) 

eine»  etwa  iiin(6— «i),  so  wOrden  die  drei  aodereo  nicht  ViK- 
ickwiadeB,  und  aus  de»  sechs  obigeo  Gleichungen  folgte  dann: 

^8in(6  — «a) — ^8in(9— as)^^' 
^  sin  (6 — eej — ^48in  (ö  —  «4)  =  0, 
^sin(6— eiy)  — P48iB(9— a4)  =  0; 

drei  Gleichungen,  von  denen  eine  jede  eine  Folge  aus  den  bei- 
deo  anderen  ist  Die  betdeo  ersten  dieser  Gleichungen»  bringt 
nan  leicht  auf  die  Form: 

((ftCos  a^ —  Q^  cos  «3)  sio  B — {q2^\  n  ce2  —  ^8  sin  «,)  cos  6=0« 
(91  cos  «9 — ^4  cos  04)  sin  6  ^  (pa  sin  «^  —  ^4  sin  04)  cos  6  s=  0; 

ibo,  wenn  man  zuerst  cos  8,    dann  sin  9  eliminirt: 

tPihnn(at  —  o,) -f  ^P4sin (a,  —  04)  4  p4^sin (a4^a2)}sin 8  =r  0, 
ifift «D («,  —  «a)  +  ^9^4 sin (a, —«4)  -I-  P4^sin  («4 -^o^  |cos  8  =  0 ; 

folgiicb,   weil  nie  zugleich 

8fiie=rO,     co»e=:0 

ist: 

9i9isin(a,— a,)  +  ^p4»«n(«8— «4)  +  P4fti»«n(«4— ««)  =  0; 

diker  würden  nach  §.  5.  die  drei  Punkte  A^,  A^,  A^  in  gerader 
l^e  liegen,    was  der  Voraussetzung  widerstreitet     Hieraus  er- 
\    P^t  sich  noDy   dass  Iceine  der  Grossen 

sin(e— Ol),    sin(e~as),    sin(e— o,),    sin (9 -04) 

:    vfticbwiDdet;   vnd  ans  dem  Obigen  erhält  man  alsa  die  sechs 

1     ötidiungeo: 

I 
f 


tlO         Crunert:    Vtber  die  B4$timmuM§  tiuea  ä^n^  f9mt 

^i8in(6  — cr|)-^,$ia(0^«3)=0, 

^j6iD(6-— flCi)  — 948in(9  — «4)e=05 

p^sio  (6— oe^  -*-  ^  «in  (© — oj)  =0, 

dU  aber  offenbar  alle  in  den  drei  Gleiehaugen: 

^|8in(ö— «i)  —  pa8in(©— a2)==0, 
Pi8in(ö  — et,)  — p3  8in(6— «3)=0, 
p|8in(6  —  «i)  — ^4  sin  (6 — «4)  =  0 

enthalten  sind.  Aus  diesen  Gleichungen  schliesst  man  auf  gl 
Ähnliche  Art  wie  oben,  dass  sovrohi  die  Punkte  A^^  A^,  A^;  i 
Hoch  die  Punkte  Ai,  A^^  A^;  als  auch  die  Punkte  Ai,  A^,  / 
dass  also  die  vier  Punkte  Ai,  A^,  A^y  A^\u  gerader  Linie  lieg 
müssten,  was  wieder  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Hiera 
ergibt  sich  also,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  c 
p=:Q  werden  kann»  und  dass  sich  daher  iq  yorUegenden  Fa/ 
wenn  man  nämlich  für  tang  2^  einen  völlig  bestimmten  Wei 
findet,  und  «  vefsckwindet  oder  miendlicb  wird»  durch  die  fi 
gegebenen  Punkte  Aq^  Ai,  A^,  A^,  A4  immer  eine  Parabel  b 
Ifisst. 


5.  8. 

Wenn  nun  aber  auch  keiner  der  vorher  betrachteten  fUl 
eingetreten  ist»  so  kann  man  immer  noch  fragen,  ob  o=0,  u( 
also  nach  §.  3.  auch  6  =  0  werden  kann.  Wenn  aber  a  =  0  tt 
so  ist  nach  17) 

also 


o* 


wo  weder  X^,  noch  F^  verschwindet»  weil  keiner  der  vorher  bi 
liachteltn  Filke  eiagetreleo ,  also  s  weder  «sbestknml  awgcfiftilei 
noch  der  Nall  gleich ,  noch  unendlich  geworden  sein  aoH«    Für 


itnkmu  Pumku  gdkenäem  JCig€i$eJMtt»  durch  ü^Unum-      %l  1 
ift  rao  nach  §.  3. 

llj;+Cco«(ö-«,)|co8(«—,')=-^WFo-ft«Jn(Ö-«i)l«''>(*-««). 

■■0 

|2j;+^4Coe(ö-a  J  Icos  (Ö— «4)=— ^12  ro-e4«n(ö-«4)!  »in(»-«4); 

*  0 

aUo: 

=  (>il  Ao««in(ö-«i)*-  Fo*co»(6-«,)*l, 
2AoFolli8io(d— «,)+*FoC08(d— aj} 

li;>FotJIQ,8iD(Ö— «,)+  FoC08(6-«,)) 

il^FQt^8ii|(0  — ci^i^  Focos(ö— 0^)1 

Zserst  i8t  mi^  s«  bemeslieii ,   dass  nidit  ztrei  der  GKSssen 

-X„«"n(ö^«i)+  FoC08(ö--«i), 

JTo^'Mö— ««)  +  ^0  CO«  (Ö  —  «f)» 
-Xa8iD(ö  — «3)+  Focaa(ö— «j)r 
XQBm(0'-a^+  YQC08(d — «4) 
verachwinden  kGonen;  denn  wäre  etwa 

J(;>sin(ö— «i)+  Foeo8(d— •i)=0,' 

•0  Wirt,  vrie  man  auf  der  Steile  darch  Elimination  yoo  Fq  erbftlt: 

J^  ein  («1  —  «s)  =  0  9 
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also,    weil  X^  nicht  verschiviiidet, 

«in(«,  -  «a)=0, 

WM  gegen  die  Voraussetz ang  streitet.  Also  werden  jederzeit  drei 
der  vier  obigen  Grössen  nicht  verschwinden,  and  sind  nan  diese 
drei  nicht  verschwindenden  Grossen  etwa: 

A^)Sin(d  — ce|)-|-  FoC08(d— «i), 

Aosin((9— «2)  +  FoC08{d— «a), 
J£i)8in(ö— aj)+  FoCOs(Ö— «s); 

so  folgt  aas  den  Gleichungen 

2:!roFol-Xo8in(Ö— «i)+ FoCos(d— Ol)} 

=  Qi[X^^ sin (Ö - «i)« -  Fg« COS (Ö— «i)«|. 
2A;jFol-X;,sin(Ö-«2)+ FoC08(ö-«2)) 

=  ^2i;i:o*8in(d~«J*- Fo«co8(0— «,)«}, 
22oJfo{^«n(Ö-«i)+ Focos(ö— «»)| 

=  ^  |J[;>«sin(ö-.a,)«—  Fo»eos(d-^*,)«| 

durch  Division  mit  den   drei  vorstehenden  GrSaaen: 

2X^Tq  =  Qi  I JlosinC^— «1)—  Focoa(0— ai)), 
2JroFo  =  e»«-Xi)«n(ö-«i)— FoCoa(Ä-«J|, 

2i;>Fo=  PS  { j:o«n(d-«i)—  FoCO»(ö- a,)|; 

oder: 

2  8in(Ö — ai)       cos  (6  —  «t) 

^  —  g'P(^""««)       cos(^ — gj 

^ 8in(6— gg)  ^  cos((9--gt), 

Ps""  Fo  -Xo 

also  9  wenn  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

8in(a9  — o^)»     sin(as-^a|),     sin(«i— o^) 

roultiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,   weil»    wie  wir  schon  10 
§.  7.  gesehen  haben: 


§e§€beme  Funkte  9ekendm  KegeUehntfU  durch  Rechnung.     )13 

•m(«,--H)«lo(Ö— <H)+8lo(Ä8--^)«itt(Ö-Hia)+8iD(«i— «t)«in(d--«8)=0, 
•iD(«t— «ij)co8(6— «i)+8iD(a»— «i)cos(ö— «a)+8io(«i— «4)co»(ö— «t)=0 

ist. 


8in(aa— «>)       8in(g,  — gQ        8in(«i— aa)_Q 
^i  te  9s 


oder 


^,ft8in  («1  — ««)  +  9s^  8in(«a— «3)  +  q^^x  sio  («»— «1)  =  0, 

wiraas  sich  nach  §.  6.  ergiebt,  dass  die  drei  Punkte  Ai,  A^,  A^ 
io  gerader  Linie  liegen  mQssten,  Da  dies  gegen  die  Voraus- 
•etzoog  streitet,    so  kann  nicht  a  =  0  sein. 

Ich  habe  mich  in  diener  Abhandlung  bemfihet,  alle  möglichen 
F&lle  sorgf&ltig  zu  unterscheiden,  und  Formeln  zu  entwickeln, 
dorch  welche  die  Bestimmung  eines  durch  fünf  gegebene  Punkte 
gehenden  Kegelschnitts  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leicht  roGg- 
lieb  ist,  indem  mittelst  dieser  Formeln  die  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt der  Lage  und  GrSsse  nach  bestimmenden  Elemente  un- 
mittelbar aus  den  rechtwinkligen  oder  polaren  Coordioaten  der 
(ttof  gegebenen  Punkte,  ohne  irgend  welche  Zwischen- 
rechaungen»  abgeleitet  werden  k5nnen. 
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Ueber  einige  Lehrsätze  der  Statik. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  Minding 

an  der  Univervität  za  Dorpat. 


■  ■^  py  ^«^— — ^^i^r* 


Ü^rSatzvoii    Chaales.  . 

Ein  sehr  bekannter»  von  dem  vorgenannten  Rfathemafiker  gc' 
fundener  Satz  betrifft  das  Tetraeder,  welches  z^ef  Kräfte,  & 
einem  gegebenen  Systeme  von  Krfiften  an  festverbündenen  Aa 
griffspunkten  gleichgelten,  in  so  fern  diese  in  gewohnter  Welar 
durch  Linien  dargestellt  werden,  zu  gegenüberstehenden  Kantet 
bat.  Dieses  Tetraeder  hat  nämlich  stets  denselben  Inhalt,  ivfe' 
auch  das  gegebene  System  durch  zwei  Kräfte  ersetzt  werde. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  welchen  Herr  Professor  Hdbiai 
im  vierten  Bande  des  Grelle'schen  Journals  und  in  sA 
nem  Lehrbuche  der  Statik  S.  122.  roittheilt,  beruht  darauf, 
dass  das  Tetraeder,  wovon  die  Kräfte  P  und  Q  zwei  gegenüber* 
stehende  Kanten  sind ,  oder  das  Tetraeder  (P,  Q),  dem  Produkti 
aus  der  einen  dieser  Kräfte,  z.  B.  Q,  in  das  statische  Moment 
M  der  anderen  Kraft  P>  in  Bezug  auf  eine  durch  Q  gelegte  Ax^ 
genommen,  also  dem  Produkte  Q.M  proportional  ist  Führt  man 
aber  die  Mittelkraft  R  von  P  und  Q  und  das  Moment  V  des  an^ 
ihr  senkrechten  (also  kleinsten)  zugehörigen  Kräftepaares  in  di< 
Betrachtung  ein,  da  bekanntlich  beliebige  Kräfte  sich  immer»  uod 
nur  auf  eine  Weise,  auf  eine  einfache  Kraft  nebst  einem  daraul 
senkrechten  Paare  bringen  lassen,  —  welche  GrSssen  freiUch  auch 
in  besonderen  Fällen  den  Werth  Null  haben  können,  —  so  ent- 
spricht jenes  Tetraeder  auch  eben  sowohl  dem  Produkte  R.  F. 
Da  nun  aus  dieser  zweiten  Auffassung  des  Tetraeders  (P,  Q)  der 


ob%#  Lekaalft  ga»z  onmitteliiar  ab  sich  v«ii  aelbsi  ▼w«t«hend 
karroifclit,  wlkrtod  er  an«  des  aadereii  erst  aaoh  AobtaUaag 
schwer  Glaiehmgftt  durcb  Elimiaatioii  gewoonaa  wkd;  ad  liabt 
ich  geglaabt»  diese  eioGsiclH!  Bameikni^;»  weiehe  ich  aehoa  tor 
Titlea  Jalireo  geiMuekly  iaawischen  aber  airgenda  aaagaapvocbaa 
gdonden  habe,  den  Freunden  aolcber  statiacher  Betracktangea 
▼erlegen  an  dCErFen. 

Es  aelen  (Taf.  V.  Fig.  70  JB=.P,  CDz=zQ  die  beiden  Kräftew 
u  des  Angrüapankten  A  und  C  (Der  l^eaer  denke  aich  ABC 
ia  der  Ebeaa  des  Papiers  i  D  ausaerlialb  dieser.)  In  C  bringe 
«aa  zwei  der  AB  parallele  nud  gFeicba,  einander  en^egeageaetzt^ 
bäfie  CB'  und  CB"  an«  wovon  die  erste,  der  AB  gleichstim^ 
ii%e,  flüt  CD  xuaamiaengeaetzt»  die  Mittelkraft  CEpii2  gebe. 
Werden  auu  nicht  allein  die  Kräfte  durch  Linien»  sondern  wird 
«neb  die  EUabeit  der  Kraft  durch  die  Einheit  der  Länge,  daii^qr 
itoUt,  so  gehen  die  statischen  Momeate  in  FlächearSnn^e  flbeii 
md  ea  wird  das  Moment  dea  Kräftepaares  (AB»  CBf)  gleicik 
der  doppelten  Fläche  dea  Dreiecks  ABC^  Errichte^  maa  noch  in 
C  m  Loth  CN  aaf  der  Ebene  ABC,  ao  ist  Tetr.  {P»  Q)  s; 
Tetr.  ABCD  =  iABC.CD.co8DCN;  aber  eben  so  ist  auch,  weUi 
DE  der  ÜB',  also  der  Ebene  ABC  parallel  ist, 

Tetr.  (P,  Q)  =  Tetr.  AB  CE  =  lABC.  CE .  cos  ECN. 

Das  Produkt  ^.ABC.cosDCN  ist  die  doppelte  senkrechte  Pro- 
jectioa  das  Dreiecks  ABC  aof  eine  die  CD  senkrecht  sebnei- 
deade  f)bene;  diese  aber  ist  vigieich  das  Momeet  der  Kraft  AB 
g^B  die  Axe  CD,  welches  oben  mit  JM  bezeichnet  wurde;  i^laa 
\tX  ^.ABC.cmDCN^I/  und  mithbi  Tetr.  (P,  e):r;jCI>.iir. 
-IQ.M,  da  CDs:^Q  iat  Dieaer  Anadmck  def  Tetraeders  ist 
der,  Toa  weichem  Herr  ProL  Mob  ins  aui^ebt. 

Das  Predokt  ^.ABCemECN  Ist  d4e  doppelte  senkrechte 
Ptojec^n  des  Dreiecks  ABC  auf  6ine  die  C£  senkrecht  sehne?- 
deod«  Ebene,  also  ist  ea  gleich  dem  Hemettte  Vota  kleinsten 
nsamnefigesetaten  Paares«  welches  ii^  Verbindung  mit  einer  der 
R  gleiehen  und  parallefen  Kraft  die  Kräfte  P  and  Q  ersetit. 
Daher  etfiebt  sich  als  zweiter  Ausdruck: 

Tetr.  (P,  Q)  =  ICE.  F=  lÄ.  F. 

Wein  vm  die  Kräfte  P  und  a  den  Kräften  P'  nod  Q'  gleichr 
ffiHitfik,  ao  haben  beide  Sjwleme  einerlei  Mittelkraft  R  und  ifcc^ 
Ueioatea  anaamoeogeaetaten  Paare  hahea  gleiche  Momeata  F; 
•■so  ist  daw  6.  Veitr.(P,  Q)=:  A.Fundebeu  so  auch  Ö.Tatr;  (P,  Q^ 
^iZF;  folgUeb  Tetr.  (P^Q)  =  Tetr.  (P.Q").  wi«  der  behssi^ts 
Wheaptat. 
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AttnierkuBi^.  Wemi  die  KrflAe  P  mtd  Q  ein  PMv  bHdco, 
90  let  A==0;  wemi  sie  einer  einfachen  Kraft  gMchgelten»  ist 
FssOy  nnd  «renn  sie  einander  GVetchgewicht  iurften»  ist  R=:0 
und  F=::0;  io  allen  diesen  Fällen  Ist  Tetr.(P,  0)=0,  ae  wie 
das  Mge  Moment  Jf  =  0;  die  vorstellenden  Aasdrfldce  flir 
Tetr.(P,  Q)  gelten  also  ohne  Ansnabme. 

Zusatz.  Es  sei  gegeben»  dass  die  Krfifte  Pf  Q  einerseits 
und  die  Kräfte  P' ,  Q'  andererseits  dieselbe  von  Null  Terscbie- 
dene  Mittellcraft  baben  nnd  dass  zugleich  Tetr.  (P,  Q)=rTetr.  (P',  QO 
sei.  Da  nnn  das  erste  Tetraeder  sieb  durch  IR.  V  und  das  zweite 
In  gleicher  Weise  durch  \R'.V'  ausdrficken  lässt,  wo  R'  nach 
der  Voraussetzung  =12  ist;  so  folgt  aus  dem  Gegebenen,  dass 
auch  F=  V  sein  muss,  oder  dass  die  kleinsten  zusammengesetz- 
ten Paare  beider  Systeme  alsdann  auch  gleiche  Momente  haben. 
Sollen  daher  die  Kräfte  P^  Q'  den  P,  Q  gleichgelten,  so  blei- 
ben nur  noch  die  Bedingungen  der  Lage  zn  erfflilen,  auf  welche 
die  gegebenen  Voraussetzungen  gar  keinen  Bezug  haben,  dass 
nämlich  R  mit  R^  in  dieselbe  Gerade  fallen  und  beide,  so  wie 
die  gleichen  Momente  F  und  F',  in  demselben  Sinne  wirken 
mässen. 


Bemerkung  über  die  Reduction  auf  zwei  Kräfte. 

Dass  beliebige  Kräfte  an  festverbundenen  Angriffspunkten  sich 
immer  auf  zwei  bringen  lassen,  verdient  gewiss  bemerkt  zu  wer 
den,  aber  zugleich  muss  man  auch  anerkennen,  dass  diese  Re- 
duction eine  unvollendete  ist,  obgleich  namhafte  Lehrbficher,  wie 
z.  B.  die  von  Francoeur  und  Poisson,  sich  damit  begnfigeo. 
Die  Bestimmung  von  zwei  Kräften  erfordert  zehn  GrSssen,  näm- 
lich sechs  Goroponeoten  und  vier  Coordinaten  der  Angriffspunkte; 
die  beiden  dritten  Coordinaten  bleiben  willkflrlicfa,  weil  der  An* 
griffspnnkt  jeder  Kraft  in  deren  Richtung  l>eiiebig  verlegt  werden 
kann.  Zwischen  diesen  zehn  Grdssen  bestehen  sechs  Gleichoo- 
gen;  es  lassen  sich  also  vier  Grossen  beliebig  annehmen«  wenn 
auch  mit  einiger  Auswahl,  wie  ein  Blick  auf  die  Bedingungsglei- 
chungeii  lehrt.  Werden  hingegen  die  Kräfte  auf  eine  einbche 
Kraft  und  ein  zugehöriges  Paar  gebracht,  so  sind  damit  alle  un- 
wesentlichen Elemente  aitsgeschieden,  und  es  bleibt  nichts  mehr 
unliestimmt,  als  der  Angriffspunkt  der  einzelnen  Kraft  oder  viel- 
mehr nur  zwei  Coordinaten  desselben.  Dass  aber  gerade  dieser 
Punkt  der  Wahl  fiberlassen  bleibt,  ist  Afr  viele  Anwendungen 
wesentlich,  da  man  oft  Veranlassung  hat,  an  einem  bestimmten 
Punkte,  der  z.  B.  der  Schwerpunkt  eines  Körpers  oder  ein  unbe- 
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ireglieher  Stütspatikt  sein  kann,  die  gegebenen  Krifte  zu  eam* 
nelo»  am  daran«  die  MiCteilcraft  und  namentlich  das  zuaammeiH 
{(esetite  Paar  der  Kräfte  gerade  für  dieaen  Punkt  abzuleiten« 
Far  diese  Anwendungen  und  liberbaupt  ßlr  die  weiteren  Zweeke 
der  Uecbanik  ist  aber  die  Redaistion  aof  £wei  Kräfte,  auch  ahn 
gesehen  Ten  ihrer  grossen  Unbestimmtbeity  ganz  untauglich,  da 
sie  die  Auflassung  der  durch  die  Kräfte  bewirkten  Bewegungen 
mebt  im  geringsten  erleichtert,  während  durch  Zuriickftihrung  auf 
eine  einfache  Kraft  und  ein  Kräftepaar  die  nachfolgende  Bewe* 
googstheorie  schon  so  weit  yor bereitet  wird,  als  es  in  der  Statik 
geschehen  kann  und  soll.  Aus  diesen  GrCInden  möchte  in  der 
Stitik  fester  KOrper  auf  die  Reduction  auf  zwei  Kräfte  kein  gros« 
MS  Gewicht  xu  legen,  am  wenigsten  aber  dabei  stehen  zu  blei-» 
bcfl  sein. 


Ffir  das  Folgende  sehe  ich  mich  genuthigt,  bei  dem  Leser 
einige  Bekanntschaft  mit  den  Untersuchungen  vorauszusetzen, 
«eiche  ich  vor  mehr  als  zwanzig  Jahren  ilber  die  Frage  nach 
einem  Mittelpunkte  nicht  paralleler  Kräfte  angestellt  und  zuerst 
im  14.  und  15.  Bande  des  Grelle*schen  Journals,  bald  dar- 
aof  aher  in  einer  sehr  vereinfachten  Bearbeitung  in  meinem 
Handbuch e  der  theoretischen  Mechanik  mitgetheilt  habe. 
Ich  verkenne  freilich  das  Gewagte  dieser  Voraussetzung  nicht, 
da  genanntes  Buch  nur  wenig  beachtet  worden  zu  sein  scheint. 
InzwUchen  ersehe  ich  doch,  dass  Herr  Professor  Br och  zuChri- 
stiania  in  seinem  1854  erschienenen  Lehrbuche  derMecha- 
^W  den  genannten  Gegenstand  ziemlich  ausfOhrlich  behandelt  und 
dabei  mein  Handbuch  recht  fleisaig  benutzt  und  ausgebeutet  hat, 
ohne  dass  es  ihm  jedoch  gefallen  hätte,  dem  Leser  die  Quelle 
IQ  oennen,  aus  welcher  er  schupfte. 

Der  Satz,  von  welchem  die  Rede  sein  soll,  hat  zwar  seinem 
Wortlaute  nach  einige  Aehnlicbkeit  mit  dem  vorigen,  ist  aber  von 
^sem  wesentlich  verschieden,  weil  er  nicht  nur  fiir  alle  Zerle- 
IPingen  der  Krifte  gilt,  sondern  auch  bei  beliebiger  Drehung  der 
Kräfte  (ohne  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Neigungen  nämlich, 
wie  hierbei  immer  zu  verstehen  ist)  noch  gültig  bleibt,  was  bei 
dem  vorigen  Satze  nicht  der  Fall  war.  Die  erste  Erwähnung  des 
Satzes  findet  sich  in  Crelle's  Journ.  Bd.  15.  S. 30.;  gegenwär- 
tig heabsichtige  Ich,  den  damals  gegebenen  Beweis  zu  verein- 
hchen  und  die  Untersuchung  vollständiger  durchzufuhren. 

Werden  die  Kräfte  einef  gegebenen  Syslems»  dessen  Mittel-. 
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hnift  fitebl  Nun  l«t,  naob  drei  Rtehftin^tni  tet\^  ntA  iNe  Com- 
ponesteti  jeder  ftkhtang  an  ihrem  Behwerpunkto  mer^lHfgt,  eo 
beiesä  J  die  FlScbe  des  Dreiecks ,  nelelies  dfese  drei  Sciiwer« 
p«Dkte  zu  Spitzen  hat  Es  eei  ferner  T  der  Inhalt  de«  Tetrae- 
der«,  von  urekbem  die  an  jenen  Scb\Terpankten  wirkenden  Re- 
«oltanten  paralleler  Kräfte»  der  Richtung  und  GrSsiSe  nach,  drd 
xnsaromenstossende  Kanten  bilden;  so  besteht  der  Lehrsatz  da- 
rin,  dass  das  Produkt  J,T  immer  denselben  Werth  hat, 
nach  welchen  Ri<:htungen  auch  die  Kräfte  zerlegt  wor- 
den seien.  Da  dieses  Produkt  offenbar  auch  durch  Drehung 
der  Kräfte  nicht  geändert  wird,  so  muss  es  Sich»  wie  alle  tos 
Drdiung  und  Zerlegungen  unabhängige  Grossen»  durch  die  Mit- 
telkraft R  und  durch  die  Argumente  der  Centralfignr  (welche  hi 
meinem  Lehrbuche  bei  fdieser  Ontersuchung  von  S.  92.  an  fibe^ 
all  durch  p  und  q  bezeichnet  sind)  ansdrflcken  lassen.  In  der 
That  findet  sich  /I.T—\R^.\pq. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen»  seien  P>  P'»  P"  die  drei  durch  Zer- 
legung der  ursprünglichen  Kräfte  entstandenen  Resultanten  paralleler 
Kräfte ;  durch  ihre  Angriffspunkte  sei  die  Ebene  der  rechtwinkligcD 
Axen  X  und  y  gelegt»  und  es  sei  f&r  diese  Punkte  x:=:a,  y^=b  für 
P;  a:=a',y==6'  för  P';  ar=a*,  yzzzb"  fttr/^;  daher  bekanntlich: 

2J-ab'-  a'b  +  afV—ifb'^ül'b  -^aV. 

Man  denke  sich  dieselben  Kräfte  noch  auf  eine  andere  Weise  in 
die  Componenten  Q»  Q'»  Q"  zerlegt»  welche  aber  senlcrecht  auf 
einander  stehen  ujid  deren  Angriffspunkte  durch  x  und  y^  x'  und 
^»  a''  und  y"  bestimmt  seien.  Wird  femer  durch  (P»  Q)  der 
Winkel  zwischen  zwei  Richtungen  P  und  Q  angedeutet»   so  sei 

i5os(P,  Q)t=«         cos(P»  Ors/r         C08(P,  Qf')^y 

cos(P'»  Q)=a'        cos(P»  eO=/3'         cos(P,  O'O-/ 

COS (P*»  Q)==i*^        cos (P^,  C')=ß''        cosCP'»  Qr)^f. 

Nach  diesen  Erklärungen  der  Zeichen  ergeben  sich  sofort  die 
Gleichungen:  Q^Pa-i-P'af+P"Qf  u.s.w.»  oder  kurzer  geschrieben: 

Q   =ZPa  e'     ^£Pß  €t     :=:2Py 

Qx^ZPa.a  Q'x'=£Pa.ß  Q^x^^üPa.y  }  0) 

Qy7=iZPb.a  Qy=XP6./J  Vf=^SPb.j. 

Setzt  man  ferner:  a/3'  — o'/?=[a»  ß'],  daher  auch  ßy'—ß'y^[ß,'/] 
u.s^  f«  und  beaeieknet  durch  M  den  Modul  der  körperlichen  Ecke, 
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wekW  die  lUdktiiiigen  P,P*,P^tn  Kanten  ^«t,  so  besteh««  M> 
gende  GMchungen : 

[ß>  rO««' + [y. ««']/»'  +r«.  /»']/ =0.  I        (S) 
Iß'  /]«"[+/.  «'ir+K  /J']»^=w,  ' 

vnd  diese  Relationen  bleiben  anch  richtig,  wenn  dariii  die  ßuch- 
stabeo  a,  ß,y  und  eben  so,  wenn  ihre  Zeiger  ^, ',  ^  cykliscb  ver- 
wechselt werden.  Mit  Hülfe  dieser  allgemein  bekannten  Formeln 
er^ben  sich  aas  (1)  folgende  Werthe: 

W(ay  -  «-y)  =:  PP'  {ab'  -  a'b)  [|8,  /] 

+  PP'  (a'b" — a'i')  [ß',  y"]  +  P^Pia^  -  ab")  [ff,  y], 
g'Qlx'9  —  xtf'^    z=:PP(ab'-a'b){Y,<^] 

+  PP"(a'b"-a"b')  [/,  «»]  +  P'P(tfb-ab'^  [f.  «]. 

W  (V  —  «'s)     =  /»/»'  (a*'  -  a'b)  [«.  /S'] 

+  PP'iafb'- tfV)  [«',  /?«']+  P'PCo**-  a6*>[«»,  /JJ. 

Werden  diese  Gleichangen  linkerhand  oiit  Q,  Q',  Q",  rechterhand 

iber  mit  deren  Wertben  aus  (1),    nämlicii  SPtt, der  Reihe 

neb  mMplleirt  and  die  Prodvkte  addirt,  und  vdn}  noch  Ar 
«jf*— «'3f  +  «'3^-r-ar"y'+«*y— ay*  das  entsprecbende  Zeichen 
i.^  eingefabrt,  so  erhält  man  mittels  der  eben  angedeuteten 
itriilioae«  0)s  ' 

Wa'.^'ÄplP'i»'.»!.^/,  (3) 

oder  da  PPP'.Vl^QT  und  gleicherweise  QQ'Q'=67'  ist: 

wdche  iSietohung  den  zu  beweisenden  Sats  ansdrfickt 

Zusatz  I.  Es  darf  angenommen  vrerden,  dass  die  Richtun- 
gen der  senkrechten  Zerlegung  der  KrSfte  so  gewfihlt  sind,  dass 
keise  der  Coroponenten  Q,  Q'«  Qf  verschwindet ;  dagegen  kann 
von  den  Componenten  der  anderen  Zerlegung  eine,  z.  B.  P=0 
sein.  In  diesem  Falle  sind  jedoch,  wie  bekannt,  wegen  P=0 
keineswegs  anch  Pa:=0,  Pft=iO,  sondern  diese  Produkte  (Mo- 
mente) behalten  endliche  bestimmte  Werthe.  Um  sie  anschaulicher 
ttrznstellen,  werde  im  Anfange  der  Coordluaten  eine  beliebige 
Knft  K^  parallel  der  Rtehtung  der  P^  und  zugleidi  an  demseK^ 
Wa  Prunkte  aneb  die  eirtg(q^nge8etste  KMI  ^K  angebhibbt. 


920  Min4in§:    Ueäer  einige  Le^r^Oi^e  der  SiaUM. 

Ittdem  diese  neuen  KrSfte,  an  beliebter  Drthoi^  des  Syetems 
theilnebmend,  stete  der  Richtong  P  parallel  bleiben  ued  eloaii- 
der  aufbeben,  wird  durch  ihre  BeifiiguDg  an  dem  Systeme  nichts 
geändert  Wird  nun  die  Kraft  K  mit  den  ihr  und  einander  pa- 
rallelen Componenten»  welche  die  Summe  P^O  bilden»  zusam- 
mengesetzt, 80  erhält  man  eine  einfache  Kraft  K  an  einem  festen 
Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten  wieder  mit  x^=^a,  y=.6  be- 
zeichnet werden  mögen.  Diese  Kraft  K  bildet  mit  der  am  An- 
fange der  Coordinaten  angebrachten  Kraft  — K  ein  Paar,  welches 
die  der  Richtung  P  parallelen  Componenten  in  allen  Stellungen 
des  Systems  ersetzt.  Dabei  besteht  die  Gleichung  (3)  fortwäh- 
rend, nur  müssen  darin  die  Produkte  Pa,  Pb  durch  Ka,  Kb  er- 
setzt, P  aber  muss  =0  angenommen  werden»  wo  es  ohne  einen 
der  Faktoren  a  und  b  vorkommt.    Es  war: 

2 .  PP*/^ .  ^  =  PP*/»»  I  o*' -  a'6 + a'Ä" — o'Ä' + a»6  -  o6' J 
ziiP'P'  (fi'.Pa—4^.Pb)  +  PPP*  (o*** — a'V) 

+  P'P'(a'.n-b'.Pa); 

wird  Dun  Null  fSr  P,  Ka  dt  Pa,  Kb  tb  Ph  eiogesetst,  ao  rer- 
wandelt  sieb  dieser  Werth  In  folgenden: 

KP'P^iab'  -  o'6 +o*6— «*•) , 

and  die  imnker  ooeli  gültige  Gleichung  (3)  nimmt  folgende  Qeetalt  an: 

2 .  QQ'^  .J=KP'P".m(ab'—afb+a''b— ab").        (4) 

Ist  noch  eine  zweite  Componente  P'ssO,  so  ronss  di«  dritte 
P^rsR,  d.  h.  der  Mittelkraft  des  gegebenen  Systems  gleich  sein. 
Denkt  man  sich  wieder  eine  willkürliche  Kraft  K\  der  Richtung 
P*  parallel,  nebst  ihrer  entgegengesetzten  — K'  am  Anfange  der 
Coordinaten  hinzugefügt,  und  dadurch  die  Kräfte  P*  auf  ein  Paar 
gebracht,  nämlich  (K' ,  --K'),  dessen  Kräfte  die  Punkte  {a\  60 
und  (0,  0)  zu  AngriffspunkteA  haben ;  so  sind  in  der  Gletchäng  (4) 
wiederum  die  Zeichen  P',  P'a\  P'b'  durch  0,  K'ufy  K'V  za  er- 
setzen ,    und  da  zugleich  P^  =z  R  ist,   so  kommt : 

2.  QQ'Q",^  —  KK'R.m.iab'-^a'b).  (5) 

wo  a  lind  6,  a'  und  b'  sich  auf  die  Angriffiipunkte  der  binzuge- 
ftigten  Kräfte  K  und  K'  bezieben.  Stehen  die  Richtungen  P,  P',  P" 
senkrecht  auf  einander,  so  ist  ]lt=:],  und  wenn  ausserdem  noch 
PzzzOp  P'ssQ,  mithin  P"  =iR  ist,  so  ist  der  Angriffspunkt  von 
jR  der  Centralpunkt,  welcher  von  jetzt  an  zum  Anfange  der  Axtn 
of  und  y  genommen  werde*  deren  Ebene  Jc^ofa^dc^eJfl,.^  die 
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Cenfrilebeiie.  Die  Krftfte  K  ond  K'  wallen  beliebig»  vian  kann 
»ie  aleo  suR  annehmeD;   nach  allen  dieaen  Anpahmen  wird 

2 .  QQ'Qf .  /I'  =  RHaV — a'6).  (6) 

■ 

Da«  gegebene  Syalero  von  Kräften  ist  hier  auf  fftnf  KrftRe  ge- 
bracht, welehe  alle  s=  R  sind  und  welche  in  eine  einfiicbe  Kraft 
an  Centralpnnkte  C  and  z«*ei  Paare  zerfalieii*    Die  Arme  dieser 
Paare  fange»  in  C  an  nnd  nidgen  CA  ond  CB  belesen;  ihre  End- 
pafikte  A  und  A  haben  die  Conrdinaton  ^a  und  d,  a'mid^'»  deren 
AalaagBpvnkt  C  ist;  die  Richtung  der  Axe  ':r  oder  a  ist  dabei  In 
der  Centralebene  noch  beliebig.    Auch  eind  die  Richtungen  der 
dr«  im  Centralpnnkte  angebrachten  Kräfte  R  senkrecht  auf  ein 
aadcr.     Es  ist  aber  immer  mOglicb,   die  Zerlegiingsrichtungen  so 
la  wählen ,    dass  die  Arme  CA  und  CB  senkrecht  auf  einander 
stehen;    aie  fallen  dann  in  die  Durchschnitte  derjenigen  .Ebenen, 
welche  ich  in  meinen  Untersuchungen  die  Mittelebenen  genannt 
*  Inbe,  mit  iwt  Genlmiebene.    Wird  diese .  Zerlegim^  der  Kräfte 
Toraosgesetst,  und  nimmt  man  CA  zur  Aze  der  Xj   CB  zur  Axe 
der  y,    so  wird   tt=zp,   6  =  0,  n'rrO»   b'ssg,   und  ibithin 

2,tiQ'Q^\A':szR^.pq, 

oder,  weil  QfyQ^.J'  =  6.  TJ'  =  6.  TA  Ist,  so  folgt:  TA^^^m.p^, 
welcher  Ausdruck  nicht,  allein  die  Un Veränderlichkeit >  sondern  zu- 
gleich anch  die  geometrische  Bedeutung  des  Produktes  TA  darlegt« 

Zusatz  2.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  so  vertheilt  sind, 
dass  die  drei  Schwerpunkte  bei  irgend  einer  Zerlegung  in  gera- 
der Linie  li^en,  so  bleiben  sie  auch  bei  jeder  anderen  Zerlegung 
m  derselben  Geraden»  welche  ich  die  Centrataxe  zu  nennen  pflege 
QDd  welche  für  diesen  besonderen  Fall  an  die  Stelle  der  Cen- 
tralebene tritt.  Solche  Kräfte  lassen  sich  immer  durch  zwei  adf 
eine  fär  alle  Drehungen  gültig  bleibende  Wei^e  ersetzen,  dereti 
AagriCipunkte  wieder  in  der  Centrataxe  liegen.  ludeDd  diese  Zu- 
rieklilbning  auf  zwei  Kräfte  auf  uniKäblig  viele  ^Arten  geschehen 
kaan,  bleibt  das  Produkt  aus  dem  Dreiecke,  welches  jene  beiden 
KrSfte  nach  Richtung  und  Grosse  zu  Seiten  hat,  in  den  Abstand 
ihrer  AngrilÜBpunkte  stets  von  derselben  GrOase,-  und  zwar  ist 
dieses  Produkt  zpz\R^.q,  wo  R  die  Mittelkraft  nnd  f  den  Halb* 
messer  des  Centralkreises  bedeutet,  welcher  in  diesem  besonde- 
ren Falle  an  die  Stelle  der  Ellipse ,  so  wie  die  Centralaxe  an  die 
Stelle  der  Hyperbel  tritt  —  Der  .Beweis  ist  auf  äbnliclie  Art,  wie 
bei  dem  entsprechenden  allgemeinen  Satze,  leicht  zu  l&hreH. 

Schliesslich  noch  einige  Bemerkungen ,  die  sich  auf  die  Lage 
der  Hittelebenen  gegefi  die  oben  eilt  CA,  CB  bezeichneten  Arme 

TknlXXTIL  ]5 
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aweierKräftepaarebesieben.  EsscieiH  wi«  bisher  a,  6;  aW;.^ 
die  Coordinaten  de«-  AngrlfepaiAte  der  drei  KriAe  P,  P'^  P^, 
welche  Punkte  in  der  Centraiebene  und  nicbt  in  gerader  Linie 
liegend  gedacht  werden;  der  Centralpunkt  1^  sei  der  Anfang  die- 
ser Coordinaitn^  Zeriiegt  man  min  die  Kräfte  P,  P't  P'  nack 
drei-  gegeil  einander  eeokrechten  Riehtuttgen,  vo»  Npreleben  eine 
der  Mi4telbtaft  R  parUtel  aei^  bringt  nach  jeder  der  beidea  aa- 
ffleren  Ridituagen  die  Kräfte  -f  R  ond  -*•  II  in  C  an  «od  «e(s4  aaeh 
jeder  Rkbtwig  -f  i2  mit  den  ihm  paralleiea  KrlftHo  «naanunea, 
80  e^giBbeii  sich  xwei  fiobwetponkte  A  und  B,  deren  CoordiBateD 
I  und  11  aOLf  A),  i'  and  ^  (filr  B)  aeieli.     Hiemaeh  wird: 

Rl  =z  XPa  coa  a  Rl'  z=,  HPa  cos  ß 

A^tx^Mcos«  Rtf^XPb^m^ß.. 

Zugleich  ist 

ZPt^iiui=±0^    £Fco0/)=O^    £Ptoay=!tlt, 

und  weiL  der  Centralpookt  ram  Anfange  der  Coordinaten  gewählt  ist: 

EPacoByczO,    SPb^oey=0. 

Es  aei  nun 

cos«  =^8iny  cosA  cds/J  ssiny  siftf 

cos  fl/  :s  sin  /  cos  i'  cos  ß'  z=z  sin  /  sin  4' 

coB€^s=s  rin^TcoBi"  coa/Tssaia/^sMii*» 

so  gehen  durch  die  Drehung  der  auf  der  einfachen  Kraft  R  senk- 
rechten Zerlegungsricbtungen  um  einen  bePiebigen  Winkel  n  die 
d,  i' ,  i"  in  d-f-tf,  d'-t-fc^  J'^-ftt  vod  die  Schwerpunkte  A  und  B 
in.  die  neuen  Schwerpunltte  A^  und  B'  über,  deren  Coordinateo 
X  und  y«  x'  und  y'  sein  mögen.    Es  ergiebt  sich  sofort: 

je^rsa  2P«Binyooa<d'f «)  n.  a.'w.; 
daher : 

X  asjcean— J'ainii  y  =»i?coati— ^ala« 

x's=|8inu-f  ('costf  y  s^i^sintf  4-Vcosif. 

fioll  nun  äer  Winkel  A'CB^  ein  Rechter  aeln,  so  muss  die  Bedingoog 
xx'  -{-yy^^^i  erfüiU  werden,   woraus  ftlr  u  die  Gleichung  Mf^i 
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aos  welcher  dann  weiter  die  Punkte  A'  und  B  und  mit  ihnen  die 
Lage  der  Mittelebenen  bestimmt  werden  bann.  Denkt  man  sich 
aber  die  Schwerpunkte  A  und  B  schon  in  den  Mittelebenen  lie- 
^od  und  die  Arme  CA  und  CB  als  Azen  der  x  und  y,  so  wird 
m  obigen  Ausdrucken  der  Coordinaten  der  neuen  Schwerpunkte 
i'oodA':   |=p»  17  =  0,  |'=0»  rf^q»   und  mitbin: 

dP  =  p  cosif y    y  =  —  q  sin«   (ffir  A') 

ttd 

^  =  p sintfy   y  ==  9 cosn    (fär  £')» 

««M  V  fgktihL  lielMUg  gebUdben  ist  HisMiii«  A>lgt,  tfitt*  M  >rer^ 
ifldeitBr  Z«rlegpitiß«ichltiBg  die  beiden  susami^lf  ngebprigefe^  Scb^er- 
pnkte  A'  und  B'  auf  einer  Ellipse  fortrücken»  deren  Gleichung 
folgeode  ist: 

--  4-  2-  —  1 

«le  schon  im  16.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  34. 
bemerkt  wurde;  dabei  bleibt  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
i'  und  B  imner  eine  solche,  dass  xy  +  x'y^  =  0  und  dass  das 
Dreieck  A'CB'  immer  die  gleiche  Vl&cbe  behHlt  oder  xy'^x'jf 
^pg  Ist  Es  ISsät  sieb  aber  diä  mit  dem  Winkelti  verSnderliche 
Uge  der  beiden  zusammengehurigen  Schwerpunkte  A^  und  If» 
io  der  Ellipse,  deren  senkrechte  Hauptaxen  CA=:p,  CB^^q 
nnd,  auf  folgende  einfache  Anschauung  zurtlckfilhren !  Beschreibt 
tt^D  am  C  mit  dem  Hatbmesser  CA=:p  einen  Kr^Ts  BEAGK 
(Taf.V.  Tig.  8.)s  welcher  von  der  Axe  CB^^q  \tk  H  geschnitten 
«ird,  dreht  hierauf  den  rechten  Winkel  UCA  beliebig,  so  das« 
er  iD  die  Lage  ECG  kommt,  und  föllt  von  den  Punkten  E  und  G 
Je8  Kreises  die  Lothe  EB  und  GP  auf  CA^  wel<^he  die  Ellipse 
Id  ff  and  Af  Schneiden,  —  nSmIicb  ^t^^  dass  die  Punkte  E  und  B' 
beide  auf  derselben  Seite  von  CA  liegen  undf  ebelnsö  auch  die 
Ponlcte  G  vXiA  Ai  ihrerseits,  —  so  sind  A!  und  B'  die  gesuchten 
«Mammengeliorigeti  Schwerpunktf .  .  Dabei  (st  es  gfetchgflltig,  ob 
^er  gei^Shlte  Halbmesser  CA^p,  mit  welchem  der  Kreis  be- 
<dirieben  wurde,  die  grosse  oder  die  kleine  Halbaxe  der  Ellipse  ist. 
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Elementare   Theorie  des  Pendelversiicht  vmi  F 
eaiiit,  aos  neaen  Gesichtopnnkten  dargestellt 

Von 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  i  e  i  t  •  D  g. 

Die  Theorie  des  eo  ungemein  wicbtigeo  und  in  jeder  Bei 
uog  das  grueete  Interesse  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  r 
c>an  loschen  Pendel  Versuchs  ist  schon  oft  auf  elementarem  \r 
darzustellen  versucht  worden»  und  ich  habe  es  mir  zu  einer 
sonderen  Pflicht  gemacht«  mehrere  dieser  elementaren  Darstel 
gen  in  frühereu  Heften  des  Archivs  den  Lesern  dieser  Zeitsci 
mitzutheilen »  auch  selbst  einen  Beitrag  zu  denselben  zu  lid 
▼ersucht.  Ich  gestehe  aber  offen,  dass  keine  dieser  Darstel 
gen  mich  vollkommen  befriedigt  hat,  so  sehr  ich  auch  das  i 
dienstliche  mancher  derselben  anzuerkennen  bereit  biuj  und  di 
Anerkennung  bei  jeder  Gelegenheit  auch  uffentlich  auszusprec 
mich  bemühet  habe.  Und  so  uenig  mir  selbst  die  bis  jetzt 
kannten  elementaren  Theorien  des  mit  Recht  so  sehr  berfib^ 
Versuchs  vollkommene  Befriedigung  gewährt  haben,  so  babcj 
dieselbe  Erscheinung  auch  hei  Anderen,  insbesondere  bei  mel 
rern  meiner  ausgezeichnetsten  Schüler,  wahrzunehmen  mehrfi 
Gelegenheit  gehabt  Daher  habe  ich  mich  vielfach  bemühet 
lieh  eine  mir  vollige  Befriedigung  gewährende  elementare 
stelinng  zu  finden,  und  bin  sehr  oft  und  zu  verschiedenen  '/» 
zu  diesen  Meditationen  zurückgekehlt  So  bin  ich  denn  em 
zu  den  Entwickelungen  gelangt,  die  ich  im  Folgeudeo  dem 
theile  der  Leser  des  Archivs  unterwerfen  werde.  Ich  werde 
bemühen,  zuerst  die  allgemeinen  Principien,  auf  denen  die 
gende  Darstellung  beruhet,  mit  möglichster  Kürze  und  Büodi| 
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dafBaleg»,  wonuf  dann  die  weiteren  EntwiclcehHigen  durdiaae 
bloss  rein -geometrischer  Natur  sein  «rerden.  Die  dorch  dl^se 
Entwickelongen  gewonnenen  Resultate,  die  ich  auch  an  sich  filr 
benericenswertb  halte,  sind  keine  Nähern ngsformeln,  sondern  völ- 
lig genaue  analytische  Ausdrücke,  und  fähren  mittelst  einer  ganz 
»trengen  Gränzenbetrachtung,  die  in  der  Natur  des  Foucault- 
ichen  Versuchs  selbst  ihre  vollkommene  Begründung  und  Berech- 
tigDOg  findet,  sogleich  zu  den  Au»driicken,  welche  die  Theorie 
dieses  merkwürdigen  Versuches  enthalten,  die  also  eben  deshalb, 
weil  sie  durch  eine  ganz  strenge  Granzenbetrachtung  ge%Tonnen 
worden  sind,  gleichfalls  auf  das  Prädicat  vuHig  strenger  analytl- 
tdier  Ausdrücke  Anspruch  zu  machen  vollkommen  berechtigt  sind. 
Aof  diese  strenge  Granzenbetrachtung  lege  ich  bei  diesen  Ent- 
mekeiangen  ebenfalls  besonderes  Gewicht,  und  kann  anderen, 
MJehe  strenge  Grfinzenbetrachtungen  vertreten  sollenden  Betrach- 
tongswetsen  Oberhaupt  keine  wissenschaftliche  Berechtigung  in 
der  Denen  strengen  Wissenschaft  zuerkennen.  Bei  allen  folgen- 
den  Entwickeiungen  habe  ich  mich  absichtlich  der  analytischen 
Geometrie  bedient,  die  Ich  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  des 
Datbematischen  Unterrichts,  wenigstens  auf  den  Lehranstalten, 
wo  der  forliegende  wichtige  Gegenstand  in  ausgedehnterer  Weise 
iSberbanpt  zur  Sprache  kommen  dürfte,  für  ganz  eben  so  elemen- 
tar, wie  die  synthetische  Geometrie  und  die  Trigonometrie  halte. 
Dabei  hat  mich  ein  doppelter  Gesichtspunkt  geleitet.  In  wissen- 
scbafUicber  Rücksicht  halte  ich  nfiralich  erstens  keine  andere 
Hethode  für  eben  so  geeignet ,.  mit  gleicher  Eleganz  zu  den  neuen 
AiwdrQcken  zu  gelangen,  die  ich  im  Folgenden  entwickebi  werde; 
ond  aweitens  scheinen  in  didaktischer  Beziehung  die  folgenden 
Eotiiickelnngen  sehr  geeignet  zur  Uebung  für  Anfilnger  In  der 
AttireDdung  der  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
18  aeio.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  gebe  Ich  nnn  zu 
den  Gegenstände  selbst  Ober. 

r. 

Die   allgemeinen    Principien. 

Wenn  das  In  einem  beliebigen  Punkte  der  Oberfläche  der  um 
^bre  Axe  sich  drehenden  kugelförmigen  Erde  In  geeigneter  Weise 
an^hlngte  Pendel  in  einer  beiiebigen  Ebene  In  Schwingungen 
^ertetit  wird,  so  wird  die  Schwingungsebene 

«rstens  dntch  die  Schwerkraft  genuthigt  werden»  fortwälir 
'nd  dsrch  den  Mittelpunkt  der  Erde  so  geben ; 

zweitens  aber  vermSge  der  Trägheit  das  Bestreben  balien, 
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ibrt  I^agf  i^  Rmwm  nictil  zu  ^eitodern;  d*  b.  .steh  «eUbst  im  AiiWM 
fortw|Uv«94. parallel  m  bleiben. 

Dieeem  leüteren  Bestreben  wurde  die  ScbwiQgangeebeDe  in 
der  That  aqcb  vollständig  folgen,  wei9D  die  Schwerkrafl  nicht  vor- 
handeD  wS/e,  welche  sie  verhindert^,  demselben  votUtändig  zu 
folgen ;  daher  wird  sie  dem  durch  die  .^rSgheil  ihr  eingedrOckteo 
Bestreben,  bei  der  Bewegupg  der  Erd^  fortwährend  sicli  selbst 
parallel  sa  bleiben,  nur  so  weit  oder  in  dem  Maasse  folgen,  al« 
es  ihr  gewissermaassen  von  der  Schwerkraft,  die  sie  nutbigt,  bd- 
ausgesetzt  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  zu  gehen,  erlaubt  .oder 
gestattet  wird.  Hiernach  wird  also  bei  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  A^e  die  Schwingungsebene  des  Pendels  stets  eine  «olche 
Lage  im  Räume  annehmen,  dass  sie  immer  durch  den  Mittelpiinkt 
der  Erde  geht,  und  die,  ihre  in  stetiger  Folge  unmittelbar  vorher- 
gehende Lage  darstellende  Ebene  ;Bwar  schueidoti  aber  so  schnei- 
det, dass  sie  i^öglichst  wenig  vop  der  z^  derselben  parallelea 
Lage  abweicht.  Bringen  wir  dieses  bier-  ipi  4^llgeipeinea  wä^ger 
sprocbene  Princip  auf  einen  strengen  geometrischen  Ausdruck, 
wie  es  die  ai|f  dasselbe  zu  grQodeqde  strenge  matbeviatiscbe  Un- 
tersuchung fordert  und  gebietet «  so  wird  sich  fuf  die  Bestimmung 
der  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  in  jedeni  %e)^9^ 
mente  das  folgende  geometrische  Prinoip.  ergebet ; 

Die  Schwingungsebene  des  Pendels  nimmt  fq  jedem 
Zeitmomente  eine  solche  Lage  im  Räume  an,  dass  sie 
durch  den  Mittelpunkt  der  Brde  geht,  und  dfe,  ihre  lo 
stetiger  Folge  unmittelbar  vorhergehende  Lage  dar- 
stellende Ebene  unter  dem  kleinsten  V^inkelscbneidet 

Dieser  Lagenbestimmung  der  Schwingungsebene  des  Pendels 
nnn  einen  Ausdruck  In  analytischen  Formeln  zu  geben,  werden 
wir,  wie  immer  bei  derartigen  Untersuchungen,  zuerst  das  bei 
derselben  zur  Geltung  kommende  Princip  der  Stetigkeit  aufgeben 
müssen,  und  demzufolge  zunächst  das  folgende  geometrtscbe 
Problem  im  Allgemeinen  aufzulösen  habeo: 

Purph  einen  gegebenen  Pi^nkt  auf  d^r  pin  ibire  Ax^ 
sich  drebesden  Erde,  bei  einer  bestimmten  |[^ag;9  der- 
ifelben^  i^t  eine  zugleich  durch  den  &}itt<|lpiinkt  der 
Erde  gehende  Ebene  von  geg,e,bener  Lage  gelegt;  ireiiv 
nun  vermöge  der  Drehung  der  Erde  um  ihre  Axe  der 
in  Rede  l^tehende  Punkt  in  eine  aindi^Te  bflliebfge  Lage 
gekommen  ist,  so  soll  man  die  Lage  einer  durcfc  den- 
selben m»d^den  Mfttel^petikt  der  Efde  nekeoden^  Ebene 


•teD  WUhfil  ^U«cbliQ98t 

WtM  n«a  di«  AitflOM«g  diedes^  snerst  den  F«it  4t?  Otacoo- 
tinvitii  ui*a  Auge  fa^atadeo  Pctbtoma  w  «vveokcmtspr^hfindM 
Weise  gelongeo  ist,  so  wird  es»  wie  wir  weiter  unt^e  4^69  wer- 
des»  dann  aaph  leicht  sein^  dnrcb  eiaen  strengen  Gränzenüber- 
Itiog  oomittelbar  zn  dem  Falk  der  Continuitftt  zn  gelangen,  wel- 
cUfa  wi«  ana  depi  Obigen  von  selbst  sieb  erglabt»  b'^f^c  d^rl;b 
tk  üalar  dar  St^e  van  aalbel  gefordert  wird« 


IL 
Aaalytiacba  AuflSaaog  der  Torb^rgahead^y»  Aufs<^b^. 

Ihodb  dea  aU  fcM^t  gedachten  Mittelpunkt  der  Erde  als  Aar 
bog  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Goardinatensystem  der. 
sffu  Die  Ebene  der  ay  sei  die  Ebene  des  Aequators,  so  dass 
also  die  Axe  der  t  mit  der  Erdaie  znsammenftllt.  Der  positive 
Tbeil  der  Axe  der  x  kann  beliebig  angeoanmen  werden ,  der  po- 
lifivQ  T!}kpü  der  Axe  der  y  aber  werde  SQ  angenommen^  dasa 
man  sieh«  am  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ;r  an  durch 
lea  Wipkel  (xy)  bindurch  zn  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
I  IQ  gelangen^  nach  derselban  Richtang  bin  bewegen  muss,  nach 
welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Axe  dreht;  endlich  sei  der  po^i- 
ti?e  Tbeil  der  Axe  dar  z  too  dam  Mittalfainkte  der  Erde  nach 
deren  Nordpole  bin  gerichtet*  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  uns 
DU  den  Ort,  in  welchem  das  Pendel  aufgehängt  ist,  der  im  Fol- 
genden der  Beobachtnngsort  gaoannt  werden  soll,  in  einer  belie- 
bigen Lage  denken,  und  seine  polaren  Coordinaten  in  Bezug  auf 
das  r^htwlnklige  System  der  xyt  durch  o,  CS,  r  bezeichnen. 
Der  Winkel  o,  welchen  die  Projection  des  nach  dem  Beobacb- 
tnagsorte  gezogenen  Erdhalbmessers  auf  der  Ebene  der  xy  mit 
den  poaitiven  Theile  der  Axe  dar  x  einschliesst,  wird  in  der 
Ebene  der  xg  Ton  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch 
des  rechten  Winkel  (xy)  hindurch,  also  im  Sinne  der  Richtung 
der  Drehnng  der  Erde  um  ihre  Axe,  Ten  0  bis  360^  gezfthlt;  15 
i«t  die  geographische  Breite  desBeoImchtungsorts,  absolut  geglom- 
men also  nicht  grosser  als  90^,  aber  positiv  oder  negativ,  jenach- 
dem  der  Beobachtnngsort  in  der  uCrdlichen  oder  ^Qdliqben  Erd- 
Ulfie  liegt ;  r  bezeichnet  den  Halbmesser  der  Erde. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zuerst  mit  der  Beatlmmnng 
der  Lage  der  Scliwiagaagaabane  des  Pendels  bei  dar 
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darch  die  polaren  Coordioaten  n,  9«  r  beatlmiatefi 
ersten   Lage   des   Beobachtnngsorts   besehlftigen. 

Die  Gleieliang  der  Ebene  des  Meridiane  dee  Beobacfatangs- 
orte  io  dem  angenommenen  Systeme  der  scgx  ist  offenbar  io  vßU 
liger  Allgemeinheit: 

y=:xtang(o   oder  :rsino — ycosa>=0. 

Von  dem  Beobacbtungsorte  aas  denken  wir  uns  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Beobaefatnngsorts  naeh  der  Seite  des  Nordpols 
der  Erde  bin  eine  auf  dem  nacb  dem  Beobacbtungsorte  gezoge- 
nen Erdbalbmesser  senkrecbt  stehende  Gerade  gezogen,  und  be- 
zeichnen die  Ton  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theileo  der 
Azen  der  x,  g,  x  eingeschlossenen,  180®  nicht  fibersteigenden 
Winkel  respective  durch  u,  v,  w.  Ziehen  wir  dann  ferner  tod 
dem  Hittelpankte  der  Erde  aus  nacb  derselben  Seite  hin  eine 
dieser  Geraden  parallele  Gerade,  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
letzteren  Geraden  bekanntlich 

^ 3f «_ 


cos»        COSO        COStP 

Bezeichnen  wir  die  180®  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welche  der 
nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdhalbmesser  mit  den  po- 
sitiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einscbliesst,  respective  durch 
n\  d',  io',   so  bat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

rcosti'  ssrcosiDCosS, 

rcosv'  srsiniDCOSO, 

rcosis'ssrsinO; 

weil  die  Formeln  auf  beidea  Seiten  der  Gleichheitsaeicheii  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Beobachtungsorts  ansdrfickeo; 
also   ist: 

cos  «' =s  cos  IS  cos  S , 

coso'  ^sioncoscS, 

cos  tp'^  sin  6. 

Weil  die  vorher  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Ebene 
des  Meridians  des  Beobachtungsorts  senkrecht  gegen  den  nach 
dem  Beobacbtungsorte  gehenden  Erdbalbmesser  gezogene  Gerade 
in  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  so  i«^ 
nacb  dem  Obigen  offenbar: 

sinncostt  — cos(scose=0; 


M»  femcanit,  aus  neuen  CesfcMispunkien  dargesteUL       289 

umI  ifcU  dl«  fn  Reite  fttebeude  Gerade  auf  deiti  nabb  dem  Beob- 
aehtottgsorte  gehenden  Erdbalbmeseer  eenkrecbt  steht,  eo  hat  wati 
die  GleichoDg 


coeiccostt'  -f  coeecojie'  -|-  coaioceato' s^O^ 

«Ifo  aach  dem  Vorhergehenden: 

eoa  facosScoati-f-ain  neos  3eos0-f  flln  S  coeto  s  0. 

Mmnt  mao  hieran  noch  die  bekannte  Gleichung 

008  tt*  +  cos  r*  -|-  cos  w*  =  1 , 

Mbat  man  aar  Beatimmang  der  Winicel  tc,  o,  to  die  drei  folgen- 
fai  fileiebangen : 

«inücoaii — eoa  (aco0i?s=O> 

eoa  0CO8  S  cos  u  4-  sin  MCoaScose  -f  ain  cS  coew  =  0» 

ee8i^+ coee*+ Costco  =  1. 

BeBtimmt  man  mittelst  der  beiden  ersten  Gleichangen  cos«  und 
cof9  durch  cosio,  so  erhält  man: 


'  \      •  • 


cos  II  =  —  cos  CO  taog  q  cos  ta, 

cos  t?  SS — siniD  fang  3  cos  t0 ; 

and  folgliehy  wenn  man  diese  Ansdrficke  in  die  dritte  Gleiehung 
einnihrt: 

cosfo  =  i:COsS; 
alio  BÜt  Besiefcang  dar  oberen  und  untaren  Zeichen  auf  eina«d«rc 

COS  tt  =  7  cos  a>  sin  3  9 
cose  ==Fsina>sin3, 
costo=:dLcosQ; 

vo  sich  nun  noch  frSgt,  wie  in  diesen  Formeln  die  Zeichen  au 
nehmen  sind,  was  sich  auf  folgende  Art  entscheiden  Ifisst.  Den« 
keo  wir  uns  in  der  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der 
Ebeoe  des  fliecidians  des  Beobachtungsorts  senkrecht  gegen  4i^m 
nach  dem  Beobachtungsorte  gehenden  Erdhalbmesser  gezogen«;^ 
Geraden  einen  beliebigen  Punkt  und  bezeichnen  dessen  Entfer- 
nang  von  dem  Hittelponkt  der  Erde  durch  q,  so  ist  die  dritte 
Coordinate  dieses  Punktes  in  dem  angenommenen  Coordinaten- 
Systeme  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  ^cosir,  nach  dem  Obi- 
gen  also  ±^eos5;  da  nun  aber  diese  dritte  Coordinate  unter 
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Q-f  CoBÖsra 


ff  dorcb 


Cf4^  M»  »  der  adbm* 
aaf  dm  sack  dm  BeohaihlBBguifft*!  gthcipitea 
Effdfcattaewcr  scskredbt  «tcfcepde  gcimde,  md  beieidbBen  die 
t0m  di— er  Gerade«  aiit  dea  poritirea  Thcilea  der  Azea  der  x,  5,  i 

90  ümi  ii(t  Gleichaagea  dieser  Gerädea: 


eosaii       eas0|        coa«P| 

■ad  ea  \aX  also,  weil  dieae  Gerade  ia  der  Schwiagoagaebeae  de« 
Peadala  liegt,  aach  deai  Obigea : 

frei  aber  diese  Gerade  aach  auf  dem  oacb  dem  Beoliacbtinis'- 
^'^  geasgeaea  Erdbalbmesser  seafcreeht  steht,  so  ist: 

rpaf^eofMi  •feoae'c#ss|-fe98S9'c0siik  ^0. 

eise  ttftcb  dem  Obigen: 

imesaOesaiii  -t-siafenssSoii^ri'+sbiSeesf^  =7  0; 


owl  MWffcitom.  int  fcotoiMiHiififc 

C<^  JCj*  +  CQS  Ü4*  +  P08  Vi*  =3=  1. 

Ans  den  bdilen  ersten  «üe^tftr  («leichutigen  feitet  mam  leicht  die 
M  rollenden  Olelchangeii  ab: 

(i«iQO-^Cco8tfiieo8S)co8tt|  -^(CfiiD«ioo8S— l^iefo 3)  «QfVt  =*0i 
(£(co8  «eosQ-r-ijsii)  aoo8Q)o^6Pi  —  (^sipS— Ccoafliicosc5}cp8t9^^0^ 
(Cfiin  fl»«otf  9  —  Bein  6)co8  wi  —  (0co8(oco86--^8hBteeo83)co8ti|=:'O; 

ood  bezeicbnet  also  G  eloeo  gewiaeeo  noeii  «tfbestinnniten  Facton 
M  kann  man  offenbar  8et?ei|: 

cosui  =  (?(C8in  €9  co8c5  —  Bßin  q), 

■ 

2)    .    •    ,     {  coavi  r=^  GiA  ein q  —  Ccos  co  coe ö)»      , 

*  *  *  •      * 

■ 

eosiffi  SS  G(Bto»m — AmBOi)co8U» 

•  --  »  . 

Qvadrirt  n^n  dieae  dr^i  Gleicbungen  und  addirt  Afii^.dann.  «^  f^ifir 
•oder,  80  erhält  man  wegen  der  dritten  der  drei  obigen  Glei- 
cbttogen  flir  den  Factor  G  ianmltt«tb%r  den  folgenden  Ausdruck: 


3)    C=± 


aT  ((/IsinQ— Ccoso>co8U)2-f (Asino)  —  Csinaicoso)*^ 
^    '  -|-  (il  sin  CO — £P  cos  »)*  cos  5*  ( 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welchen 
die  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ans  geseogenen,  durch 
die  Winkel  u,  v,  w  und  ti|,  r|*,  fC|  bestimmt^Q  Geraden  mit  ein- 
aoder  einschliessen,  durch  6,  so  Ist  bekanntlich 

cosO=costf  cos»!  -|-coseco80i  -f  cosircostei , 

also  nach  1)  und  2): 

cosd=s-^€7€#sosinS(C8iii(^cosöi^AsbQ) 

—  Cr  sin  Ol  sin  Cd  (^  sin  Q— Ccos  o»eos  ÄS)    • 
+  Crcol»ift*(fice««»V-iJslii«>, 


0rmmtri:  nmmmkirt  TkmHt  A« 


«nd  folglich,  wie  maa  mlttabt  Mdbtor 


wo  Ar  Cr  inaar  mib  oUger  Wertfc  xv  wda/okt  wegMi  des  Vor- 
soicbeno  aber  noch  oino  beooodere  BootMUMHig  sa  geben   ist 

Za  dem  Ende  wollen  wir  die  Projeelioe  des  aadi  dea  Beob- 
acbtaogeorte  gesogeoen  Erdbalbnieesere  aaf  der  Ebeoe  des  Aeqoa- 
tors  ala  deo  poaitiTeo  Tbeil  der  Axe  der  x^  eines  reefativiokligen 
Coordinateneyatema  der  Xi^fix^  annehmen,  fllr  welcbea  die  Ebene 
den  Aeqoatora  die  Ebene  der  jri^t  iat,  nnd  der  penißve  Tbeil  der 
Axe  der  jfj  so  angenommen  werden  aoU,  daaa  man  aicb»  um  von 
dem  poMtiTon  Tbeile  der  Axe  der  X|  an  dnrdi  den  rechten  Win- 
kel (:f^yi)  lilndiircb  so  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y^  za 
gelangen,  im  Sinne  der  Drehung  der  Erde  nm  ihre  Axe  bewegen 
moss;  aosserdem  soll  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  ix  mit  dem 
positivett  1*bmlo  der  Axe  der  z  xnsammeofallea.  Dann  bat  nun 
nach  6w  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordiaaten  bekannflicb 
die  Iblgonde«  flleirbnugen ; 

Xx  ssjfainai-f-xcos», 

jfi  =ycosfli— jTsinis; 

und  sind  nun  x,  g,  x  und  ^i»  ^i»  X|  die  CoonBnaten  eines  in 
der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus  in  der  Schwingunga- 
ebene  gesogenen  Geraden  liegenden  Ponktes,  dessen  EntTemaog 
von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  wieder  g  sein  mag,  so  ist 

jrsfcosact,    ys^osesi,    xtsiffmw^; 
also  nach  dem  Vorbergebenden: 

^i  =  p(stn  CDCOS^i -f  cos  OCOSMi), 

yi  s=^(cos»cose| — sinmoesaii); 
folglich  nach  S^,   wie  man  leicht  findet: 

jTi  :=  ^G  (^  sin  09  — >  £  cos  o)  sin  S , 
3fi  =:^Crt(ilcoso-|-fisin»)sincS— CcoscSt'. 
Wegen  der  oben  gefundenen  Glidchung 

JcosttcosS  4  Ashifl»  cosS  -f  CsinS  =0 
ist  aber 

il  cos  o  -f  Asinozs  — Ctaagc3, 


abo  oadi  dem  Verhergebeoden : 


•      »' 


yi=— 


f 


GOB.G) 


Nefcmen  wir  mI^  dt«  ihiIi  dem  Mfffelfiunkte  4«  Ecde^iiü  h).4<Nr 
Schiriogangsebeoe  gesogene  Cerad«:  iroroer.  «o  «n»  .;dMii  «in  ttuf 
der  Seite  dee  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  nach  wei- 
cher hin  sich  die  Erde  hewegt^  so  ist  yi  positiv»  und  aas  der 
obigen  Gleichung  erhellet  also,  dass  man  unter  der  so  eben  ge- 
Bochteo  Voraussetzung  das  Vorzeichen  Ten  Q  .Iniiner  <P  «fiehn^fm 
moss,  dass  das  Product  GC  negativ  wird,  wobei  man  nicht  un- 
beachtet  lassen  darf,  dass  coscS  stets  positiv  ist,  weil  der  abso* 
bte  Werth.voB  S  nic<it  grosser  als  »0^  ist  ,  ..,    ;  .       ,  ,. 

Die  Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  Wölfen  wir  'utii 
jetzt  durch  die  gerade  Linie;  beatimmt  denken,  in  welcher  von 
derselben  der  Horizont  des  Beobachtungsorts  geschnitten  wird, 
iTttllen  iher^  *inAttef  nur  den  ^iJieti  tfer- Beiden  TII(Hie 'in's  Av^d 
faaaen,  in  welche  diese  gerade  Linie  durch  defr  BeebaehtiMigsidVt 
getheilt  wird,  und  werden  im  Folgei^d^a  diesen  Theil  der  in  Rede 
stehenden  geraden  Linie  der  KOrze  wegen  die  Scbwingungslinie 
nennen;  der  Thell  der  MitttegsItWie  deift  Be6baehtung.<)0rts,  welcher 
TOP  diNp  Jieo|ba9htiii\gsorte  aus  nach  der  8citp  tdes  Nofdpols  A^f; 
Erde  hin  liegt,  soll  dagegen  von  jetzt  an  die  Nprd|ir^e  ^eaan^n^ 
werden.  Die  von  der  Schwingungslinie  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Axen  der  ä»  y,  i  eingeschiosseneii,  180^  nicht  Gberstei- 
geoden  Winicel  sollen  fvir  respective.  duzch.a,  ß^y  bezeichnen, 
vod  der  von  der  Schwingongslinie  mit  der  Nordlinie  eingeschlos- 
sene Winkel,  indem  man  denselben  von  der  Nordlinie  an  nach 
der  Seite  des  Meridians  4es  Bertactltu^gsorls  hin,  nach  wielebiar 
die  Drehung  der  Erde  gerichtet  ist,  von  0  bis  2ßKfi  zählt,  soll 
dorch  B  bezeichnet  werden,  wobei  man  des  Folgenden  wegen 
nicht  unbeachtet  zu  lassen  bat,  dass  hiernach  diese.  Winkel. Top 
der  Nordlinie  an  eigentlich  der  Drehung  der  Erde  entgegen  gezählt 
Verden«    Unter  diesen  Voraussetzungen  sind 

a; — r  cos  «cos  5  ^^  y — rein  »cos  5      z — rsinS 
cosa  "^  cos/}  "**      cosy 

die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  Horizont  des 
Beobachtnngsorts  von  der  Schwingungsebene  des  Pendels  .  ge- 
iebnitten  wird.  Da  diese  Linie  auf  dem  nach  dem  Beobachtung^- 
orte  geaogeoen  Erdhalbmesser  senkteebt  steht,  so  .ifit 


»  \ 


coett  cpsti'  4  eos/Scos  v'  -f-  eesy  ccmho^  4?  0, 
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wlao  nach  dem  Obigen: 

cosacosocosQ  +  cöMßdüueos  q  -f  cosf  sisS  =  0; 


und  da  die  In  Rede  stehende  gerade  Linie  in  der  Sckwingongs- 
ebene  Hegt,  so  meee  aaoh  die  durch  den  Mktelpaikt  der  Erde 
nit  dereetben  getogene  Parallele «  deren  GMchmgea 

X  ft  % 

eo8o      coep       cos/ 
sind,  lü  der'  durch  die  Olelchttng 

eharakterisbten  Schwingungsebene  des  Pendels  liegen,  worans 
sich  mimitlelbar  die  Gleichung 

Jcosa-f -ff co8|I -|-  Ccösy=sO 

ergiebt»  Daher  haben  wir  zwischen  den  GrOssen  A^  B»  C  die 
beideii  Gldcbnngeii: 

ilcosa-f- jBTcos/J-l- CcdS}r=:0, 
<^lcos»cosc5  +  J}sinocosc3  +  C8inS=0; 

und  bfeselchnet  also  Gi  einen  gewissen  Factor,  so  kann  ttan  be- 
kanntlldi  setxon^ 

Atta  G|(cos^sinS-— cosysin«cos5), 
B^  Gl  (cos/cos  ttcosS  -^  cositshi  S), 
C=s  C^  (cos  o  sinn  —  cos/}  cos  o»)  cos  S. 

Also  Ist,  wie  man  mit  Hflife  der  GMcbung 

cosaces«>cosci-f  cos/7ainoBC08  5  {-cosysincS^^O 

Jsin»— ficosa>=6]^)(cosaco8»-|-<;osA8ini9)sin5."^fosycesöi 

und 

CsiuncosS — £8inS:s  Cricoso,  ' 

ilsino  —  CcoscDCOsc3=  GiCOBß, 
(ffcosio— i4sinfi»)eos8:^  Cr|COS]^; 

(if  sinS  "^  Ceös«  ose  S)*  -f  (Bsfai  S  ^  Csfai  aeos  6)^ 
•f  (il4rin«»^JVeos»)*ee*q*»C^*, 


Qod  daker  oach  dem  Oiblgm : 

hm  6^  ei^ehmg;  ^    t  .  . 

Ax  +  Bg  +  Cx^O 

> 

der  SchwingoDgsebeDe  des  Pendels  und  den  obigen  Ausdrficken 
^m  A,  B,  C  erhellet  aber  aof  d^f  Stelle,  dasaei  tcn-crtattet  liit, 
Gi=l  la  setsen,  woraus  sich  dann  ferner  nach  dem  Vorherg^endeA 

C?  =  l,    also    G=^±i 

cr|iffbt    Aaber  ist  nacb  4€ni  Obigen  .  >   .  i 

2l:=cos/3sin€5  — coaysifraieAll^,  ' 

0?ä:«6ayeattidtetH>'ä  -^  e<rdtt  sin  S, 

C  =  (cos  osin  o> — cos  ^  cos  n)  cos  S 

JnDO-*  Aco8a>  =  (costfcos(o -f  cos^sino»)8inQ-:^OS7€Oütt. 

Wenn  nun  die  Scliwingungslinie  auf.  de^'Mto  dea  Meridians 
des  Beobachtungsorts  liegt»  nacb  welcher  die  Drehung  der  Erde 
gcridite^  ist»  ao  ist  M  nach  dem  Obigen  ötenbar  yerstattet, 
9=0»  folglich  cosO=cos(9*  sin 6=: sin (9  zu  setzen».. uidlnatii 
4)  ist  also: 

cos6  =  T{(cosacoso>-f  Gos/}sina>)sinS — cosycosS), 

•  •  • . 

das  Zeichen  so  genommen,  dass 

GC = db  (cos  ff  sin  o — COS /Jcos  o)  COS  c5 » 
d.  Ly  weil  cosS  positiv  ist»  dass 

dt  (cos  a  sin  n — COS  ^  cos  o) 

oegatiT  wird;  wenn  dagegen  die  Schwingungalinie  auf  der  entge- 
geagesetzten  Seite  des  Mert^ans  de^  Beobachtungsortg  liegt»  so 
BOSS  man  offenbar  6^0-1-180^»  also  cos 6  =  — cos0»  sin 6 
-—sind  eetzen»  und  nach  4)  ist  folglkhs 

eos9:i^dbt(cosaco8o-feos/)«iti0i)sinS$  ^cosjrcosS}» 
das  Zeichen  so  genommen»  dass 

Ot?Ä±(cestt^toi-.coa/JeoaÄ)fetifcC,   •    ''  '  '"'' 
i*  h.»  weil  cos  S  periir  int,  idnsn 
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-jt  (co8  «sin  m  —  e^mßtom  o) 

negativ  wird.  Nun  fiberseagt  man  mcb  aber  ganz  auf  diei 
Weise  wie  oben  in  einem  ihnilcben  Falle  mittelst  eloer  leic 
Coordinaten-Verwandlong  sogleich,  dass  die  Gr5sse 

cos  ß  cos  m  —  cos  «sin  m 

im  ersten  Falle  positiv«   im  sweilen  Falle  negativ  ist,    daos 
die  Grosse 

cos  «sine»  —  cos/}  cos  o 

im  ersten  Falle  negativ ,  im  zweiten  Falle  positiv  ist;  woraus 
mittelst  des  Obigen  auf  der  Stelle  ergiebt»  dass  in  beiden  FS 
also  in  vfilliger  AUgfsmeinbeit, 

cos6=— {(cosftcoa  o-f'Cos/Isia»)sinB— cosycos  o  i 

oder 
-5)  .  .   GOsSscosycosS— (coscrcostt-f cos/)sino)siD5 

zu  setzen  ist. 

Weil  bekanotiicb 

cos  acoscdcos  S  -f  cos/Jsin  «cosS  -|-cosysino  =  0 

und  fblglicb 

cosacos  Ol -f  Gos  |}  sin  » =— GosytangS» 

*   ■  '  _._ 

cos  y  = — (cosacos  » -f  cos  /?  sin  lo)  cot  8 

istf  so  ist»  wie  man  leicht  findet: 


^     cosy         cosacos»-f  cos5sin0 
^= =:= ' — Lt^  «» ""  » 


cosw^—       — -^ 1   — 

cos  Q  sin  Q 


und  folglich 


•in  9*= 1  —  ^^jXsss  l-T  cos  y*^oosy*tangi> 


cosS*' 
=:cosa*-|-cos^— (cosacoso  f  cos/9sins>)* 

SS  C0SCt*St0O*-|-G0S/}'C0l|CI|* — S^COSOCQS^siniMOSfli 

=:  (cos  a  sin  n  —  cos /3  cos  0»)' » 
also  nach  dem  Vpdiergehenden  offenbar  in  vOUiger  Allgemeinbe 

i 

nin  9  s=  —  (cos  asin  o>-^  eesjl  eos  m^ 
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Dth«rb«beii  wir- }«t>t  ile  folgenden  ganz  allgemein  gfiltigen 
Pormeki : 

^ cosy  cos  a  cos  o  +  cos  ß  sin  a 


ä^       cosy           c 
cos  B  =  =  r= 
cos» 
sin  O  =  cos /Joes  •»-• 


sin€;> 
cos«  sin  09. 


Bevor  wir  weiter  geben,  wollen  wir  suerst  zeigen»  wie  die 
Lage  einer  Ebene  bestimmt  wird,  die  durcb  eine  gegebene  gerade 
Linie  gebt  and  gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten 
Wiokel  geneigt  ist.    Zu  dem  Ende  sei  in   Taf.  V.  Fig.  9.   die  ge- 

gebeoe  gerade    Linie   AB^    und    MN  sei    die    gegebene   Ebene. 
Üordi  den  Punkt  B  ziehe  man  in  der  gegebenen  Ebene  die  be- 

lfei)ige  gerade  Linie  BC»    feile  von  A  auf  die  gegebene  Ebene 

de«  Perpendikel  AAi ,    auf  die  Linie  BC  ded  Perpendikel  AC, 

and  liehe  die  Linien  BAi  und  CAi.     Dann  ist 


AAi  :=zAC.^inACAt» 
AC  =  AB. sin  ASC; 


il«o 


oder 


AAi  =:  AB, Bin  ABC, Hin  ACAx 


AAi 


^       AB,  Bin  ABC 


Da  die  Linien    AAi   und   AB  constant  sind,   so  wird  der  Winkel 

ACAi  ein  Minimnm  werden,  wenn  sin^lTC  etn   Maximum   wird, 

also  für 


ABC=^W^ 


oder  wenn  die  Linie  BC  \n  der  Ebene  WN  auf  der  Linie  AB 
»eokrecht  steht.  Folglich  wird  die  gesuchte  Ebene  bestimmt  durch 
die  gegebene  gerade  Linie  und  die  auf  derselben  senkrecht  stehende, 
io  der  gegebenen  Ebene  liegende  gerade  Linie. 

Ferner  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  det  Sehwfngungsebene  des  Pendels  bei  einer 
durch  die  polaren  Coordinaten  Oi,  S,  f  bestimmten 
zweiten    Lage  des  Beobaehtungsorts  beschäftigen. 

Bei  diefter  Bestimnvuftg  halten  wir  *un8  gaos  an  die  im  Obi- 
gen ffir  dieselbe  entwickelten  Principien  und  suchen  denselben 
onr  eioen  analytischen  Attsdrock  zu  geben. 

TUü  XXVn.  16 
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Der  nach  dem  Beobachtangeorte  gesogene  Brdhalbmei 
schliesse  mit  den  positiTen  Tbeilen  der  Axen  der  jp»y»  z  die  1 
nicht  übersteigenden  Winkel  Ui  »  Vi\  u>x    ein»  so  ist: 

costii'  =coso>icosci» 

cos  Ol'  =  sin  o>i  cos  o , 

co8tO|'=:sinS. 

Ein  anderer  beliebiger ,  auf  diesem  Erdhalbmesser  senkrc 
stehender  Erdhalbmesser  sei  gegen  die  positiven  Theile  der  A 
der  Xt  y,  t  unter  den»  18ü®  nicht  fibersteigenden  Winkeln  u" ^ 
w"  geneigt,  so  ist 

costii'costt*-f  cose/coso' -|-cost^'cosio' =0» 

folglich  nach  dem  Obigen: 

cos  (Dl  COS  S  cos  u  -{-  sin  o>i  cos  c5  cos  e^  -f  sin  c5  cos  w    =  0. 

Soll  nun  dieser  Erdbalbmesser  in  der  ersten  Schwingungsebc 
des  Pendels  liegen»  so  muss 

sein;  und  aus  den  beiden  Gleichungen 

A  cos  u^  +  B  cos  v"  +  Ccos  tu"  =  0, 
cos  o>i  cos  o  cos  u"  +  sin  o>i  cos  Q  cos  v"  -f  sin  q  cos  u>^z=0 
folgt  nun,   wenn  Cr'  einen  gewissen  Factor  beseichnet: 

cosu''  =  6r'(CsiniDiCosc5—- J9sinc5)» 
cos  v"  =  G'  (A  sin  Q  —  Ccos  a>i  cos  6) , 
cos  to^  =:  G'  (Bcos  »i  —  A  sin  a>i )  cos  Q. 
Ist  nun  im  Allgemeioen 

die  Gleichung  der  zweiten  Schwingungsebene  des  Pendels»  so  w 
well  nach  den  oben  entwickelten  Princlpien  diese  Ebene  dorc 
die  beiden  vorhergehenden  Erdhalbmesser  bestimmt  wird,  wekk 
also  in  dieser  Schwingungsebene  liegen  mfissen: 

Ai  costf''  +  Bi  coBv"  +  Ci costo':=0, 
Ai  cos  iiDi  cosS-f^iBin  »i  coscS-f  Qsli^cS  =0; 

folglich»  wenn  Gi    einen  gewissen  Factor  beseiehnet: 
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Ai^=.  Cr|'(sino>|C08i5co8fo''  — siDcicosv'), 

Bi  =  Gl'  (sin  cS  eos«^ — cos  (D|  cos  ci  cosco'^), 

Ci  =s  G^'CcoscsiCosp^— sincDiC08tt'^)cosS; 

also,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehendeo  leicht  fiodet,  wenn 
der  Kfirse  wegen 

7)  .    .    A  =  i4cos(0|CosS -f  AsincoiCosS-l-CsIncS 
gitetit  wird: 

£1  =— C7'Cri'(£  — Asincoi  cosQ), 
Ci  t:^-C'G,'(C— Äsinö); 
wo  es  aber  offenbar  Tcrstattet  ist,   bloss 

ili  =  J  —  Acos  o»!  cos  Q , 

JSi  =  B —  52sin  »1  cos  q  » 

Msetien.  Für  die  Grosse  Sl  erhält  man,  wenn  man  In  deren  vorste- 
henden  Ausdruck  die  oben  VSlx  A^  B^  Cgefandenen  Ausdrücke  ein- 
filiirt  und  dabei ,  wie  es  nach  dem  Obigen  erforderlich  ist,  zugleich 
61  =  1  setzt«  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  den  foigen- 
deB  Ausdruck: 

cos  a  cos  i(o)  -t*  a>i)  ^Id  o 

8)  52=2^n4((D— «i)   ^  •t-cos^sini(a»-f- a>i)>IdS   }   cosq. 

—  cos  y  cos  \(m  —  »i)  cos  c5 

Bezeichnen  jetzt  ^3  ßi»  Yi  die  von  der  zweiten  Schwingungs- 
ßnie  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  y,  x  eingeschlps- 
wneo,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  so  haben  wir»  da  die 
n  Rede  stehende  Scbwingungslinie  im  Horizont  des  Beobach* 
tongtorts  liegt,  zu  deren  Bestimmung  ganz  in  ähnlicher  Weise  wie 
Ulier  die  folgenden  Gleichungen: 

Ai  eostfi  +Bi  eosßi  -^Ci  cosfi  =0, 
eoBmieoB^eoBUi'i'&inoiieoBOCoBßi'i-BinQcoayiSsO; 

US  denen,  wenn  Cr'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  sich  so- 
^«cb  die  folgenden  Ausdrücke  ergeben: 
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easflTi  sa  CiCg  sin  i»t  oos  5-*"£i  eha  ä). 

Qos^i  SS  G''(Ai  «in «5  -*-  Ci  cos  »i cosc») , 

cos/i  s::  G"  (B^  cos  (Oi  ««^  4^1  sin  oo^)  cos cS ; 

also,  irle  mao  leicht  findet,  wenn  man  dieobigea  Anadrücke 
A^,  Bi,  Ci   einfuhrt : 

ooao^  a:€r'^(CaiBc»iCO05—- ^aiDÜ)» 

cos  ßi  =  G"  {A  sin  c?  —  Ccos  coi  cos  o) , 

Bezeichnet  nun  endlich  6t  den  von  der  zveUen  Schvringai 
linie  mit  der  zweiten  Nordlinie  eingeschlossenen,  R&nz  auf  l 
liehe  Art  wie  früher  den  Winkel  6  genomnftnen  Winkel,  so 
nach  6): 


1  cos  01  = =: 

9)    .  .  <  «<>«« 

f   sin  6}  =  cos  ßi 


cos  («1  cos  «1  -f-cos  ßi  sin  a>i 

^^  ■  ^  - 

sin  o 
cos  a>|  —  cos  «i  sin  C0| ; 
also,    wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  sogleich  findet: 


_  cos9i  =  6i''(ßcosQ>i'-«^siQ(»i), 
10) 


€  C0S(9i  = 

f  sin6|  =;: 


G"  t  {A  cos  (0|  -f  i?sin  G9i)sin  S—  Ccos  q  ). 

Entwickeln  wir  nun 

At\  (6  --  61)  s:  sin  B  cos  Oj  —  cos  S  sin  ^i 

mittelst  der  Formeln  6)  und  10) ,  so  erhalten  wir  zuvdrdersl  ol 
alle  Schwierigkeit: 

sin  (9  —  ^1)  =     G"  (cos  a  sin  o —  cos  ß  cos  o)  (il  sin  o>i  —  B  cos  fl>| 

4-  G"(cosacoso)-|-co9/3sia(o)(^oosaii  -l-^«üi«i| 

—  G^C(cosacosa>4-cos/?sina>)cotc5y 

oder,  wie  mim  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

sin  (6  —  Bi)  =     G"  {A  cos^ —  fcosor)  sin  (© —  tOi) 

+  e''(^CQsa-|-  BQos/3)€es((o-  o»|) 

-^  6"  C(coe  a  cos  fl»-|-  cos  ^  sin  Qi)oot  S. 


findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannti 
Ausdrucke  von  A,  B,  C  und  der  Gleichungen 


G08O* -f  coa/}' «f  eofly^isl» 

cosacosttcosS  -f  cos j? sin  n  cos  Q  -f  cosysin  3  ^  0 

die    folgenden  Aasdrücke: 

Aca»ß — i?cosa=     sino, 

^eo8o4'-0cosj3=— (cosaaincD  —  co8^cosa>)GOsyco8S; 

oder  9   ureil 

(cosasincD— co8/)co8(o)co8C)  =  C 

Wtt 

A  cos  a-i-B  cos  ß:=  —  C  coay, 
Nimmt  man  hierzu  nun  noch  die  Gleichung 

(cosacosco  4-  cos /3 sin  Gi)cotQ  =  —  cos}^» 
•o  erhSit  man  obM  alle  Schwierigkeit: 

8in(0— 9|)  =  Cr'^isin((o^(D|)sino-f  Ccos7[l— cos(m<^0i)]). 


sfai(e-*«i)aC^  ^sin(fa-**-oii)  slnO -f  2Ccos/sln)(a>^»l)^}, 
folglich : 

11)     .    ^j||^^=e^|8in5+Ccosytangl(a>-a>i)|; 

oder: 

12) 

-T-^ ^=6'{sinc5-|-(cosasina) — C08/9co8(o)cos/cosc5tang|(io— a>i)). 


0m(i»— Ol) 

Weil  aber,  wie  aas  dem  Obigen  erhellet, 

cosasin  c»^  cos/3  cos  o>:s — sin  9»    cosy  cos  Q  =cos  OcoscS* 
isl,   so  kann  man  aneb  seteeD: 

13)  ~^^^^^= G'' IsinS— sinecosecosö«tangK«---ai)  | 
oder: 

14)  ^^!^Z^')  ^G^iw^-i «in2ecos5«tanf^4(ah--»i).}. 


SIS  €run0ri:  Bkm0tUwre  TIUori§  an  FemMMnuc^ 

Nach  dem  Obigen  iet  ofaobar: 

77}  =  (Auin  Q  —  Ccos  eoi  cos  ö}*  +  (Bnin  q  ^  Csin  cdi  cos  o)* 

•f  (Aslnwi —  Aco60|)*co«S*, 
also 9  wie  mao  leicht  findet: 

Qtf^^Ä^  +  B^+C^ — (ilcos»|C08S-|-ABiniDiC0flQ-f  Cftin 

and  folglich,  weil  aaa  den  ans  dem  Obigen  belcannten  Ausdrileken 
▼on  Af  Bt  C  sich  leicht  ergiebt,  dass  A^  +  B^+C^=:l  tat,  wo- 
bei man  die  Gleichnngen 

cosa*  +  cos^  +  cosy*=  1, 

cosffcos »cosQ  -f  co8  j}sin  acosö  -|-  cosysino  =  0 

m  berflcksichtigen  hat«  zugleich  auch  nach  7): 

16)     ...     ^  =  1-Ä«,    G'*=j^. 

Wh*  wollen  nun  auch  noch 

cos  (6 —  6i)  =  cos  0  cos  Ol  -f  sin  B  sin  ßi 

entwickeln. .  Znnftcbst  erhält  man  mittelst  der  ans  dem  Obigen 
bekannten  Formeln  unmittelbar: 

/A     A\      ^,iy  (cos  «  cos  m  +  cos  ß  sin  m)  (A  sin  q>| — ^cos  oi^) 
cos(0— öi)  =  G  — ^^ 

—  C^Ccosasini»  — cos/Jcosco)  |(ilcos(0|-f  ^sino>|)sinS — CcoscS), 
also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos  (9 — ^i) 


=  G 


i«r 


C      (cos«cosi»-|-cos/?slnco)(i4sinfOi— Acosooi)  | 
'  — (cosasino — cos|3cos(o)(i4cosa>|-|''B>in<''i)  ) 


sino 

-{-  G"  (cosasini»— cos/?cosa))  t  (A  cos  o>|-f -Bein  (»|)cos  o-f  Csin  Q  )co.t  tt» 

oder  nach  leichter  Rechnung: 

cos  (6 — Öl) 
^ffjAcosß — Bcosa)cos(a) — a>i) — (i<costt  +  ^cos/?)sln(is*— iP|) 

•f  C  (costtsino^cos/Jcoso»)  {(il  cos  mi+BtAu  iDi)coso-|>Csln  o)  cot  5. 


M«  P0Mcmuii,  OMM  neuen  CeHekttpmnkien  tUurpeeieüi.       949b 

Non  bt  aber 

A  cos  ß — B  cos  a  =  sin  €$ 
ond 

AcifMa-{-Bcoiiß=z — Ceoay 

= — (cos  ff  sin  0) — cos  ß cos  a>)  cos  y  cos  S 

=     sin  S  cos  B  cos  c5^ , 
aocb 

« 

i2 1=:  (^cos  CD^  -f  fisin  a>|) cos S  -f-  Csio  c5 ; 
«Im: 

c<m(8— Äi)=:G^(cos(a} — o)|)—sinO[il-|-cos^coBS8in(o— üOi)]cotcS), 

Biul  folglich: 

cos(6— ep      ^^        sine[>Q-|-cosecos5sin(a)~fl>|)] 

'    COS(l» »i)     ,  COS(ß)— 0E»|) 

oder: 
-^  co8(0— «t)      ^_,-     ^ing+tsin26co85sin(«- coi)     ^_. 

17)  7 r  =r  U'^  |1 7 ; cot  Cd }. 

ni. 

Uebergang   zum   Falle   der    Continuität. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  sich  od  —  ooi,  und  folglich 
uch  6 — 01  der  Mull  nähere«  so  irerden  cos  (00 — toi)  asd 
cos  (8 — 0|)  sich  beide  der  positiven  Einbeit  näbern,  und  der 
Grinzwerth  von 

cos(»— Ol) 

COS(O) —  Ol) 

wird  abo  ofeobar  eine  positive  Grosse  sein.    Weil  nun  nach  8) 

1cosacosi(o>'|-a>|)sinc5  \ 
-f  cos  ß  sin  i(a  4-  C0|)  sin  cS  ;   cos  IS 
—  COSyCOSi(lD — C9i)COSÖ   ' 

Kt,  so  n&bert  sich  Sl,  immer  unter  der  Voraussetzung ,  dass 
•—»i  sich  der  Null  nShert,  offenbar  auch  der  Null»  und  wegen 
iti  GMcbang  17)  ist  daher  offenbar 

co.(e-e,) 

cos  (cd—  0>|) 
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aI«o  nach  dem  Obigen  Lim  G"  eine  positive  GrSsee.  Naeh  IS) 
tat  aber 

also,  weil  A  aicli  der  Null  nähert,  Um.C^—X^  und  folglich, 
weil,  wie  wir  eben  bemerkt  haben,  LxmG"  positiv  ist,    auch 

Lim  G"  =  1. 

Drücken  wir  nun  die  Gleichung  14)  auf  folgende  Art  aus: 

|sin(e— e|),ein(co-a)i)|      6-61 

=  C  t  sin  c3  ^  i  sin2^  cos  o*  taugi(o) — 1»|)), 

so  erhalten  wir,   weil  die  Grosse 

isin26cosc3*tang4(oo—  (»i) 

sich  der  Null  nKhert,  wenn  1» — »i  sich  der  Null  nfihert,  auf  der 
Stelle  die  folgende  Gränzgleichung,  bei  der  man  immer  zu  beach- 
ten hat,  dass  m — ai|  -und  9 — S^  sich  zugleich  der  Neil  nähern; 


und  weil  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
Lim 


8in(o— (Oi)__^      L|m«'"(^-^t)__j 


Ol  —  a>|  '  ©  —  Öl 

nach  dem  Vorhergehenden  aber  auch 

Lira  €?"  =:  1 

ist,  so  geht  die  vorstehende  Grfinzgleichung  auf  der  Stelle  in  die 
folgende  fiber: 

18) Lim ^sssiuQ.    . 

Dass  diese  hier  in  aller  Strenge  abgeleitete  Gleichung  die 
vollständige  Theorie  des  Foucault'scbeo  Versuchs  enthält  1  wird 
man  auf  der  Stelle  übersehen,  wenn  man  nur  alles  Obige,  oft* 
mentlich  auch  das,  was  fiber  die  Art  und  Weise,  wie  die  Win- 
kel 6  und  6|  genommen  worden  sind,  gesagt  worden  ist,  sorg- 
fältig beachtet.  Noch  weitere  Erläuterungen  hierüber  hinzuzufügen; 
halte  ich  daher  an  diesem  Orte  für  überflüssig»  und  hoffe,  dass 
man  den  obigen,  mit  aller  Strenge  durchgeführten Entwickeluogen 
einigen  Beifall  nicht  versagen  wird. 
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Die  AnflosBiig  d w  GleiGhongen  des  fünften  md  seclit«- 
teo  Grades  durch   Construction  nach  Descartes^   in 

eigenthümlicher  Daratettong. 

dem  Heraasgeber. 


ElDleitang. 

Ueber  4eD  ▼ierteo  Grad  hloaiifl  ist  bekanndtcii  die  allg^mciiia 
Aiflümig  der  Glekhmgen  in  dem  gewSlHiliebeii  algeliraisebeD 
Sine  anniliglicil;  jaoachon  die  AunÄsöng  der  Glelehangea  dea 
4ritt«i  Qod  vierteil  Giadea  nimmt  geometriaehe  Hutfamittel  ia  Aih 
i^di,  inaofem  man  die  Anwendung  der  goniometrischen  Foi^ 
nein  und  Tafefan  in  den  Kreis  der  Anwendungen  der  Geemelria 
nf  die  Algebra  zu  sieben  Iceinen  Anatand  nimmt;  und  was  ifit 
^  die  allgemeine  Auflfiaung-der  reinen  Gleichungen  mittelat  dea 
C«teefeciieB  Lehraatzea  am  Eade  andere  als  eine  Anwendung  der 
Geonetrie  anf  die  AlgeiiraT  iaabeaandere  ila  aicb  ia  diesem  Falle 
die  Wurzeln  der  aufziduaenden  Gleichungen,  oder  weaigatena  die 
rmikn  quadcatiacben  Factoren,  welche,  gleich  Null  gesetzt,  zu 
Cleichongen  dea  zweiten  Grades  führen,  durch  deren  Attftöaong 
die  in  Rede  atehenden  Wurzeln  erhalten  werden,  auf  eine  ao  ein« 
bebe  und  elegante  Weise  geemetrisch  darsteHen  laaaen«  Endlieh 
weiss  man  auch ,  mit  wie  grossem  GMck  man  in  vielen  Fällen 
f^eomelciscbe  Betrachtungen  bei  den  Beweisen  wichtiger  allge- 
meiaer  Sätze  von  den  Gleichungen  in  Anwendung  geimcht  hat 
kh  bia  daher  der  Mainuiig,  daas  man  mit  demselben  Eifer,  mit 
welchem  .  man  imber  dtewoUraat  zam  Abacbloase  gebrachte 
Aowendung  der  Aaalysis  auf  die  Geometrie  bearbmtet  hat»  aas 
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wach  migekekrt  die  AsweBduag  der  Geonelrie  aai  die  AnalyaiB, 
ioiKbeeoodere  auf  die  eigeodidie  Algebrm,  etediieB  sollte»  ned  habe 
mir  sehoo  liegst  TorgeDOBUBee ,  io  eioeia  diesen  Gegeeetend  be- 
trdkoden  grosseres  Werke  In  Verbiodiiiig  mit  eigcecn  Dster- 
sochanges  Alles  zassnaieiizostelleD,  wss  iwsWr  in  dieser  Bezie- 
hang  geleistet  wordes  ist  F6r  jetxt  will  ich  iodess  in  dieser 
Abhandlosg  nor  eieeo  Ponkt  xnr  Sprsd^  bringes,  der«  so  alt  tr 
snch  ist,  bisiier  nseh  melDer  Meiomig  nicht  in  dem  Msssse,  wie 
er  verdient,  beachtet  worden  ist,  sogleich  in  der  Hofnong,  dadnrcfa 
rielleicht  aoch  andere  Mathenatfter  zu  Teranlassen,  ihre  Kräfte 
der  Anweodong  der  Geometrie  auf  die  Algebra  so  widmen,  und 
4si  Iijahsissn  ihser  Untemcfam^eo  b  diseer  Zcüscfarift  nst- 
setheilen. 

Es  ist  bekannt,  dass  Tieie  der  berfihmtesten  Siteren  Mathe- 
matiker,  haoptsidbüeb  aber  Descartes,  Format,  La  Hire» 
L'Hospital,  Hndde,  Schooten,  Newton,  Balley,  n.  8.  w. 
sich  scdir  eifrig  mit  der  AnflSsirog  der  Gleichongeo  durch  Coo- 
stroctioB  mittelst  Torschiedener  mehr  oder  weniger  leicht  sn  be- 
schreibender Cnrren  beschäftigt  haben.  Newton  in  seiner  „Aritb- 
metica  oniTersalis.  Lngdnni  BataTorum.  1732.  p.8I2.~ 
p.24L<'  md  anch  Maclaurio  in  seiner  ., Algebra"  von  der  mir 
die  unter  dem  Titel:  „Traitd  d'Alg^breetde  la  mani^re  de 
i'appliqaer.  Tradnit  dederAngloisdeBlMaclanrin.Pari8. 
IWk  p«387«--p404*  enrchieMoe  fraBsSsisehe  Debersetsang  Tortief^, 
haben  diseem  GegoMlaade  ganse  Kapitel  ihivr  Werke  gewidmet.  Die 
nencien  Mathematiker  haben  diesen  Weg  >der  Anifisnng  der  GM- 
cbongeB  iSngsl  Terlassen,  wobei  wohl  denUmsich  ganz  liobtige  €e- 
eiehtspnkt  maassgebend  gewesen  ist,  dass  einmal  die  AvflSsoDg  der 
Gleichnogen  durch  Constrnction  Ton  geringer  praktischer  Brancb- 
barkeit  sei»  und  dass  femer  bei  einem  an  sich  rein  arithmetischeii 
Gegenstande  die  Anwendung  der  Geometrie  als  ein  fremdartiges 
Halfsmltlet  betrachtet  werden  misse.  Dessenungeachtet  bin  ich 
der  Meinung,  dass  es  jetst  an  der  Zeit  sein  ddifte,  den  Mber 
so  eifrig  verfolgten  geometriscben  Weg  der  Aofldsong  der  alge- 
braischen Gleichungen  too  Neuem  su  betreten ,  natOrlich  eisiig 
und  alMn  aus  dem  Grunde,  well  so  einem  Fortschritte  in  der 
Auflösung  der  Gleichungen  auf  arithmetischem  Wege  bei  der 
jeteigen  Lmgo  der  Sache  so  gut  wie  gar  keine  Hoinuag  nsrhsodeu 
ist  In  naher  Verbindnng  hiermit  steht  ein  anderer,  von  den  ti- 
teren  Mathematikern  gleichfalls  mit  grossem  Eifer  in's  Ange  ge- 
fasster  Gegenstand,  nfimlioh  die  Angabe  sweckmSssIger  fawtro- 
mente  snr  organiseben  Beschreibung  der  bei  der  Auflftssog  der 
Gleichungen  durch  Constniction  angewandten  Curren,  worfiber  iek 
mich  jedoch  Alf  jeat  hier  nicht  weiter  vesbeeiten  will. 
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AiB .  «Uiigvttii  09ier  aiiep  Matb^matUcam.  tot  w^U  4at  Kcbarf- 
aiaaiieDeacartas  an^b  mit  dar  AuflMmnir  4er  Gfamtengaa  durch 
Coaalraatiaa  baacbift^t.  Saiaa.,Geamatri.a^«  (R^nati'Paacar. 
tea  Gaanetria»  una  oam.  aotia  Florimondi  da  B^auna, 
apaira  atqoa  atadio  Franoiaci  a  Schootep.  Fraaoafarti 
»d  Maenai».  1695.  4^)  fat  eia  aua  109  Seitan  be^tab^daa 
Werfccbea»  freicbaa  auf  diaaeio  geriagen  Raorna  inabr  Piaae  Uaan 
anthilt  ala*  viala  aadara  bändaraicha  Werke»  und  baoptalcbliab  an 
weitaraa  Uateranabaagan  anuiregeB  daa  Zweek  halte»  w«a  Dea- 
cartea  aiicb  aelbat  andeutet,  indem  er  aaina  merkwUrdiga»  deü 
torgfiltigatan  Studiuma  aahr  waribe  Schrift  mit  den  falgandan 
^wtaa  achiieaat:  ^Sed  Snatitatnni  meom  non  aat  praÜttm  libnim 
»Meribara»  aed  potiim  tnolta  pnacia  comprebendarat  quad  forte 
jvdictbnnt  ne  feciaae,  qui  consideraturi  aont«  .qaad>  radaette  ad 
eudeni  ccAatractioneai  Problematia  omnibva  ajaadam  ganaria, 
moinm  aiinal«  qao  ad  ininitaa  aliaa  divaraaa  radudi»  atqua  iia 
Miiiia  infinitia  roadi«  reeoUi  poaaint*  oaleaderioi»  Pimtaraaftliam, 
qaod  caaatmctia  iia  omniboa,  qoae  Plana  aunt»  tatacaaatiaae  €»• 
coli  et  lioeaa  ractaa,  et  iia  ommbiis,  qaae  Salida  aaat,  iataraa- 
ctiooe  elronli  et  paraboiae»  ac  fcaadani  iia  omnibaa»  qoaa  iiaa  gradn 
attfsie  aiwt  eaanposita,  interaactione  aimiliter  oirculi  et  lineaa«  uno 
giada  magia  qdam  parabaJa  eompo^itae,  aandaai  tanliiBi  Tiam  bi 
coMtni«ad[ia  reliquia  omnibaa»  quae  niagia  roagiaqaa  t»  infinitum 
aint  oampaaita*  aaqai  opqrtaat.  Etaaim  cagnitia»  ia  mataria  na- 
dienatiaanim  prograamnam»  daobna  aut  tribaa  priaiibiia  tafaniaiay 
icUqaoa  Jnveaire  non  eat  difficila«  Adao  nt  aperen  a  paataiia 
nU  gmliaa  babitan  iri»  non  aolan  pro  iia,  qnae  hiqi  axplicni; 
•td  atian  pro  iie»  qaae  couaulto  omiai,  qua  ipna  vatnpte^m  iHa 
iBveateiidi  reiinquerem/'  Wegen  aeiner  grosaen  Kurse  \9k  dtaaaa 
Wtrkchaii  aocb  liättig  aoronantirt  worden,  wie  diaa  von  Flori- 
aood  de  Beaune»  von  Scbooten»  ja  salliat  Ton  dem  lieräbmten 
Jae«b  Baraoviii  ia  der  iScbrifts  »»Notae  et  animadrersio- 
nefllannitaariae  in  Geometriam  Cartesii.  Editaaprimiin 
ad  calecn  «ditionia  Francofurteaaie.  Aono  1605*).  (Ja- 
cabi  Bevfioallt  Opera.  T.U.  685.)^'  geachehan  iat  Den  weit- 
llaigateo  oahr  warÄToHen  Commentar  bat  aber  aaf  OW  SeMan 
4er  sdiarfainnige  und  nach  dem  Zeugniea  aeiner  Zeltgenoaaeffi 
achr  gaiafarea  Jesait  Claude  Rabncl  unter  dem  Titel:  »,Can- 
Bcniairea  aur  Ia  G^emdtria  da  M.  Daaeartaa*  Par  le 
8.  P.  Claude  Rabual,  da  Ia  Conpagnie  da  Jaana«  A 
Lyon.  Vt9L  4^^.  beranagegaban»  wo  In  der  Vorrade  von  den 
canaieelMen  berühmten  Wevkcbea  gesagt  wiad:  5iCel  Ouvraf  a» 


»■»y « 
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qn'an  habile  G^om^tre  de  ce  si^cle  appeiie  avtc  rtisoB 
1»  C^«mfiife  Fimnfvfse,  ^toit  d'oDe  difftciilM  prev- 
qa'insarmoiitable.  M.  Descartea  avoit  affeet^  de  le 
reeaerrer  dans  lea  bornes  les  plaa  dtroitea.  Biea  des 
rataons,  qii*on  peot  Toir  dans  ses  lettres»  l'y  avolent 
engaf^d«"  Den  8cblni»8  dieser  merkwürdigen  Sehrift  von  De»- 
eartea  maeht  die  voHstSndige  Aufldsnng  der  GteicbvDge«  des 
ninften  und  seebeten  Grades  dnrcb  Gonstmctien.  Dieselbe  in 
ibrer  Verbindong  mit  gewissen  nothigen  VorbereitnngssStcen,  die 
meistens  nar  angedeutet  sind,  mit  vollstXndiger  Dentlicbkeit  auf- 
anfassen,  Ist  nicbt  ganz  leicbt,  nnd  ancb  die  Commentatoren,  seilet 
Jaeob  Bernoniliy  scbetnen  mehrfache  von  ihnen  nicbt  gani 
geldste  Scbwierigkeiten  gefonden  zu  haben.  Wenn  auch»  wie  ich 
sehr  gern  zugebe,  auf  diese  Auflosung  der  Gleichungen  des  f&Df- 
ten  und  sechsten  Grades  in  der  That  Alles  Anwendung  findet, 
was  sich  Oberhaupt  gegen  die  geometrische  Auflösung  der  Glei- 
chungen sagen  iilsst,  so  gewährt  es  doch,  wie  es  mir  soheiot»  bei 
diesem  Gegenstande,  wo  die  arithmetische  Betrachtung  uns  so  gau 
und  gar  keinen  Aufschluss  gewährt  und  uns  vOllig  im  .Dunkeln 
und  im  Stieb  iässt,  ein  eigen tbfimliches  Interesse,  sn  «eben,  wie 
durch  die  sechs  Durschnittspunkte  zweier  nach  einfachea  Gesetitn 
gekrihnmten  Linien,  die  im  Ganzen  auch  leicht  zu  constraireo 
sind,  wenigstens  sehr  leicht  constmirt  gedacht  werden  kfonen, 
mit  einem  Male  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  des  secbsteo 
Grades  erhalten  werden,  wenn  die  Wurzeln  sftmmtlich  reell  mnd; 
wie  diese  sechs  Durchnittspunkte  sich  auf  eine  geringere  Ansabl 
reduciren,  wenn  unter  den  sechs  Wurzeln  imagin&re  vorkommen; 
wie  gewisse  Durchschiiittspunkte  mit  einander  zusammenfallen, 
wenn  die  Gleichung  gleiche  reelle  Wurzeln  enthält;  wie  fiberbaupt 
die  ganze  Natur  der  Gleichung  sich  in  den  Durschsohnittspunkten 
der  zwei  in  Rede  stehenden  Curven  darstellt  und  ausdruckt  Je 
merkwürdiger  diese  Construction  namentlich  deshalb  ist,  weil  sie 
sich  ganz  allgemein  auf  jede  Gleichung  des  fänften  und  sechsten 
Grades  anwenden  läset,  wenn  mit  derselben  in  gewisaen  Fällen 
einige  nothwendige  Transformationen  vorgenommen  worden  sind: 
desto  auffallender  ist  es,  dass  von  derselben  noch  in. keinem  der 
mir  bekannten  neueren  Werke  die  Rede  gewesen  ist,  ja  dass 
auch  die  älteren  Cömmentatoren  des  Descärtes  sich  nicht  weit* 
läufiger  und  eingehender  mit  derselben  befasst  haben,  was  viel« 
leicht  zum  Theil  seinen  Grund  in  gewissen,  von  diesem  Gegen- 
stände dargebotenen  Schwierigkeiten  hat.  Ich  will  daher  Im  Geiste 
der  neueren  Analysis  eine  vollständige  Darstellung  dieser  AaflS- 
snng  der  Gleichungen  des  fünften  und  sechsten  Grades  nebst 
allen  nStbigen    algebraischen    nnd  geometrischen  Vorheceituags- 


:  M9€ät$m  erüd§9  durch  Contimcilan  nach  Desfimrics,  etc.  S49 

ilti6D  in  diever  Abhandlang  liefern,  indem  ich' gestehe,  daee  ich, 
Dacbdem  es  mir  gelungen  war,  die  eigentliche  Natur  dieser  Auf* 
Üsang  ▼ettständig  zu  durchschauen,  den  Scharfsinn  ihres  Urhehers 
roD  Meaem  lebhaft  bewundert  habe.  Besonders  freuen  wird  es 
mich  aber>  wenn  diese  Abhandlung  zu  neuen  Forschungen  Aber 
die  geometrische  Auflösung  der  Gleichungen  anregen  sollte,  wel- 
ches anch  ekier  der  Zw.^cke  ist,  die  ich  durch  dieselbe  su  errei- 
chea  beabaicbtiee« 


Allgemeine  Betrachtungen  'ober  die  Gleichungen. 

I.  i. 

Wenn 

dne  beliebige  Gleichung  des  nten  Grades  ist,  und  in  derselben 
y— a  filr  x  gesetzt  wird,  wo  also  y^six-^-a  ist,  so  erhiUt  man  die 
Gleicbnng: 

oder,  wenn  man  die  Binomial-GoefBcienten  auf  gewöhnliche  Weise 
beieichoet  und  der  Kürze  wegen 

B'z=in^a*+{n—l)i  aA  +  i?, 
e  ==  ii3aH  (it*- l)t  a*^ -f  (n — 2)i  a£  H- C, 
D'=zn^a*  +  (n  - 1)|  a^A  +  (n— 2)aa«JJ+ (n— 3)i  aC+  D, 

u.    s.    w. 
cetst,  die  Gleichung: 

Wenn  man  Ton  sämmtlichen  Wnrzeln  dieser  Gleichang,  welche 
Bit  der  Gleichang, 

v«Q  gleich  hohem  Grade  ist,  die  GrBsse  a  subtrahirt,  so  erhUt 
BUD  die  Wnrseln  dieser  letzteren  Gleichung;  oder,  wenn  a  eine 
pontive  Grosse  ist»  so  sind  in  der  Gleichung 


JSO      Oruneri:   Die  Auftötung  der  Gleichungen  den  fStnfien 

die  ftSttintlleheD  iiin  die  GrSsse  a  vermehrten  Wurzeln  der  GleicM 

eotbaltee,  wobei  wir  räelmichtlioli  der  fmagieSren  Wurzeln  i 
merken»  dass  eine  Vermelirung  oder  eine  Verminderung  ders« 
eich  immer  nur  auf  ihre  reellen  Theile  beziehen  soll ;  aach  ym 
wir  im  Folgenden  der  Kfirze  wegen  die  imaginären  Wurzeln  wk 
positiv  oder  negativ  nennen,  jenachdem  ihre  reellen  Tbeile  poJ 
oder  negativ  sind*,  und  zugleich  soll  eine  imaginäre  Wurzel  a 
als  nicht  terscbwindend  betrachtet  werden,  wenn  ihr  reeller  11 
nicht  verschwindet.  | 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  man  durch  successive  Vermehn 
oder  eigentlich  Vergrusserung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  ni 
der  vorhergehenden  Transformation  immer  za  einer  Gleiehung  | 
langen  kann,  deren  sämmtliche  Wurzeln  positiv  sind»  und  in  deij 
auch  keine  Wurzel  versohwiodet. 


%.  2. 
Wenn  man  die  beiden  Polynome 

und 

in  einander  muUiplicirt,  so  erhält  man  als  Product  die  Grosse 

+  (ß  \AA^  +  Ä|)a:'"+'»i-« 


und  sind  nun  die  Coefficienten  A,  B^  C,  /),.•..  und  Ai,  B\t  ^ 
D^,....  der  beiden  Pactoren  sämmtlich  positiv  und  verseh^i^'^ 
nicht,  so  sind  auch  die  Coefficienten 


IT.  jmMiv  Strmdn  ämnä  VmttutHm  nmcA  ßtsc^ritM^  tie,  BL* 

C+ßA^  +  AB^  +  Q, 
D+CAi-i^BBi+ACi  +  Di, 
a.    8.    w. 
p  Prodicts  ftlaimÜich  positiT  and  ver«chtriDden  nicht 

5.  3. 

I 

'  M»  Cndifttmf^,  deren  Wurzeln 

\ 

Mt  l&ut  sich  bekanollicli  unter  d^r  Form 


Ittstefleo;  qnd  vreon  also  sAmmtlich«  Wanebi  dar  Gleichung 
MöfiT  sind  und  aicBt  Terscb winden»  so  hat  nach  dem  yorherge- 
Muien  Paragraphen  die  Gleichung  offenbar  die  Form 

>odie  CoefScienten  A,  B,  CD,...,  sfimrotlich  positiv  sind  und 
baer  Teischirindet.  Weil  man  nun  mittelst  der  in  }.  1.  gelehrten 
Toobnaation  aus  jeder  gegebenen  Gleichung  durch  snecesstve 
Verachning  der  Wurzeln  eine  andere  ableiten  kann»  in  welcher 
tediehe  Werzeln  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  ist 
Utfi  dass  man  durch  die  in  Rede  ste|iende  Transformation  ans 
M^' Gleichung  eine  andere  von  der  Form 

«•— Jj:— *  +  Äj:"-«—  Car«-»+2>Ä«-*—  ....=0 

kbidteo  kaon»  deren  CoefBcienten  A,  B,  C,  Z>»....  sSmmtlich 
Y^^y  sind,  und  nicht  verschwinden;  aus  den  Wurzeln  dieser 
^i^i'^kn&irtea  Gleichung  erhält  man  aber  die  Wurzeln  der  gege- 
^^&e&  Gleichung  leicht,  wenn  man  die  ersteren  sämmtUch  um  ein 
"'ddieselbey  durch  die  angewandten  TransCarmatiooen  offenbar 
HllMt  gegebene  GrSsse  vermindert« 

Hmvs  eriieUe^  dass  es  verslaltet  M»  Im  Folgenden  bloss 
^^^chiagBt  von  4er  Fersa 
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Ä*— i^Ä»-» + ÄÄ«-*— Cr*-»  +  JDjr«^  - . . . .  =0 

sa  betrachteo«    deren  CoefBcienteo   A,  B,  C,  />,....  sSmmtliGh 
positi?  Bind  and  nicht  verscbiviDden  *). 

5.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  daee  man  darch  die  mehr  er- 
wähnte Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  Coefli- 
cient  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hftlfte  des  Coefficienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  erstes 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  ^beendigt  betrachten»  im 
zweiten  Falle  rouss  man«  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetieo, 
bis  .die  in  Rede  stehende  Bedingung  erliillt  ist  Dasn  dies  aber 
immer  mOglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginSren  Wurzeln  der  noch  weiter  ztt  transfor- 

mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g 

Vermehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  nm  die  reelle  posi- 
tive GrSssati,  so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  #n  der  trans- 
fonnirteo  Gleichung,  ohne  Rflcksicht  anf  das  Voneichen,  bekanntlicli 

(o  +  ii)  +  (6  +  i.)  +  (c  +  «r)+(<f+«)+(«  +  i»)  +  .... 

ssa+b'1'e+d-t'e  +  ....+nmp 
oder,  wcrnn  wir  der  Kflrze  wegen 

S=:ia  +  b  +  c-{'d-t'ei'f+.... 

setzen,  wo  S  naeh  der  Voraussetzung  eine  reelle  positive  GrOsse 
ist,  i9  +  9iff.    Der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  ist  bekanntlicli: 

(a+ii)(6+ii)  +  (a  +  u)(c+ii)  +  (a  +  i«)(d  +  «)  +  (a  +  ii)(e+«)+... 

+  (»+if)(c+tt) +  (6 +tt)(rf  +  ii)  + (6 +  «){«+»)  +  -• 

+  (c  +  ii){rf  +  tt)+(c  +  fi)(e+ii)f^. 

+  (rf  +  i«)(c+«)+... 


^  Das«  umgekehrt  eine  Gleichang  dieser  Form  immer  bloee  reelle 
poeitive  nicht  Terschwindende  Wurseln  haben  kann,  erhellet  aof  der 
Stelle;  denn  wäre  — ar=a.(-*1)  eine  reelle  negatiTe  oder  vertehwiii- 
iende  Wu^el  dereetben,  to  wfire 

was  witer  der  gemachten  Voraaeeetsang  offenbar  nageretmt  bit»  • 


v.  iMiMM  flwrft»  Atre*  OwulmriHwi  «m*  ■9e»tmrt0»t  ete.  jgn 


"ÖtzIL. 


•  >  • 


.  I  • ' 


oder,  wie  kickt. mittelst  bekannter  Sätze  erhellet: 
+  bc+bd+be  +  .... 

I  ■  ■  * 

+crf+  ce  +.... 

a.    e.    w. 
oder  anch«  wenn  der  Kurse  wegen 

JSzszab'i-ae'l-ad'\-ae+af+. 

+be+bd+be-t-bf+. 

+  cd+ceicf+. 

'i^de+df+. 

+  «/+. 

geietrt  wird,  wo  ücii  der<Verf«niet)(«iilg  X!  eine'teriteppeitif« 
GiSsae  ist» 

-T  +  (it — I)  Sij + {irfit  -  l)a«. 
Die  Bedingiipg 

2:  +  (n-.l)S«+i«(„-l)tt«>(^±5?y 
führt  mm  nacb  nnd  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 


•ijf;  , 


M«— 2)  Sii+ 4»i(4»- l)ii«>  ^  ^  *^i 


nd  da  unter  der  Voraussetzung«  dass  n>2  ist»  diese  Bedingung 
oteobtr  Immer  erfallt  ist,  wenn  die  Bedingung 


oflDlt,  d:  h.  wenn 


I    »I 


.j 


i    I 


1 1 


•  • » 


wti  diese  Bedingung  aUh.  aber  unter  der  gemachten  Voraossetziii^ 
ofaDbar  immer  erfüllen  lässt,  so  lftsst:sicb,,,wenpL,f|,>.2  ist,  i^iph 
die  Bediagong 


.€run0M:   DU  Amfiänmg  der  Bteiekungm  4e$  flktfUm 

itt  betrachten«    deren  Coefficienten   A,  B,  C,  />,....  simmtlidi 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden*). 

{.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  diiss  man  darch  die  mehr  e^ 
wftbnte  Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  Coefli* 
cient  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  Coefficienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten ,  im 
sweiten  Falle  muss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetzeo, 
bis  .die  in  Rede  stehende  Bedingung  erfdlt  ist.  Dass  dies  aber 
immer  mGglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginären  Wurzein  der  noch  weiter  zu  transfor* 

mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  6,  e,  d,  e,  f,  g 

Venpehrt  man  nun  diese  sSmmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive jGrSsse,  u,  so  ist  der  CoefBcient  des  zweiten  Gliedes  ^n  ^er  traiw« 
formirten  Gleichung,  ohne  Racksicht  auf  das  Vorzeichen,  bekanntiicb 

(a  +  tt)  +  (ft  +  li)  +  (c  +  tr)  +  (d+«)  +  (e  +  ti)  +  .... 

oder,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 

S=za  +  b  +  c  +  di'e  +  f+.... 

setzen,  wo  S  nach  der  Voraossetznng  eine  reelle  positive  Grfisee 
Ist,  iS-^ntc.    Der  CoefBcient  des  dritten  Gliedes  ist  bekannttidi: 

(a+ii)(6+f«)  +  (a  +  u)(c+ii)  +  (a  +  ii)(ii  +  tt)  +  (a  +  ii)(c+ii)+.... 

+  (»+«)(<?+•«)  + (ft+«)(rf  +  «)+ (6 +  ti)(e+i«)  +  .... 

+  (c+ii)(d  +  u)+(c  +  i*)(s+ii)f«.. 

y  n.    s.    w.- 


*)  Da««  umgekehrt  eine  Gleichang  dieser  Form  immer  bloM  reelle 
pöfItiTe  nicht  Terichwindende  Wurzeln  haben  kann,  erhellet  aof  der 
Stelle;  denn  wäre  — a=:a.(-^l)  eine  reelle  negBtiye  oder  Terachwio- 
dende  Wtt^el  derselben,  m  wfire 

aii(—l)«.—^ii«-i(—l)—i  +  J?ai-«(—l)«-*-0,(—l)— •+.... 

was  onter  der  gemachten  Voraoesetanng  oAtSbar  «ngerelmt  -Ist*  ' 


oder,  wie  leicht  niltelat  bekannter  Sitse  erhellet: 

«6  +  «?+«il+a«  +  ....  +  (ii— l)(a  +  6+c+<l  +  ....)««  +  -^-5— ^w*» 

» 
•         ■ 

+crf+  ce  +.... 

Q.    e.    w. 
•der  aneh»  wenn  der  Kurse  wegen 

+  cÄ+i:«'+</-f  •••• 

+  «/+...• 

uw    e.   *w.  ; 

geaefiil  wird,  wo  nedi  der^VermneetatwUt  S.  eineiteeHe  pneitive 
Grösse  ist. 

^  +  (it — I)  Sw  +  ln(it  -  l)a«. 
Die  Bedingung 

i  +  (n-l)Su+J„(n-.I)„«>(^±5?y 
flhrt  nun  nach  und  nach  zu  den  folgenden  Bedingungen: 

ind  da  unter  der  Voraoaeetznng«  daaa  ii>2  ist,  diese  Bedingang 
olmhar  fmoier  erffilU  M,  wenn  die  Bedingung 

i  (11-59  Sil  >—j~ 

crfDlty  d«  h»  wenn  .••'.}"* 

iSe«^42r'    •  ' 

•*^2(»— 2)i^     •■•  ^    «"    ■ 



ict,  diese  Bedingung  sich  aber  unter  der  genachten  Voraossetsaqg 
•ffenbar  immer  erfilllen  lässt»  so  IXsst  siqh».,iren]^,||.>2  ist, 
die  BedUngung 


n 


SB    '  Grünen:   Bit  AM/0»img  der  Cte^hmfm  ä€$  fltnfUm 

BQ  betrachten,    deren  Coeflicienten   A,  B,  C,  Z>,....  sSmmtlieh 
positiv  sind  and  nicht  verschwinden*). 

{.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  diiss  man  durch  die  mehr  e^ 
wftbnte  Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung  desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,  er* 
halten  habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  Coefli*  | 
eient  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  CoefBcienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten,  im 
sweiten  Falle  muss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetieo, 
bis  .die  in  Rede  stehende  Bedingung  erfdit  ist  Dass  dies  aber 
immer  mGglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  geseigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginSren  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 

mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  6,  c,  d,  e,  f,  g 

Ven|iehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive  GrSssaai,  so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  jn  der  trans* 
formirten  Gleichung,  ohne  Rficksicht  auf  das  Vorseichen,  bekanntlidi 

(o+i.)  +  (i  +  «)  +  (c  +  i,)+(«f+«)+(«  +  »)  +  .... 

oder,  wenn  wir  der  Kfirse  wegen 

S=^a  +  b  +  c  +  d  +  e  +  f+.... 

setzen,  wo  S  nach  der  Voraussetzung  eine  reelle  positive  GrSsie 
Ist,  S  +  nu*    Der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  ist  bekanntlich: 

(a+ii)(»+ii)  +  (a+ti)(c+»)  +  (a  +  ii)(rf  +  u)  +  (a  +  ii)(e+ti)+.^. 

+  (ft+«)(c+ii)  +  (6+t«)(rf+tt)  +  (6  +  «)(s+«)  +  .... 

•  •  • 

+  (c+ii){rf  +  ii)+(c  +  fi)(s+«)f.-. 

+  (rf+ii)(s+«)+.... 


^  Dat«  umgekehrt  eine  Gleichang  dieser  Form  immer  bloM  reelle 
poeitiTe  nicht  Terschwindende  Wurseln  haben  kann,  erbellet  anf  der 
Stelle;  denn  wAre  — iir=a.(— I)  eine  reelle  negative  oder  TerachwiD- 
iende  Wurzel  derselben,  so  wftre 

was  unter  der  gemachten  Voraoasetsnng  offMriiar  nsgereinl  fit. 


oder,  wie  Mehl  oiittelst  bekannter  Sätze  erhellet: 


•     • 


>    t 


«*  +  «?+€Ml+ae  +  ....  +  (ii— l)(a  +  6+c+d  +  ....)«+-^-o— ^«". 

+  cd+  ee  +.... 

n.    e.    w. 
oder  nach,  wenn  der  Kflrse  wegen 

ZsstA+ae-i-ad-i-ae+af-i-.... 
+be+bd+be-{'bf+.... 

'i^dei-df+.... 

+  «/+...• 
Ob    s.    -w.  , 

gewtet  wird,  wo  aMb  dinr<V«rMmetMi^  £  eiu«itwHe  IHMit&f« 
Gr8H«  ist, 

^ + (n— I)  Sn + in(n  - 1)««. 
Die  Bedininiilg 

(ihrt  mm  nacb  ood  nadi  zu  den  folgenden  Bedingungen ; 


4(11—2) Sii+ 4ii(4ii— l)i^>   '   ^*^i 


I  .      I 


ind  da  anter  der  VoraaMetznngt  das«  fi>2  ist,  dieee  Bedingung 
ofenbar  fmmer  erfflllt  M»  wenn  die  Bedingung 

«VC...  S«— 4JS 
i(ii-2)Ä«> — 4 

crfOIty  im  k«  wenn 

ict,  dieee  Bedingung  aUh  aber  unter  der  gemachen  Voranaaefatm^g 
offcnliar  immer  erfUien  läsat,  so  iSaat  aipb,,.ir6Qi^,f|.>2  iat, 
Beffiagung 


.  €runer4:   DU  ktiflänmg  der  BieicämMfem  de$  /fh^/Um 

sa  betrachten 9    deren  CoefBcienten   A,  B,  C,  D,....  simmtfich 
positiv  sind  and  nicht  verschwinden*). 

§.  4. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  d^ss  man  durch  die  mehr  er- 
wähnte Transformation  einer  Gleichung  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  Coefi- 
eient  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  CoefBcienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten,  im 
Bweiten  Falle  rouss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetieD, 
bis. die  in  Rede  stehende  Bedingung  erfdlt  ist  Dass  dies  aber 
Immer  mOglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  geseigt  werden. 
Die  reellen  oder  imaginären  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 

mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  6,  c,  d,  e,  /*,  g 

Veniiehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive GrSssa  ti,  so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  in  der  traos- 
fonnirten  Gleichung,  ohne  Rflcksicht  aaf  das  Vorzeichen,  bekanntlich 

•       (a+«)  +  (6  +  ic)  +  (c  +  w)+(d+«)  +  («  +  «)  +  .... 

oder,  wenn  wir  der  Kfirse  wegen 

S=ia  +  b  +  e't'd  +  e  +  f+.... 

setzen,  wo  S  nach  der  Voraussetzung  eine  reelle  positive  Grlisse 
Ist,  S+nu.    Der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  ist  bekanntlich: 

(a+i«)(6+M)  +  (a.ftt)(c+i«)  +  (a  +  «)(d  +  w)  +  (fl.fii)(«+ii)+- 

+  (ft+ir)(c+tt)  +  (ft+t«)(rf  +  tt)  +  (6  +  tt)(e+tt)  +  .... 

+  (c-fii)(d-ti«)+(c  +  ii)(s+«)t- 

+  (rf  +  ii)(e+i»)+.... 

y  u.   s.   w.< 


*)  Da««  umgekehrt  eine  Gleichung  dieser  Form  immer  bloe«  reelle 
poiitWe  nicht  vertchwindende  Wuneln  haben  kann,  erhellet  anf  der 
Stelle;  denn  wäre  — Ä=fl.(^l)  eine  reelle  negatiTe  oder  ▼eTechwin- 
iende  Wursel  deraelben,  «o  wäre 

WS«  unter  der  gemaehten  Toraoeeetsnng  oAftsbar  nagerelnt  IUI* 


1 1  •  • 


oder»  wie  Meht  miltelat  bekannter  Sätze  erhellet: 

a»  +  «c+aiJ  +  ae  +  ....  +  («— l)(a  +  6+c+il  +  ....)i«  +  -^-o— ^»■. 

■ 

o.    e.    w. 

* 

•der  auch«  wenn  der  Kurse  wegen 

JSssab't-ae+ad'{-ae'{-af+.... 

+  crf+ce+</-f  •••• 

+  «/+...• 

Seeetst  wird,  we  nadi  der^Vereaeeetynilg  .£  etneit^MepiMitife 
GroMe  ist, 

-5  +  (n— I)  S« + Infn  -  l)a«. 
MeBedioimg 

fiiihrt  nun  nacb  und  nach  za  den  folgenden  Bedingungen: 

md  da  anter  der  Voraaseetznng»  das«  n>2  tat,  dieae  Bedingung 
oienbar  teiraer  erfflllt  iet,  wenn  die  Bedingung 

J(ii-2JSii>— j~ 
crfBlt,  d.  h«  wenn 


•  I 


iit,  dieee  Bedifignng  aieh  ahar  unter  der  genach^n  Vorauaaet^snqg 
offenbar  immer  erf&llen  Mast,  eo  läaat  aiph»,.w6ni^,f|.i>F2  ^^i,  ap^ 
die  Befinguttg 


! 


SB    >.€runeri:   Die  Amfiämmg  der  ßleickungem  ä€$  flti^ßim 

sa  betrachten,    deren  CoefBcienten   A,  B»  C,  />,....  aimmtlich 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden*). 

i'  ^• 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  daes  man  durch  die  mehr  er- 
wähnte Transformation  einer  Gleichong  des  nten  Grades  eine  Glei- 
chung desselben  Grades  von  der  vorhergehenden  Form,  er- 
halten habe.  Dann  ist  in  der  transformirten  Gleichung  der  Coefli- 
clent  des  dritten  Gliedes  entweder  grosser  als  das  Quadrat  der 
Hälfte  des  Coefficienten  des  zweiten  Gliedes  oder  nicht.  Im  erstes 
Falle  darf  man  die  Transformation  als  beendigt  betrachten »  in 
aweiten  Falle  muss  man,  des  Folgenden  wegen,  dieselbe  fortsetzeD, 
bis  .die  in  Rede  stehende  Bedingung  erfüllt  ist.  Dass  dies  aber 
Immer  mOglich  ist,  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 
Die  reellen  oder  Imaginären  Wurzeln  der  noch  weiter  zu  transfor- 
mirenden  Gleichung  des  nten  Grades  seien  a,  b,  c,  d^  e,  f,  g  »^h 
Venpehrt  man  nun  diese  sämmtlichen  Wurzeln  um  die  reelle  posi- 
tive .GrSssa  u,  so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  in  ^er  traos- 
formirten  Gleichung,  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen,  bekanntlich 

(a  +  i«)  +  (6  +  ii)  +  (c  +  t/)  +  (rf+ii)  +  («  +  ii)  +  .... 

oder,  wenn  wir  der  Kfirse  wegen 

S—a  +  b  +  c  +  d'i'e  +  f+.... 

setsen,  wo  <S  nach  der  Voraussetzung  eine  reelle  positive  GrCsse 
Ist,  S+nu.    Der  CoefBcient  des  dritten  Gliedes  ist  bekanntlieh: 

(a+ii)(6+M)  +  (a+i«)(c+tt)  +  (a  +  «)(d  +  u)  +  (fl  +  ii)(e-fii)+- 

+  (6+«)(c-fti)  +  (ft+fi)(rf+fi)  +  (6  +  tt)(e+«)+... 

•  •  • 

+  (c  +  «)  (d  +  «)  +  (c + «)  (e+u)  + - 

+  (rf+ii)(e+«)+- 
*  u«    s.    w. '     ' 


*)  Da««  umgekehrt  eine  Gleichnog  dieser  Form  immer  bloM  reelle 
potitWe  nicht  Terschwindende  Wurzeln  haben  Icaon,  erhellet  aof  6» 
Stelle;  denn  wäre  — a=a.(— 1)  eine  reelle  negatiTa  oder  verscbwio- 
dende  Wunel  derselben,  m  wäre 

a«(— l)«-^a— H— 1)— *+Äa"-«(-l)— «-CiiC- 1)— »+• 
9s±a^±Ati^^±Bä^-^±C€i^^±....äs»0, 
was  uBtOT  dar  ganaehten  Voraoasatsnng  offMhar  nagatehntiil. 


I«  •  • 


'    .  1  • ' 


oder,  wi«  kieht  mittelst  bekannter  Sätze  erhellet: 

«*  +  «?+ail+ae  +  ....  +  (ji— l)(a  +  6  +  c+ii  +  ....)t«  +  -^-ö-^tt*. 

-|-  »e'  "1-  •  •  •  • 

Q.    e.    w. 

•d«r  Mich«  weDD  der  Kurse  wegen 

+  «/+•••• 

1».     s.    -W«  ; 

fegeM  wird,  wo  nach  d«r<Vora«Met)lttilg  J6  eitieitefeUepoaitife 
Grosse  ist, 

-T  +  (n— I)  Sil  +  ifi(n  -  l)tf«. 

Die  Bediofning 

:B  +  (n-l)S«+4n(n-.l)ii«>(^±^)" 

fährt  DOD  nscb  imd  nach  zu  den  folgenden  Bedingnngen : 


«  • 


M.f. 


4(«-2)  Ä11+ 4n{4j.-  l)i.«>  2lj^; 


■•♦      » 


md  da  unter  der  Voranasetzang,  daaa  n>2  ist,  diese  Bedingang 
offenbar  fanmer  erfOllt  leC,  wenn  die  Bedfaigiing 

erflfllt,  d:  h.  wenn 

ist.  diese  Biedifigong  aieh  aber  unter  der  genachten  Voranssetaiiqg 
offenbar  immer  erf&llen  Hast,  so  iSast  atch,..|reQi^,^>'2Jat, 
die  Bedingnng 


S84      eruntrt:   Sie  ttifUmuif  ttr  S/eMtmgm  äet  ftitftgk 

^+(«-1)5«  +  4n(n-l)«»>  (!^^)' 

immer  erfüllen. 

Der  Fall  n  =  2  bildet  eioe  Aoenahme.    Denn  die  Bediogong 


oder 


<io  +  (a+6)ii+tt">^ 7 


▼erlangt  die  ErflBIlung  der  Bedingung 

4a6  -f  4(a  4  A)|i-i-4tt«>  (a  -|-  A)*  +  4(a  -|-  A)«  +  4«*, 
oder 

4aA>(a-|-6)^ 
oder 

aho  die  EdMIung  d^  Bedingmig  ««+<^-S«*«l  «b*  («*-«f  «k 
waa  angereimt  ist. 

FOr  fi>2  werden  wir  also»  wenn  In  der  tranaforrolrten  Glei- 
chang,  deren  reelle  Wurzeln  sämmtlich  poaltiv  aind  itlld  nicht  fi^ 
schwinden,  die  Beding|ing«  daaa  der  Coef&cient  des  dritten  Gliedes 
grOaaer  als  das  Quad^t  der  Hälfte  des  CoefBclenten  des  xweiten 
Gliedes  ist,  noch  nicht  erfüllt  wäre,  immer  die  Wurzeln  feruerbio 
noch  so  weit  oder  so  lange  vermehren  können«  bis  sicti  diese 
Bedingung  «rfilllt  a«ig(;  und  nehme«  wir  nun  ditsmit  dam  Obigen 
zusammen,  so  dOrfen  wir  uns  berechtigt  halten,  im  Folgenden  nar 
Gleichungen  von  der  Form 

j?"— J«"-H  Ä^"*— '^'»^"■+ ^«*"^  -  •  • -=0 

zu  betrachten,  wo  sfimmtliche  Coeflicientei  Ä^  B^  d  />,••••  po« 
sitiv  sind  und  nicht  verschwinden,  und  wo 

ist.  Dass  man  aus  den  Wurzeln  der  transfemfaiti^v  AleiohuDg 
immer  die  Wurzeln  der  ursprAttglich  gegebenen  Gleichung  leicht 
erhält,  wenn  man  die  enteren  sämmtlich  um  ein  und  dieselbe, 
durch  die  angewandten  Transformationen  selbst  unmittelbar  gege- 
%iffie  reelle  poaitite  GHicwe  teranindert,  braueht  kimi  nodmial» 
iKMromiets  beitterkt  in  werden. 


u.ieCktteH  Grades  durch  CanstrucäiM  nach  Descaries,  etc.  26&' 


Die  CoA^boldeD. 

WeoD  in  einer  Ebene  ein  Fester  Putilct  und  in  der  Ebene 
eioer  io  der  ersten  Ebene  nach  der  Riebtung  ihrer  Axe  sich  be- 
wegeoden  Parabel  ein  zweiter,  mit  der  Ebeni  der  Parabel  zugleich 
iidi  bewegender  Punkt  gegeben  ist,  so  heisst  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  in  denen  die  sich  bewegende  Parabel  in  jeder 
Lage  von  einer  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gelegten  gera- 
te Linie  geschnitten  wird«  eine  parabolische  Conchotde* 


$.6. 


1 1- 


Die  erste  Ebene,  in  welcher  sieh  die  Parabel  nach  der  Rieh- 
toBg  ihrer  Axe  bewegt,  wollen  nir  als  Ebene  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  Xy  y  annehmen,  und  der  Parameter  der 
hnbel  soll  doreh  ^  hdieichtiel  weiden.  Ute  €iHli4iiiatte  des  in 
dieser  Ebene  gegebenen  feoIeD  Pooktes  seien  ii,  b*  DleAUge« 
neiiilieit  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Pardiel  in  der  Ebtne  der  :^  U\th  so  bewegt  i  daes  ihre  Axe  auf 
der  Axe  der  x  hin  gleitet  Ferner  wollen  wir  die  positiven  x  so 
aDoehmen,  dass  ihre  Richtung  von  dem  Scheitel  der  Parabel  an 
gerechnet  nach  deren  innerem  Räume  hin  liegt,  und  in  Bezug  auf 
ein  durch  den  Scheitel  der  Parabel  als  Anfang  gelegtes ,  dem 
pTimiiifen  Coordinatensysteme  paralleles  Coordinatensystem  sollen 
die  Coordinaten  des  in  der  Ebene  der  Parabel  gegebenen ,  mit 
derselben  zugleich  sich  bewegenden  Punktes  durch  c,  d  bezeich- 
oet  werden. 

Die  erste  Coordinate  dee  Scheitds  der  Parabel  bei  einer  be» 
Mitgen  Lage  derselben  sei  u.  Dann  ist  bei  dieser  Lage  der 
Pt»^  in  htiMg  ttiif  da«  System  der  xg  die  Olelehung  der  durch 
die  beiden  Punkte  (od)  und  {cd)  gelegten  gemdeu  Unle  oftinba#: 

^  a — (c-f  tt)         \    ■    /  • 

«eil  e  4-11,  d  die  Coordlnatett  ^ee  In  der  fiben^  der  Parabel  ge- 
gebenen Punktes  in  Bezug  auf  das  System  der  xy  sind;  ttnd^<^|p 
Gleicboog  der  Parabel  in  Bezug  auf  dieses  letztere  System  ist : 


366       Crunert:    Die  Auflö9im§  der  GUtchuMpem  deg  fib$/Um 

För  die  Durchschoittspookte  beider  Linien  milMeD ,  wenn  x^ 
g  deren  Coordinaten  bezeichnen,  die  beiden  vorhergeheodcn 
Gleichungen  bestehen»  and  die  Gleichung  der  paraboliecben  Con 
choide  wird  also  offenbar  erbalten,  wenn  man  aus  den  beideo 
vorhergehenden  Gleichungen  die  Grösse  u  eliminirt«  ZuvOrderst 
hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

...  *-» 

nnd  MUf  der  zweiteo  Gleichang  ergiebt  sich: 

P 

durch  Addition  dieser  beiden  Gleichangen  erbllt  man  «lier  «nf  der 
Stelle  die  Gleichang 

welche  die  Gleichang  der  parabolischen  Conoholde  Ist,  und  nach 
einten  leichten  Transformationen  sogleich  auf  die  Fom 

y*— *y*+p(a— c — ar)y+p(6c^ — aci^clir>ss0 
gebracht  wird. 

Gewöhnlich  setzt  man,  was  aach  ßr  unseren  gegenwärtigen 
Zweck  genügt,  «2=0,  und  nimmt  also  den  in  der  Ebene  der  sich 
bewegenden  Parabel  gegebenen  Punkt  in  der  Aze  der  Parabel  ao, 
was  wir  daher  von  jetzt  an  thun  wollen;  auch  setzt  man  meistens 
e  als  positiv  voraus,  d.  h.  man  nimmt  den  in  der  Ebene  der  Pa- 
rabel gegebenen  Punkt  innerhalb  der  Parabel  an,  was  von  jetit 
an  gleichfalls  geschehen  soll.  • 


Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nach  dem  Vofhergeheiidea 
4ie  Gleichang  der  parabolischen  Concholde; 

y*— 6y*+p(a— c  — «)y  +  6c|i=0, 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

(y-*)(y«— cp)+p(a-*)y=0, 

'  (y-6)fy«~c|>) 


m.  $9€ämm  Cr^Oe^äurek  C9mtnM§»m  naek  D0$€mr(0s,  eic.  SB7 


•       _    ■ 


P9 

oder 

folgt 

Unter  den  in  Rüde  stehenden  Veraneeetssngen  hat  man  naoh 
dMi  Verhergehenden  auch  die  Gleichungen: 

■ittelat  welcher  jt,  j(  durch  u  ausgedruckt  werden  können.  Dureh 
EluBipation  vo^  y  erhält  man  nfimlich  suvurderst  aur  Bestimmung 
TOD  X  die  Gleichung: 

oder 

__^__j^{(;^  _  „)  _  ei«=p(x  -  «). 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

bringt;  and  durch  AnflSsung  dieser  quadratischen  Gleichung  er- 
hiit 


alse 

/    .    X     I        /    ■    x>P(g— g—tt)J:VpU&*c  +  p(a— c— ti)*l 

folglich  nach  dem  Obigen: 


y-  26  ~"' 

snr  BestinnMing  von  jt,  y  haben  wir  daher  die  heid^n*  folgenden 
Fermeh',  in  denen  die  liieren  nnd  üDlereii  2teleheii  sich  anrf 
sader  beaiehen: 


{Biß      Cruneri:   Oie  AußSnm^  ä^ir  CMckmißmi  dts  /Elften 

Aus  diesen  Formeln  erhellet  zoTOrderot,  das»  im  Allgemeinen 
jedem  reellen  Werthe  von  u  zwei  reelle  Werthe  von  x,  y  eot- 
sprechen.  Nehmen  wir  nun  aber,  wodurch  der  Allgemeinheit  der 
Betrachtung  durchaus  kein  Eintrag  gsschieht^  grosserer  Bestimint- 
heit  wegen  an,  dass  auch  b  positiv  sei*  so  erhellet  leieht>  dkss 
jederzeit  die  oberen  Zeichen  für  y  positive»  die  unteren  Zeichea 
di^egen  f9r  y  negative  Werthe  liefern. 

Die  auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der  Aze  der  x 
liegenden  Hfllflten  der  sich  bewegenden  Parabel  wollen  wir  jetzt 
•respective  die  positive  und  negative  Hilfte  dieser  Parahel  nennen, 
und  man  sieht  nun  aus  dem  Obigen  offenbar,  dass  die  paraboli- 
sche Conchoide  aus  zwei  von  einander  getrennten  Zweigen  besteht, 
von  denen  der  eine  von  den  Durchschoittspunkten  der  Geraden 
mit  der  positiven  Hälfte  der  Parabel,  der  andere  von  den  Durch- 
schnittspunkten  der  Geraden  mit  der  negativen  Hälfte  der  Parabel 
gebildet  oder  beschrieben  wird.  Für  den  ersten  dieser  beiden 
Zweige  der  parabolischen  Conchoide,  weicher  deren  positiver  Zweig 
genannt  werden  soll,  ist  nach  dem  Obigen: 

2*«{c  +  ii)  +  p(a - c  -  «)«  +  (ii-c-i«)V  öl4A«c+p(a— c— lö^ 


.    p(fl— c— v)  +  V  p|46«c +p(a  —  c  —  «)*) . 
y  =^^ 26 ' 

«od  fOr  den  zweiten  Zweig  der  parabolischen  Concheide,  welcher 
deren  negativer  Zweig  genannt  werden  soll,  Ist: 

2b*(c  +  u)  +p(a  -  c  --tt)»--(fl— c— tt)  Vp]46*c-|-p(ii->c^Myr 
ar—  26«  ' 

p(a —  c  —  tt)  ~  V  p  |46*c  -f  p(a  —  c  —  «;«} 

Die  Gleichung 

y*  —  *y* +p(fl— c— a:)y  +  6c/i  =  0 

IM  tut  jedes  beslunmte  m  immer  entweder  eine  vsell«  mnä  wm 
hMgfaiire,  oder  dr«i  reelle  Wnrzcin.  Skid  die  drei  Wnrseb  ««- 
banpt  Ay  B,  C,  so  ist  bekanntlich 


«.  jwsMm  ^üdn  ditr€k  canttn$€aM  naeM  Dnestr  et  $,  etc.  MO 

und  da«  Product  der  drei  Wurzeln  bt  dnher  atet^  negatiT.    jSind 
ni»  die  beidea  Worzeln  B»  C  imaginär»  ^o 


B=e  +  fcV--l,    C=e— wV-vl; 

10  ist 

BC=(ü  +  iDV^)(e— wV=n)  =  e»  +  iä», 
folglieb 

ABC=sA(r«  +  tr«)  =  -Äcp, 

alM  A  negatiT.  Sind  alle  drei  Warzeln  reell,  so  iat»  da  ihr  Pro- 
did  negativ  ist,  mfadeeteM  eine  negativ ,  und  die  andern  sind 
fidreder  beide  poaltiv  oder  beide  negatir.  Also  hat  unsere  Glei- 
eboDg  für  jedes  bestimmte  x  entweder  eine  reelle  negative  und 
iirel  imaginlfe  Wprsehi,  oder  eine  reelle  negative 'md  swei  reeHe 
pciaitff  Wanehia  oder  drei  reelle  negative  Wurzeln; 

§.  7. 

Wie  inMi  dl«  paialmiische  Conchoide  dareh  Bewegung  eiier 
Pvibel  liesehreiben  Icano,  ist  aus  dem  Obigen  von  sellwt  ersieht- 
licb;  dieselbe  läset  sich  aber  auch  durch  Bestiinmvng  einzelner 
ihrer  Punkte  constniiren,  was  jetzt  noch  kurz  gezeigt  werden  soll. 

Den  in  der  Ebene  der  xy  gegebenen  festen  Punkt  wollen  wir 
durch  A  bezeichnen,  und  jetzt >  was  ohne  der  Allgemeinheit  zu 
sehaden  geschehen  kann,  as=sO  setzen,  so  dass  also  der  Punkt  A 
in  dem  positiven  Theile  der  Ordinatenaxe  liegend  angenommen 
wM.  Der  Anfang  der  Coerdinaten  mag  durch  O  bezeicbnei  wer- 
fak  Ans  einem  belleliigen  Paukte  der  Absciesettaze,  dessen 
iktciese  /  eei^  bescbieilie  smr  mit  den  iMtieMgen  Halliaieseev  f 
eiDeo  Kreis»  welcher  die  Ordinatenaxe  a«f  dter  positlvcA  lindi ne- 
gativen Seite  der  Abscissenaze  respective  in  den  Punkten  B  und 
B*  sehneidet;  die  Gleichung  dieses  Kreises  iyt 

also  iär  d:=0: 

I  1  , 

rad  folglich  nach  den  Vorhergebenden: 

Die  rvn  i»tt  MMtipankte  it»  kfla«iirieb«riM  KwIbM  aas  nach 
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den  Seiten  der  positiven  «nd  negattteo  Abscieeen  bin  liegcd 
Darcbecbnittspunicte  desselben  nit  der  Abscissenaze  seieo 
spectiv^  Bi  und  Si\  dib  Abscissen  dieser  beiden  Punkte  f 
nacb  der  Lehre  von  der'  Verwandlung  der  Cbordioaten  offenl 
respective  jr-fp  und  /— ^.  Auf  der  Abscisseoaxe  bestimme  n 
jetst  einen  Punkt,  dessen  Abscisse  c-f-(jr— >()  ist,  nnd  verbii 
denselben  mit  dem  Punkte  B  durch  eioe  gerade  Linie»  dei 
Gleichung  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


y-V7^=?=- 


V^rr? 


oder 


X 


tf — V  o»  —  jr*  = —, r-X 


-V?^=l*=- 


ist    Dnreh  den  Punkt  il: stehe  man  mit.dkser  Linie  eme  Pa 
lele,  deren  Gleicbnng  nach  den  Lehren  der  JAalytiaGheo  Geomei 

ist,  und  bestimme  deren  Durebschnittspnnkte  P  und  P*  mitd 
durch  B  und  B  mit  der  Aliscissenaxe  parallel  gezogenen  Geradi 
haben  wir,  da  die  Gleichungen  dieser  Parallelen  respectire 


y  =  V^^a— jr*    und  y=— V^^«— x* 
oder  Oberhaupt 


wten  das  obere  Zeichen  der  dnrch  B^  das  nntere  Zeidi 
der  durck  B'  mit  der  Abscisseoaxe  parallel  gesegenea  Gerad 
entspriehtv  cur  Bestimmung  der  Coerdinateo  x^  y  dieser  Dun 
echliittspunkte  die  Gleichungen  t*  •  '  .  I 

■  >  a        '    *     « 

'  *  r- 

■ 

WO  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  P,  das  untere  dem  Punkte 
entspricht.  Hat  man  nun  aber  auf  der  Abscissenaze  einen  Pan 
bestimmt,  dessen  Abscisse  p  ist,  und  den  Kreis  durch  die« 
Punkt  so  beschrieben,  dass  dieser  Punkt  von  dem  Mittelpnol 
des  Kreises  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Abscissen  hin  liej 
so  ist  nach  dem  Obigen  e*f  X^A^.folgU^^b 


V;^— ?=.V.(e.+«(^^rt«  \^|Kf.-Jr), 


K.  ae€k$iem  Grades  durch  Caruirutttan  nach  Descvries,  etc.  S6l 
und  die  obigeo  Grleicbuogen  sind  also  unter  diesen  Voraossetzongen : 

ins  diesen  Gleicbnngen  ergiebt  sich  durch  DWisioo: 
lim,  wie  man  leicht  findet: 

y~b 

ouD  ist  i|f*=p(^— jr),  also 


oder 


^  iy  —  Ä 


und  folglich,  wie  man  sogleich  fibersiebt: 

Verbindet  man  den  durch  die  Abscisse  c-\'{x — q)  bestimmten 
Pnokt  der  Abscissenaze  mit  dem  Punkte  B'  durch  eine  Gerade, 
M  ist  deren  Gleichung: 

oder 

•Bd  die  Gleicbang  der  dnrch  den  Punkt  A  mit  dieser  gerades 
Linie  parallel  gezogenen  Geraden  ist 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  Xy  y  der  Dnrchschnittspnnkte 
Pj  und  P/  dieser  Geraden  mit  den  durch  B  und  Ä'  mit  der 
Abscissenaxe  parallel  gezogenen  Geraden  hat  man  also  die  Glei- 
chungen: 

TlifU  XX  VII.  13 
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WO  das  obere  Zeichen  dem  Punkte  Pi,  das  nntere  dem    Pnnkte 
Py   entspricht;  hat  man  aber  den  beschriebeoen  Kreis  naxAk  jetxt  ^ 
wieder  auf  dieselbe  Art  coostmirt  wie  vorher»  so  werden  die  vor-  ' 
stehenden  Gleichungen: 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

— 6  X 

also,  wie  man  leicht  findet: 

Dun  ist  y*=p(^ — jr),  also 

etcÖLr:6)Tf3?l 
y  Sf— * 

oder 

»*«*^ — ^35 ' 

worans  sogleich 

»• — *y*— P(«  T  «)»  +  *cp = 0 

folgt.    Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  fflr  a=0  die 
Gleichung  der  parabolischen  Couchoide: 

yt  ^  ^s -.p(c -f  ar)iy -f- 6cp=0; 

also  sind  die  durch  die  vorhergehende  Construction  bestimmtee 
Punkte  P  und  P^  Punkte  der  parabolischen  Conchoide,  derer 
man  durch  die  vorhergehende  Construction  beliebig  viele  finden  kann. 
Die  Angabe  eines  recht  zweckmässigen  Instruments  zur  Be- 
schreibung parabolischer  Conchoiden  würde  ich  fär  verdienstlieb 
halten. 

6.8. 

Die  elliptische  und  hyperbolische  Conchoide  entstehen 
auf  ganz  ähnliehe  Weise  wie  die  parabolische  Conchoide;  da  wir 
diese  Curven  zu  unserem  gegenwärtigen  Zwecke  jedoch  nicht  ge- 
brauchen*  so  werden  hier  wenige  Bemerkungen  Über  dieselbea 


u,  9e€k$teu  Gradf  dmrch  CemtrucUan  nach  De^pinritt.  ^tc.  S63 


Die  'm  $«fi.  «iogefiihftoa  BeaeiduuBgun  Miülliiii  wte 
lach  bi«r  bei,  mit  Ausnahme  des  Parameters  p;  di^  OocMdbinlen 
r,  i  soilen  sich  aber  jetzt  aof  den  Mittelpunkt  der  bewegten  El- 
ipse  oder  Hyperbel  beasiebeo»  und  auch  u  soll  die  Abscisse  dieses 
Mittelpunkts  in  einer  beliebigen  Lage  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
»ein.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (od)  und  {fid)  gelegten 
Geraden  bt  wie  in  $.  6.  auch  jetzt  wieder : 

od  die  Gleichung  der  Ellipse  ist,  wenn  m,  n  ihre  Halbaxen  be- 
icidneo: 


('-?)•*(!)■=■■ 


für  die  Hyperbel  bat  man   hier  und    im  Folgenden   nur   überall 

iV^  fflr  n  zu  setzen.    Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleicliun- 
1^0  eibaiteD  wir: 

^  , (6-rf)ar>-a(y--d) 

c  -f- tt=  '    •     '    '  r  '    ' > 

als« 

(ft — iQj:— «(«  — <l) 

md  folglich 9  wie  man  leicht  findet: 

(g-a)(y— €0-hc(y~fe) 

F&brt  man  diesen  Werifi  von  x — tc  in  die  Gleichung 

(^•)'+a)*=' 

(b,  80  erhilt  man  als  Gleichung  der  «iUptiscben  wfA  hyiierbolifcbe» 
CMcbeide  die  rolgesde: 

nit  deren  Umgestaltung  wir  uns  nicht  weiter  beschäftigen  wollen, 
iodem  wir  in  der  KOrze  nur  noch  Folgende«  bemerken. 

Ffir  a=0  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

«(5-6)         1    +V»^        • 

18* 
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und  setzt  mao  io  dieser  Gleichung  noch  e=r<l=0  ond  m=ii,  m 
irlrd  dieselbe: 


,a— «.11 


welches  die  bekannte  Gleichung  der  gewuhnlichen  Conchoide  des 
NikoDiedes  ist. 


Auflösung  der  Gleichungen   des  fünften   und   sechsten 

Grades. 

§.  9. 

-  Wir  wollen  jetzt  die  Durchschnittspunkte  einer  parabolischeo 
Conchoide  und  eines  Kreises  bestimmen«  deren  Gleichungen  re- 
spective 

und 

sind,  wo  bei  der  parabolischeo  Conchoide  a=0  gesetzt  worden 
ist,  was  bekanntlich  verstattet  ist  Die  Coordinaten  x^y  der  Durch- 
schnittspunkte beiden  Curven  müssen  aus  den  zwei  Gleichungen 

y*  —  *y*  -  p(c  +  ar)y  +  6cp=0, 

bestimmt  werden,  da  dieselben  diesen  beiden  Gleichungen  ge- 
nügen müssen.  Die  Elimination  von  x  ist  am  leichtesten,  ^t\\ 
diese  Grosse  in  der  Gleichung  der  parabolischen  Conchoide  nor 
In  der  ersten  Potenz  vorkommt.  Aus  der  Gleichung  der  paraboli- 
schen Conchoide  folgt  aber,  wenn  man  x  mittelst  derselben  be- 
stimmt: 

und  führt  man  nun  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  des 
Kreises  ein,  so  wird  dieselbe: 
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oder 

■nd  folglich,  wenn  man  diese  Gleichang  gehörig  entwickelt  and 
•rdRct: 

— 26y» 

+  l6«-2(c  f/)|»  +  pV 

+  |26(2c+/>-2jp«<,»  ^=0. 

+  l(c+/)V-2Wcp  +5^«  -p«r*|,«| 

— 26c(c  +  /)p»y 

+  6*«^  I 

Aas  dieser  Gleichnng  des  sechsten  Grades  mass,  um  dieCoor- 
diaaten  der  Dorcbschnittspunkte  unserer  beiden  Cnrven  zu  finden, 
}  bestimmt  werden,  worauf  man  x  mittelst  der  Formel 


_      (»— 6)(y«— cp) 

py 


eihllt 


§.  10. 

Sei  DUO  die  aufsulusende  Gleichung  des  sechsten  Grades: 

y«— ay»+  /Jy*— yy»  +  dy«-  sy  +  »=0, 

wobei  wir  annehmen,  dass  diese  Gleichang  schon  auf  die  Form 
gebracht  sei,  dass  die  Coefficienten  a,  ß,  y^  d,  e,  i»  sfimmtlich  po- 
«tive  nicht  verschwindende  Grossen  sind ,  und  dass 

ist,  was  bekanntlich  nach  dem  Obigen  jederzeit  mdglicfa  ist 
Vergleichen  wir  nun  diese  Gleichung  mit  der  in  dem  vorherge- 
lienden  Paragraphen  gefundenen  Gleichung: 


Grun^ri:   Bit  ämß9nm§  der  GMehunfm  di$  fitmflem 

-2Ac(i:+/-)pV 
+  6*c V 

00  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  sechs  Grossen  b,  e»  f 
g,  r  ans  a,  ß,  y,  6,  e,  o  die  sechft  folgenden  Gleichungen: 

ir=26, 

ß=t^^Hc  +  f)p+p*, 

Y^2gp^^m2c-^f)p, 

€=:26c(c+/)p«. 

Aus  der  ersten  Gleichung  erhält  man  nir  b  den  positiven  We 

und  aus  der  sechsten  Gleichung  ei^iebt  sich  • 

6cp=Vo), 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  nach  §.6.  die  GrOssen  6,  < 
sämmtikb  positiv  sind*  Föbrt  man  den  gefundenen  l^erfh 
bcp  in  die  fänfte  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe: 

wertus  sich 

ergiebt.  Diesen  Werth  von  (c  +  f)p  fahre  man  in  die  zm 
Gleichung  ein,  so  erhält  man:- 


IT.  9eeä$im  Grades  dmrek  Ccntimcifon  nach  Beicurus,  eic.  967 

abo: 


p=V'»-i«'+Ä- 


welcher  AoHdrack  unter  allen  Umetändeo  reell  und  endlich  ist,  da 
ii«ch  der  Voranesetzung 

ist,  ood  alle  CoefBcienten  der  gegebenen  Gleicbang  des  sechsten 
Grades  positive  nicht  verschwindende  GrQssen  sind.  Ffihrt  man 
jetit  die  gefundenen  Ansdrficke  fon  b  und  p  in  die  Gleichung 

6cp=V<s   oder   c:=-i— 
«0,  80  erhält  man: 

CSS *-       ■  ~*  SIS  9 

welcher  Ausdruck  positiv  ist.    Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  nun: 

e  -f  f=  o  ^ ^     9     also    /SS5---T c, 

'      2pVo>  '      2pVm 

vnd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^  _      c      _  2Va) 
'      2pVfo         ap 

Ä08  der  dritten  der  sechs  aufzulosenden  Gleichungen  erh&lt  man: 


j^      6(2c+/) 


also,  weil 


ist: 


Aas  der  vierten  der  eedia  ao&dteenden  fileicbimgefi  erbill  man 
endlich: 
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also  nacb  dem  Obigen: 

^  =  V^  +  4^ ^^- 

Wir  haben  also  zur  Berecbnnog  d«r  sechs  GrSssen  6,  e,  p,\ 
f,  g,  V  die  folgenden  Formeln: 

6=4«, 

ctp 
g      _2v/a> 


welche  man  fast  noch  bequemer  zur  numerischen  Rechnung  aocfa 
auf  folgende  Art  darstellen  kann: 

6=i«. 

^"öcp«"""*'' 
y    .  6(2c+/) 


,=V 


(c+/)«+s*--^^. 


Man  erhält  durch  diese  Formeln  für  b^Cfp  endliche  reelle  vOllig 
bestimmte  positive,  ttir  f,  g  endliche  reelle  Tuliig  bestimmte 
Werthe«  und  nur  r  kann  imaginftr  ans&lleD.  Wenn  dies  aber 
der  Fall  ist,  d.  h.  wenn 


M,  Sit  Asien  Grades  durch  Consiruction  nach  Descaries,  etc.  2ä9 

oder 

oder  nach  dem  Obigen 

oder 

-j +««— 4(«+«V«)»<0, 

•der 

mier 

ist;  M  sind  alle  Wnrteln  unserer  GleicbuDg 

« 

iffligioir.  Denn  aus  §.9.  erbellet  unmittelbar«  dass  sich  diese 
Gleiehong,  indem  b,  e,  p,  fs  g^  r  Ihre  obigen  Werthe  behalten, 
immer  auf  die  Form 

briDgen  läset,  wo  b,  Cg  p,  f,  g  unter  allen  Bedingungen  reelle 
GrSasen  sind;  und  sollte  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung, 
weon  nämlich 

negativ,  od»  r  imaginär  ist^  g  irgend  einen  reellen,  der  Gleichung 


^  DifC6  Traofllormation  jeder  Gleiehimg  de«  «adieten  Grades  i«t  an 
neh  bemerfcenewerth,  and  verdient  wohl,  dat«  ich  hier  asf  dieeelbe  be- 
tontere anfnerkeam  mache. 
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genOgendeo  Werth,  diese  Gleicbong  »ko  eioe  reelle  Worsel  haben, 
•o  mfilMte  dieser  reelle  Wertk  tod  5  cadi  die  Gleichnog 

erfiillen,  was  jedenfalls  ongereimf  ist,  da  is  dieser  GleidMUig  die 
Gruüse  aof  der  liokea  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  reelle 
positive^  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gletcbbeitszei- 
cbens  eine  reeUe  negative  Grosse  ist 

Wenn  aber  die  Formel 


'=V 


sr+nsz — 


fttr  r  einen  reellen  Werth  liefert,  so  kann  man  mittelst  der  im 
Vorhergehenden  dnrch  die  (Toefficienten  der  Gleichung 

bestimmten  Grossen  6«  e,  p  die  parabolische  (Toncfaoide,  ond  mit- 
telst der  dorch  dieselben  Coefficienten  bestimmten  Grossen  f,g,r 
den  Kreis  «rirklich  bescbreibeo,  ond  cfie  Ordinaten  der  Durch- 
schnittspnnkte  dieser  beiden  Carven  werden  dann,  wie  aus 
allem  Obigen  nnzweideatig  hervorgeht,  die  reellen  Wameln  d«r 
obigen  Gleichung  sein,  was  einer  weiteren  Erläatening  nicht  be- 
dfirfen  wird.  Die  Anzahl  der  Dnrchschnittspunkte  der  beiden 
Ciirven  wird  oatfiriicfc  immer  der  Anzahl  der  reellen  Worselii 
weiche  die  In  Rede  siebende  Gleicbnng  hat,  ealsprecben« 


Descartes  beschreibt  bar  den  positiven  Zweig  (§.6.)  der 
parabolischen  Conchoide,  and  war  deshalb  getadelt  worden,  vne 
man  bei  Raboel  a.  a.  O.  p.  574.  nachsehen  kann.  Gegen  diesen 
Tadel  vertbeidigt  sich  Descartes  in  einem  seiner  Briefe,  and 
hat  auch  vollkommen  Recht;  denn  da  die  Gleichung 

y*— «y*+j»»*— y»'+*y*— «3f+»=0, 

wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen,  nur  reelle  positive  Wurzeln  bat*),  der 
negative  Zweig  der  parabolischen  Conchoide  aber  bloss  negative 
Ordinaten  enthält,  so  können  sich  in  diesem  die  Wurzeln  der 
Gleichung  nicht  finden,  sondern  bloss  Im  positiven  Ztreige,  welcher 


•)  Wenigsten«  wird  nngenoromcn,  data  die  gegebene  Gtelehsni^  det 
■ech«ten  Gredee  isimer  eo  trantflHmnrt  worden  eel,  dsM  die  tfassfonnirte 
Oielefcusg»  sei  welshe  die  sbige  Aofleemig  asgewmidl  wkd»  ssc  reell« 
poeltive  Worseln  bat. 


ir.  iMliMi  €raä8$  durek  CanUrueäon  naek  Descnrus,  etc  27] 

nor  positiT«  Ordinaten  enthält  Die  Construction  des  oegattven 
Zweiges  der  parabolischen  Coneboide  wQrde  also  in  der  That 
eine  gaoz  annStze  Arbeit  sein,  und  jener  Mathematiker»  welcher 
deo  scharfsinnigen  Descartes  tadelte,  dass  er  den  negativen 
Zweig  der  in  Rede  stehenden  Curve*)  nicht  beschrieben  habe, 
konnte  sich  daher  wohl  schwerlich  eine  völlig  deutliche  Einsicht 
10  dessen  nach  unserer  Meinung  in  ihrer  Art  vollendete  Auf- 
toflaog  der  Gleichungen  des  sechsten  Grades  verschafft  haben. 

Ob  die  parabolische  Coneboide  sich  mit  blnreicbender  Leicb- 
ti^t  so  genan  beschreiben  lässt,  dass  von  der  obigen  Aufldsung 
der  GleichODgeo  des  sechsten  Grades  der  Algebra  ein  praktlsqbar 
KitzeD  erwachsen  kanos  darauf  kann  es  nach  meiner  Meinung 
W  einem  solehenj  zunächst  und  hauptsächlich  ein  theoretisches 
Iftleresse  darbietenden  Gegenstände  fttr's  Erste  nicht  ankommeo. 
Niek  einigen  von  mir  angestellten  Versuchen  glaube  ich  aber 
sagen  zu  können,  dass,  wenn  man  nur  erst  die  zu  bewegende 
Parabel  beschrieben  hat,  die  fernere  Construction  der  paraboli» 
sehen  Coneboide  ^ner  besonderen  Schwierigkeit  n&cfat  untei^liegt. 


§.  IL 

Was  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  fiinilen  Grades,  Itb 
Allgemeinen  der  Gleichung 

betrilt,  so  kann  man  diese  Gleichvng  immer  suerst  auf  die  Form 

y«  +  ay*  +  6y*+c»»+dy»  +  ey«0 

einer  Gleichung  des  sechsten  Grades  bringen,  und  wenn  man  nun 
nach  der  ini  Obigen  gegebenen  Anleitung  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  nur  hinreichend  vermehrt  oder  vergrussert ;  so  wird  man 
die  Anflusung  immer  wieder  auf  die  Auflösung  einer  Gl^ictning 
dea  sechsten  Grades  von  der  vorher  betrachteten  Form 

wo  alle  Coeificienten  nicht  verschwindetide  positive  Grossen  sind, 
znrQckfShren  können,  was  weiter  zu  erläutern  nicht  erforderlich 
sein  wird. 


*)  la  conipagne  de  la  ligne  coiirbe,  wie  Oeicartet  tagt. 
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AnflSsung   der    Gleichongeo    des   dritten    and    yierten 

Grades. 

$.12. 

Die  Gleichongen  des  dritten  nod  vierten  Grades  Iconnen  aof 
verschiedene  Arten  durch  Construction  aufgelöst  werden.  Meisten» 
nfissen  dabei  mehrere  verschiedene  Fälle  besonders  betrachtet 
werden,  und  gewöhnlich  wird  auch  angenommen,  dass  das  zweite 
Glied  der  Gleichungen  auf  belcannte  Weise  weggeschaft  sei.  Die 
von  Hudde  gegebenen  AuflSsungen  sind  sehr  allgemein  und 
nehmen  die  letztere  Voraussetzung  nicht  in  Anspruch,  weshalb 
ich,  der  Verwandtschaft  dieses  Gegenstandes  mit  den  vorherge- 
henden Betrachtungen  wegen,  diese  Auflösungen  hier  kurz  mit- 
theilen  will. 

Die  aufzulösende  Gleichnng  sei  die  Gleichung 

des  vierten  Grades,  wo  nur  angenommen  werden  soll,  dass  m  eine 
nicht  verschwindende  positive  Grosse  sei,  welche  Bedingung  sich 
bekanntlich  nach  unseren  früheren  Betrachtungen  immer  als  erßUt 
betrachten  lässt.  Man  construire  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
deren  Gleichung 

jryssV» 
ist,  und  einen  Kreis,  dessen  Gleichung,  wenn 

gesetzt  wird, 

ist.    Elimintrt  man  x^ —  «    so  wird  diese  letztere  Gleichung: 


also 


p-J+£+**-«*+*«'=i«*+4«-'»' 


u.  $eek$im  Grades  durch  Can$tmelim  nach  Descartes,  eic.  373 
oder 

und  folglich 

y*— «y*  + /3!y*  —  xy  +  w=0; 

daher  sind  die  Ordinaten  der  Durcbscboittiipankte  der  beiden  be- 
Khriebenen  Carven  die  Wurzeln  dieser  Gleicbung.     Wenn 

oder,  da  co  positiv  angenommen  wird, 

(«*-4/J)»+y«<;0 
»t,  so  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

imaginär.  . 

§.  13. 
Um  die  Gleichung 

wo  wir  annehmen  wollen  und  bekanntlich  zu  dieser  Annahme  be- 
reebtigt  sind,  dass  wenigstens  ß  und  0  nicht  verschwindende  po- 
sitive Grossen  sind ,  aufzulösen ,  constmire  man  eine  gleichseitige 
Hyperbel«  deren  Gleicbung 

■     ^=v? 

ist,  and,  wenn 

gesellt  wird,  einen  Kreis,  dessen  Gleichung 

Bt    Eliminirt  man  «=~-^,    so  wird  diese  letzter«  Gleicbung: 
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oder,  wie  man  nach  gehuriger  Entvrickelaog  leicht  findet: 

Nun  ist  aber 

und  die  oben  stehende  Gleichung  wird  also: 

(y— ^)  (»'—«y*  + /5y- »)=0. 

Die  Ordinaten  der  Dnrschnittspunkte  der  beiden  beschriebeneo 
Cnrveu  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  diese  Ordinaten 

repräsentiren  also  den  Werth  -^  und  die  Wurzeln  der  aufzulösen- 
den  Gleichung 

Fahrt  man  den  Werth  ^   für  y  in  die  Function  y* — «y*  +  /3y-» 
ein,  80  wird  dieselbe: 


ß*\ß 


■) 


und  7  ist  also  nur  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 


y»-cfy«  +  /Jy-ac:0, 


wenn  7  —  a=:0,  also  aß=<oi6t 
P 

Die  obige  Gleichung 

0^-v^y+(»-i«-.5)«=(i«-rp)> 

kann  man  auch  unter  der  Form 
darstellen. 
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[Jd^er  eioe  neue  Methode,  Hohen winkel  mitteigt  Re- 
I  flexion  tu  messen. 

Von 

Herrn  Professor  Karl  Koristka 

mm  poljrtecfanitchen  Institute  io  Prag« 


MeuDDgen  von  Hoheowhikeln  oder  Zenithdistanzen  kamen 
Mertheils  bei  astronomischen  Bestimmungen,  theils  bei  geodS« 
khe«  Operationen  vor.  Man  bediente  sich  hiebet  bekanntlich 
itist  der  Theodolite^  oder  grosser  Verticalkreise »  welche  auf 
tittka  ond  schweren  Stativen  aufgestellt  wurden,  oder  bef  astro- 
HütifcbeD  Beobachtongen  auch  der  Sextanten  oder  Prisnienkreise. 
ki  geodätischen  Operationen  wendete  man  die  letzteren  aus  be* 
^^ssteo  Gründen  sehr  selten,  und  bei  Messungen  terrestrincher 
Bölieiiwinkel  fast  gar  nicht  an. 

Die  Messungen  terrestrischer  Hnhenwinkel  in  grösserer  *Zahl 
ptckaben  bisher  nur  bei  grossen  Metzlegungen  Cber  ein  ganzes 
Ittd,  Bod,  wenn  wir  einige  wenige  Arbeiten  unter  BesseTs  und 
Btrofe'B  Leitung  in  Preussen  und  im  sildfistlichen  Russland 
ttsoehmtD,  sietst  nnr  za  dem  Bebofe,  um  die  Knotenpunkte  die- 
^  Ketses  auf  ein  gemeinschaftliches  Niveau  reduciren  zu  kSnnen. 
*^  biebei  erhaltenen  relativen  und  absoluten  HShen  der  Punkte 
*>^eD  als  solche  dut  von  wenigen  Geographen  benfizt,  da  zu  ei- 
infficben  Höbenmessnngen  mit  besonderer  Vorliebe  das  Baro« 
^er  aagewendet  wurde.  Allein  diese  Messungen  bezogen  sich, 
Hwie  aadi  jene,  grOsstentbelis  auf  Punkte,  welche  besonders  hoch 
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fiber  ihre  UmgebnogeD  empomgteD»  also  höbe  Bergspitxeo,  imd 
der  NoUeD  der  Hypsometrie  beschränkte  sich  somit  dara«f,  diese 
höchsten  Spitzen  eines  Landes  oder  eines  Gebirgs»:^es  mit  ihrer 
H5he  Aber  der  Meeresfläche  anzageben.  Man  stritt  sich  hiebei 
fiber  Ideine  Differenzen,  welche  gar  oft  innerhalb  der  Grenzen 
derjenigen  Fehler  lagen,  welche  nach  neueren  Untersuchungen 
theils  durch  die  terrestrische  Refraction,  theils  durch  die  nicht 
immer  horizontale  Lage  der  Luftschichten  von  gleicher  Diehte  bei 
trigonometrischen  sowohl,  wie  auch  bei  barometrischen  Messungen 
herrorgebracht  werden. 

Erst  in  neuerer  Zeit  begann  man  einzusehen,  dass  gute 
H5henmessungen  eine  besondere  Wichtigkeit  (är  die  Begrfindung 
der  rationellen  Urographie  eines  Landes  erlangen  können,  indem 
sie  vorzüglich  ein  branchbares  Materiale  zur  Beurtheilung  der 
geometrischen  Beschaffenheit,  oder  der  Formen  des  Bodens,  Ton 
welchen  so  viele  physikalische,  industrielle,  natur-  und  cuitur-iii- 
storische  Fragen  abhängen,  geben  können,  —  dass  es  aber  dabei 
durchaus  nicht  auf  eine  ängstliche  und  sehr  scharfe  Messung  der 
höchsten  Bergspitzen  eines  Landes,  sondern  vielmehr  darauf  an- 
komme, dass  möglichst  viele  gleich  verth eilte  Punkte, 
wenn  auch  mit  etwas  geringerer  Schärfe  gemessen  würden,  wobei 
ein  besonderes  Augenmerk  auf  die  Einsattelungen  und  Pässe  der 
Gebirge,  auf  die  mittlere  Erhebung  ausgedehnter  Plateau's,  auf 
die  relativen  Höhenunterschiede  einzelner  Terrassenbildungen,  auf 
die  Niveauunterschiede  und  allroäligen  Steigungen  der  Thalsolen, 
und  auf  andere  bisher  wenig  beachtete  Punkte  zu  richten  wäre.  In 
vielen  Ländern  wurde  bereits  diess  erkannt,  und  in  Frankreich,  in 
der  Schweiz,  in  Baden,  Sachsen  u.  s.  w.  sind  jetzt  die  Aufnahmen 
des  Katasters  und  der  Mappirung  so  eingerichtet,  dass  auch  die 
entsprechenden  Höhenwinkel  aller  wichtigeren  Punkte  gemessen 
werden,  um  so  Zahlen  ffir  ein  richtiges  Relief  des  Bodens  zu 
erhalten. 


Bei  uns  wurde  man  von  zwei  Seiten  fast  zugleich  auf  die 
Wichtigkeit  möglichst  vieler  zusammenhängender  hjrpsometriseber 
Messungen  aufmerksam.  Einmal  waren  es  die  grossartigen  Eisen* 
bahnbauten  und  die  Flussregulirungen,  welche  den  Nutzen  von 
derlei  Messungen  ersichtlich  machten,  und  sweilefMi  war  es  der 
Aufschwung  der  geologischen  Arbeiten,  welche  lezlere  das  Be- 
dOrblfls  der  Kenntniss  von  absoluten  und  relativen  HMMn  sehr 
vieler  Punkte  hatten,  und  auch  in  der  That  eine  grosse  Zahl 
solcher  Messungen  veranlassten.  Es  wurde  nun  ein  Bedflrfiilaa» 
solche  Metboden  der  Messung  aufzufinden,  wodurch  man  möglichst 
viele  Bestimmungen  in  kurzer  Zeit  zu  machen  im  Stande  wäre. 


• 
PftifawT  Stampfer  in  Wieo  war  der  erste,  wekber  (SUzange- 
ber.  iL  aeth«  mut  CL  der  Kaiserl.  Akademie«  Mflrsheft 
JM9)  daiavf  «ornerkaam  machte,  wie  mit  Hilfe  der  i^on  ilim  con* 
strairten  Niyellirliicitromente  nnd  der  aasgezeicboeten  Karten  des 
k.  L  mil.  geograpb.  lostitates  diese  Aufgabe  gelost  werden  Iconne, 
md  ich  seil>st  habe  mich,  indem  ich  die  allgemeinen  Andeutungen 
derselben  bei  wirlclicben  Messungen  speciell  durchzufuhren  suchte) 
dieser  Methode  seit  sechs  Jahren  mit  grossem  Vortheile  bei  niei- 
Den  HShenmessungen  insbesondere  dort,  wo  eine  sehr  grosse 
Geoasigkeit  nothwendig  war,  bedient,  und  hiebei  immer  die  he- 
wudemswfirdige  Schärfe  ihrer  Angaben  bestSttiget  gefunden.  (Nähe- 
leiUerSber  In  meinen  Abhandlungen  ».Berichten  im  Jahrb. 
d. geologischen  Reichsanstalt  in  Wien  im  II.,  III.,  IV., 
r.  nad  VL  Jahrgange)« 

So  vorzfiglich  nun  diese  Methode  ist,  so  ist  sie  doch  aunächst 
nur  f&r  solche  bestimmt,   welche  eigene  Bereisungen   bloss  zum 
Behsfe  foo  Hohenmessungen  unternehmen,  und  sich  längere  Zeit 
an  eioem  Beobachtongspunkte  aufhalten  kennen.    Es  gibt  aber  eine 
giftsse  Klasse  wissenschaftlicher  Reisender,  deren  Hauptzweck  ein 
uderer  ist,  die  alter  dennoch,  besonders  weil  sie  gieichfiirniig  ein 
gaozss  Land  nach  allen  Richtungen  durchstreifen,  ein  vorzügliches 
Material  filr  die  Orographie  Hefem  kannten,  wenn  ihnen  die  Messung 
der  H5hen,  wenn  auch  mit  einer  geringeren  Genauigkeit,  nicht  zu  sehr 
erschwoi  wäre,  und  sie  in  ihrem  Hauptzwecke  hindern  oder  st&ren 
wärde.    Hieher  rechne  ich  voribigKch  die  Offiziere  der  Geographen- 
Corps,  die  reisenden  Croelogen^efoselne  ein  Terrain  vorläufig  recogno* 
scirende  Techniker,  Marineoffiziere,  welche  vom  Schiffe  aus  Kfisten- 
aafsahnen  zu  machen   haben  u.  s.  w.    Zwar   kannte    diese  Art 
Reiaender  ein  Barometer  mit  sich  führen,  allein  abgesehen  davon, 
daas  bei  Messungen  mit  demselben  bei  grosserer  Entfernung  vom 
correspondirenden   Beobachtungspunkte   die    Ungenauigkeit  doeb 
i;ar  zu  bedeutend  zunimmt,  dass  ferner  nicht  alle  sichtbaren,  son- 
dem  nur  jene  Punkte  gemessen  werden  kennen,  auf  welche  der 
Beisende  sich  selbst  begibt,  so  ist  ganz  insbesondere  bei  einer 
lai^ren  Rdse  die  onalisgesetzte  und  ängstliche  Beaufsichtigung 
des  Barometers   bei  aller  noch  so  guten  Construction  und  Ver- 
packung doch  ein  sehr  lästiger  Umstand.    Der  Mitnahme  der  an- 
gcföbrtea  Wleketeeesinstramente   steht   aber  bei  Fussreisenden 
die  Nothineodigkeit  im  Wege,  ein  schweres  Stativ  mit  sich  fohren 
«  mfiisen,  die  längere  Dauer,  um  eine  feste  Auf-  und  genaue 
HarkMitalstelhuig  an  gewinnen,  die  trotzdem  bei  auf  hohen  Bergen 
KBWohnlicIi  herrsehenibn  Winden  vorkommende  Ungenauigkeit  In 
4en  Winkshaessnngen,  wenn  man  nicht  die  Zeit  hat,   besseres 
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Wetter  absawiitte,  da  ebe  skvieeken  der  Poieärmig.  de9eh|ütei 
nitd  der  HoruentaletettoDg  der  o|itiechee  AcfesenerkeiMDeode  nodi 
ao  geriM^e  ErechSttetiiog  desJStetifee  «ehe»  Abii^eiohwegie  bow 
verbringt 

In  BerQckeichtigung  dieser  Cmatände  habe  icb  versucbt,  ttiu 
V^inkeliness-IostruineDtssu  cobstruiren,  welches  za  hypeometri^cheo 
Bfessungeo  für  bloss  orographiscbe  Zwecke»  bei  deneo  fJsQ  eine 
Genauigkeit  von  6  bis  M  Fuss  hinreicht,  und  für  die  oben  ange- 
führte Klasse  von  Reisenden  vollkommen  geeignet  ^e.^n  4ürße. 
Die  wichtigsten  Tortheile  desselben  sind  seine  leichte  Trepspoc- 
tabilit^t,  seine  Compendiositat,  die  vollkommene  EntbebfUehkeit 
eines  schweren  dreifussigen  Statives,  die  Sussersit  sehn^s^le  Auf- 
Stellung  auf  jedem  Punkte,  eine  nur  einmalige  Eips^^lij^g  ond 
Notimng  der  Alhidade,  anstatt  zweien,  wie  bisher,  endlich  die 
Muglichkeit,  auch  bei  windigem  Wetter,  ja  sogar,  bei  etwas  mbi- 
ger  See,  vom  Schiffe  aus,  Huhenwinkel  mit  für  obige  Zwecke 
hinreichender  Genauigkeit  messen  zu  kQnneri. 

Das  Priocip  de«  Instfoiiientee,  wieicbesichReflexiene* 
Glypsometer  aünDen.nAckte,   ist  das  der  Reflexion  d^m  Bildee 
der  I^uftblaae  der  Libelle  in  die  optische  Ache«,  «eicbea  meiDee 
Westens  bisher  bloss  zweimal,  nnd  awar  von  Dr.  Rom^rsbae- 
•ee  in  Halle  bei  seinem  Speegelniveatt«  «ad,  vioii^ravatt  in  Lon- 
don hei  «einen  „reflectiog  leveb'V  beidemale  aber  nur  aar  Her- 
aleUiUig'  einer  borizontalen  Viauc»  .und  okne  Möglichkeit  einer 
Wiokelin»essa»g  angewendet  wioA^  -^  See  in  Tafel'VI.  Fig.). 
OP  disk  <^tiscbe  Achse  eiaes  F^tnnebrs  #  welche  ibv  dieser  Lage  so- 
glekb  voUkeromeu  borizoBUi  ist«  Die  verlängerte  Viaw  treffe  auf  den 
Puiikt  ff»  wekher  also  in  etnein  Horitont  liegt  mit  dem  OcoUr  O 
des  Fernfebres,'   3«i  ferner  \nM  die  vom  Ofaftctiv  eneagteBild- 
ebess^  iu»d  ie  eiiieai  gewissen  Abstand  DtrAm  Gmi  guter  Plao* 
|i|MeKel  mn  unter  einem  Winket  ve«  45  Givd  gegea>  die  •pliscbe 
AiPbse  f<ost  and  so  mit  dem  Fernrohre  verbunden,  dasa  Jadnrcb 
da«  Gesicbts(eld   vertikal   in   awei  gleiche  Theile  geeilt  wird. 
Untorbalb  der  optischen  Achse  sei  aber  im  Femroir  noeh  eise 
Libelle  Itlt  BO  aogebraoht,  dassder  bMobate  Punkt  ihvet  Hvto- 
muQg  bei  horizontaler  Sl^ellung  deraelbea  C  so  gelef^enr  int,  daw 
CQ^XtG^  Hrodnrcli  offenbar  fflr  das  Au^^  am  Oealar  O  m 
«ipiegeihild  des  Libellenthefle«  h^CM  der  BiUebaii«  bei  JD  e^ 
aebeii^t.    Our<ib  4ieffea  Penkt  isl  aqoh  angWch  im  feelm  Tfceiis 
lies  (ilesicktsfeldes  ein  feiner  Boriaonlalfaden  gesfaimt.    Di^JUbelia 
m  nm  den  Punkt  C  drehbar*  nnd  CT  eei  die  Riebtong  4er  T» 
If Me  ^  die  fJLiflmmnng  dm*  Libelle  im  Punkte  C.    Offenbar  wkd 
bw  fiiP«P»«lf n   (Hr  Ubelle  die  AImni  m  C  uieniieiaea,   and  u 
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hrer  Tertikaleo  ProjectioQ  al«  Spiegelbild  von  der  Verlängerung 
tes  RbrizontatfadeDS  in  D  halbirt  werden.  —  "Wäre  nnn  ein  Höhen- 
imkel  StOH  au  tDeaaeii«   «o  |N>intire  roai^  -den  Punkt  H*  mit 
lern  Faden»    wodurch  die  optische  Achse  des  Fernrohres  in  dto 
j«ge  OP^  kommt.    Es  ist  Jclar^  dass  an  der  Wiakelbewegun^  der 
»pli^cbeo  Achse  alte  mit  dem  Fernrohre  verbundenen  Gegenstände 
rhet!  genommen  haben  ^  und  e^  wird  der  Spiegel  jetzt  etwa  die 
Lage  mV  lind  die  Libelle  die  Lage  ttOU  annehmeo,  und  wenn 
vir  dah^r  jetzt  zum  Spielpunkte   der  letzteren   O  die  Tangente 
er  ziehen,  so  h^t  dieselbe  einen  eben  so  grossen  Winkel  be- 
MiMebenj  wie  die  optische  Achse.    9eben  wir  also  durch  C  eine 
ZOT  CT  Parallele  C7^,  so  muss  T'CT—HGH'b^xw.   Dreht  man 
aberirirkKch  die  Libelle  so,  dass  OT  in  die  Lage  Ct"  kommt,  so, 
irird  offenbar  die  Blase  wieder  in  O  einspielen,  und  ihr  Bild  von 
dem  auf  den   Punkt  H'  gerichteten  Faden  halbirt  werden.    Die 
Wiokelbeweguog   der  Libelle   ist  in   diesem  Falle   genau   gleich 
dem  Hobenwinkel  WOH.  —  Um  diese  Winkelbewegung  «rsicht- 
Beb  and  messbar  zu  machen,  braucht  man  nur  die  Libelle  mittelst 
einer  Fassung  im  Inneren  des  Fernrohres  so  anzubringen,   dass 
sie  um  eine   Aze  beweglich  ist,   deren  Umdrehungspunkt  genau 
mit  C  oder   O  zusammenfallt,    und  mit  dieser  an  der  fiiisseren 
FiSche  des  Rohres  eine  Alhidade  fest  in  Verbindung  zu  setzen» 
90  banb   man    mit  Hilfe   eines   eingetheilten  Sectors   oder    einer 
Scbraobe  jene  Winkelbewegung  genau  messen.  —  Es  wurde  hier 
stillschweige  od  vorausgesetzt,   dass  die  Bewegung  der  Libelle  in 
einer  vertikalen  Ebene  Statt  finde. 

Aof  diesem  bisher  noch  nicht  angewendeten  Prinzipe  der 
Messung  vertikaler  Winkel  beruht  nun  die  Construction  des  In« 
Mmmentes,  dessen  wichtigere  Theile  ich  mir  erlaube,  in  Nach- 
folgendem  zu  beschreiben: 

o)  Das  Fernrohr.  Das  Instrument  soll  compendius,  also 
n«i  4a»Fenirollr  kurz  4ein,  zugkeich  aber  soll  eine  kleine  Lihelle 
sieb  Kwisdireii  dem  Ocolar  and  der  Bildebene  befinden;  daher 
U^  rch  ein  achromatisches  Ohjectiv  vo»  kurzer  Brennweite 
P»6  Pariaer  Zolle  zu  dem  erste»^  von  mir  angefertigten  lastm- 
nwirte  gnttiblt«  Uie  OeSbiing  wurde  grftsser  genommen ,  als  bei 
m  kleine»  Feni»#hffte  getvöbnli^h  «st  AU  Ocnlar  wShIte  ich 
«••  eiaCadie  Coiii«exliniiew  p'mVi^B^f.  Zolle  /  am  den  Spieiranm 
Ikr  die  LiboUtf-  gaos  frei  m  haben,  dbwohl  sieh  aoch  eine  ter- 
'Htn«ch^.  UMeacombinalten  filr  diesen>  Zweck  einrichten  Hesse. 
Aas  obige»  beiden  Limieii ,  weldie  ein  iwar  umgekehrtes,  aber 
|«aoBdere  scharfes,    Bild  des  Objeetes  liefern,    ergibt  sich  sentit 
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die  Vergrosserungszahl  — /=4»  welche  ich  f&r  di«  Zwecke  dct^ 

stramente«,  wobei  selten  grSMere  Dietinzen  als  dOOOKlifterl 
kommen«  ausreichend  fand« 

b)  Der  Spiegel  und  der  Faden.  Die  Rohre  des  Ff 
robres  endiget  gegen  das  Ocular  zu  in  einen  parailelepipediacj 
hohlen  Ansatz  AB  (^at.  VI.  Fig.  2.  und  3.),  in  welchem  an 
oberen  Fläche  in  der  Ebene  des  vom  Objective  erzeugten  BS 
A  eine  schmale  Oeffnung  aa'  senkrecht  auf  die  Lfingsricbt 
eingelassen«  die  untere  Fläche  cd  aber  in  der  Längsrichtung  | 
weggenommen  ist.  An  der  hinteren  Wand  kann  ein  Tbeil| 
selben  efcd  ebenfalls  ganz  weggenommen  werden«  da  er  nari 
telst  vier  Schräubchen  mit  dem  Ganzen  verbunden  ist  Ueberl 
befinden  sich  in  der  Mitte  des  Ansatzes  AB  an  seiner  vordc 
Wand  in  der  Richtung  der  optischen  Achse  bei  G,  sowie  re 
winklig  darunter  in  C,  so  dass  GC=Gh  Ist,  zwei  etwas  kooi 
ausgedrehte  Oeffnungen.  In  die  Oeffnung  bei  aa'  wird  eine  ifL 
Platte  eingeschoben  und  festgeschraubt«  in  welcher  sich  einelcr« 
runde  Oeffnung  befindet«  vor  welcher  sich  in  einer  Nut  kk  durch  % 
Feder  angepresst  ein  dünnes  Piättchen  mit  einer  etwas  kleine 
Oeffnung  bewegt.  In  dieser  letzteren  ist  ein  feiner  Faden  AAge«pai 
Die  Hälfte  dieser  Oeffnung  ist  durch  einen  Plan -Spiegel  mn  i 
schlössen«  dessen  Ebene  gegen  die  optische  Axe  unter  ein 
Winkel  von  45  Grad  geneigt  ist.  Dieser  Spiegel  wird  mit  U 
eines  an  seiner  Metallfassung  befindlichen  kurzen  Zapfens  n 
einer  Schraubenmutter  ü  in  G  befestiget«  indem  beim  Anzidi 
dieser  Mutter  die  Fassung  des  Spiegels  mittelst  zweier  AuU 
qg  angedrückt  wird.  Der  Spiegel  selbst  ist  oben  gebrochen» 
dass  die  obere  Fläche  m'm  senkrecht  auf  die  optische  Ach 
steht  Der  Spiegel  mn  reflectirt  das  Bild  der  Blase  der  unter  il 
befindlichen  Libelle  in  das  Auge«  und  da  GC^=Ght  so  erscb« 
nothwendig  auch  dieses  Bild  in  der  Bildebene  des  Fernrohres  in 

e)  Die  Libelle.  Diess  ist  der  wichtigste  Thei!  des  Int^ 
mentes«  und  da  ich  ihr  eine  bisher  noch  nicht  versuchte  Fa 
geceben  habe,  so  erlaube  ich  mir  in  Folgendem,  einiges  Näm 
hierüber  mitzntbeilen.  Der  erste  Zweck  der  Libelle  ist  die  ^ 
gäbe  der  horizontalen  Lage  der  Tangente  zu  ihrem  Spielpank 
Meine  Libellen  sind  aus  GlasrShren«  1*6  Zolle  lang«  im  Innei 
Husgeschliffen«  und  was  den  Krümmungsradius  betrifft  von  zwei 
lei  Art;  die  einen«  fSr  die  feineren  Instrumente«  geben«  wenn  i 
Blase  einspielt«  bei  15  bis  20  Secanden  einen  Ausschlag  voä 
Pariser  Linie«  die  anderen«  filr  die  kleineren  Instnimente«  geV 
diesen  Ausschlag  erst  bei  1  Minute. 


äöketmMtei  wtitMsi  Rtßearton  %u  mtuen,  StSl 

Efl  kt  aber  klar,  dass,  wenn  das  loatrumeDt  in  freier  Uani 
oder  Bit  emem  Stoekatethr  gebraucht  werden  eoti>  man  ein  Mittel 
kabea  nifiaae,  die  Limbasebene  des  Instromentes  in  eine  verti- 
kale Ebene»  oder  doeb  nabe  in  dieselbe  xu  bringen ,  und  es  wird 
VW  Allen,  vm  sieb  über  die  Natur  nnd  Gr5sse  des  durcb  Ver- 
uehkMigong  der  vertikalen  Stellung  entstebenden  Fehlers  eine 
riebtige  Vorstellung  su  machen»,  notb wendig  sein»  etwas  nftber 
lofdieeen  Gegenstand  einzugeben.  Nehmen  wir  an»  dass  die 
Ebene  des  Limbus  GAB  und  die  vertikale  GAC  in  Taf.VI. 
Fig.  4.  sich  (wie  diess  in  der  Natur  dieses  Instrumentes  liegt) 
itcb  10  der  Linie  der  optischen  Acl^pe  GA  schneiden,  nnd  seien 
Gfiond  GC  die  Durcbscbnittslinien  dieser  Ebenen  mit  einer  durch 
C  (»legten  horizontalen»  so  erhalten  wir  mit  Hilfe  von  Cril=:rs=l 
&  Bogen  AB=ih,  AC^^b,  von  denen  der  eine  Aden  gemessenen 
HükcDwInkel»  der  andere  b  aber  die  auf  die  Vertikalebene  red«- 
eirte  vrabre  Grösse  desselben  ausdrfickt.  Man  hat  somit  in  dem 
rechtwinkligen  sphSrischen  Dreiecke  ABC  als  bekannt  vorauszo- 
KtieD  den  Winkel  A  und  den  Bogen  A,  wfibrend  die  GrCsse 
A— 6,  fttr  welche  wir  einen  Ausdruck  suchen»  den  Fehler  x  an- 
gibt  Sachen  wir  einen  Ausdruck  Rlr  x,  so  erhalten  wir: 

Du  Dreieck  ABC  gibt  qnmittelbar 

taDg6=3«««^taBgA. 
Dicwi  Wertii  sabstitoirt.  gibt: 

.„„, tangA(l— co»^)  _  2taiigA8inS.<  .^ 

""**— l+co8Jtang«A-l  +  c<».<taDg^*"        *'' 

Keie  Formel  kann  für  die  logarithmische  Berechnung  eingerichtet 
verdeo,  indem  man 

tang9  =  tangAVcoSil 
•eUf.    Man  erhält  dann 

,  I 

«^«•9>  =  l+co8^taniiÄ' 

•Mut  dorch  Substitution 

tangarssÜtangAsin^^ilcos^.  3) 

b  foigender  Tabelle  habe  ich  einige  nach  dieser  Fonnel  b^ 
r«diDete  Werthe  zusarnnengestelit»  und  zwar  für  ^=1^  V  und 
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aiad  w  MiMit««  «ad  Smamitm 


anfagcbea 


Wferihe 


!  1  1  i  1 


il=il»    »  »••7  t«'  5'-3  '  V  T*-«    O'ir-l  i  «*  l-2»-2  i  9ß  ÜSfl 

C  10»  9  '  C  2P  5     0-  31"  6  *  0-  40"  5  '  C  48'  4  I  O*  54»  7 
I  f  '  '  1 

Äi=V\  OrW-6    0'4tr-8     I'  HT-Q  •  0'30''9  •  1' «►•fr  ♦  2*   2"'7 

Man  si«ht  bierans,  dass  Mr  ^1^1^  der  Fehler  bei  dfen  g^vrOhhUdh 
torkommendef»  HGheofrhikelii  von  0  bis  10  Graden  5  Secand^ti 
Hiebt  ühefsM^eti  wird,  vrSbrend  derselbe  bei  einer  Neigung  vöh 
A-siV  aehon  20  8eeanden  und  darüber  betragen  kann.  —  Bei 
Jieaer  Gelegenheit  ist  es  vielleicht  noeb  interes^atit,  dii^  'Maximal- 
werthe  von  x  kennen  zu  lernen.  Suchen  wir  nemll<ib  dforeb  Dlf- 
fereoziafioff  de^  Ausdruckes  1)  den  Werth  von 


I  •  • 


dh     ~"' 


so  gibt  diess  ffir  x  ein  Mazirouni,  wenn 


tangA  =  -p=^ 


I     I  • 


3) 


ifct,  wo  dann  der  Aasdniek  1)  übergebt  in  den  Ausdruck 

sin  ^\A 

tangjr=    ^ . 

V  oos^ 


4) 


Folgende  Tabelle  entbSIt  die  Werthe  von  h  und  sc  ffir  J=l^ 
2«  uiid  dP  naob  GL  3)  ami  4)  berechnet: 


=  P     j     ^  =  20     I    '^=3« 


44«  Ö9' 52^-2 
Qo  0'  1«"  7 


440  59'28''-5[44«Ö8'49''-.| 


0»  r  3"i 


0»   2'2r-3 


Aus  der  ersten  Tabelle  ist  ersichtlich,  dass  die  Neigung  der 
Limbus-Ebene  gegen  die  vertikale  bei  den  feinert^i»  uird^grCsaerMi 
Instrumenten  einen  ^  und  bei  den  kleineren  Instrumenten  zwei 
Grade  nicht  wird  überschreiten  dürfen.  Die  Sicherheit  der  Ste)- 
iaig  d«r  Linbaseb^ae  innerhalb  diesef  titena«  hdbe^  teil' dadurch 
•neüdit ,  da^  iek  au  de»  Libelton  flaobe  ^Aet  eiwle  4MvMirea« 


ffOMmtMtei  wUtMH  n00Mim  wu  Mftf ^.  MI 


BftBta^  mm  nmdM OlMtfOhren  «vfrdeit  iirikö«h  #eldiem Siwttwdir 
imA  obia  Rio^,  deMen  Forib'dlb  «bell  bezblebnete  iat,  t(^tingt% 
bis  sie  erbiiteo.  Ulese  CMasrObfo»  wtrden  im  Inneren  ab  tief  db«- 
ran  Flidb«  «ebr  flseb  aüsgesebliffen»  so  daaa  die  KiHaninttiig  satik> 
racbl  «tf  die  Aeb^e  der  Libdie  öder  im  Quersebeltt  eiwMD  Radius 
von  25  Zellen  entepHcbt»  wodenob  bei  einer  Neigung  von  1  GraA 
•cboB  eine  Bewegui^  der  Blaee  um  mehr  als  eine  halbe  Linie 
neb  rechts  oder  links  be«rirJct  wird.  Die  ttbisiMre  erhftit  «of 
ihrer  Obertiicbe  zwei  Linie»  eingeecbtHttfen»  welche  beide  durah 
im  Pnnkl  C  gehen,  und  zwar  die  eine  in  de»  Richtung  de? 
LUgsaebne  der  Libelle^  die  ändere  senkrecht  darauf.  Es  Ist  klar* 
da»  im  S|iiegel  nm  (Taf.  VL  Fig.  3.)  ein  refleotirtes  BiU  diesef 
Mdso  St^idbe  vV  and  A'A'erstbmnt^  und  dses  somit  det  Beob- 
achter dco  Ltmhas  des  Iimtruni^ntes  ao  sn  halten  hat»  daee  das 
Bild  der  Blase  •  iratner  ^n  beiden  Strichen  hatUrt  wird*  D^ 
Glasröhre  4cr  Libelle  selbst  wird  (Tal*  VL  Flg.  6.  and  Flg.<k>  iH 
eioer  Fabsong  von  Uessing  festgehalten^  welche  ans  einer  etwa 
0*3  Linien  dicben  gut  gabfiromertan  MesMogplätte  ao  geschnitten 
wird,  wie  Taf.VLFig.6.  aeigt;  die  rier  Arme  rPff  werdan 
«her  einem  eiserneil  Dorne .  von  der  Form  der  Glaarßhre  absam* 
■engebogen«  wid  n^t  kleinen  Bohrfiobcfaen  an  ihren  Endeei*''««- 
ao  zosammeogezogen»  dass  die  LifaellenrOhre  fest  und  uiiviei1llak4 
b«  eiogefiisst  lat /Die  i Fassung  hat!  einen  Ansatz,  an  w^elclien 
die  Umdrebongaaze  der  Libelle  in  Gestblt  eines  genau  abgedreli« 
teo  etwas  kenialhen  Zapfiras  von  Stab!  eingesetzt  nnd  angelGthet 
ist  Dm  die  LiUeUeardfare  nnd  die  Blase  noch  besser  zu  belauoh« 
tea»  $0  wie  zum  Stutze  derselben  bfelnr Transporte;  ist  dii»  untere 
Fläche  den  Institeraentes  durch  eine  an '  der  inneren  Flüche  mit 
veissem  Papiere  überzogene  Massingplatte  rrf  (Taf^VL  Fig.  iL) 
rcrscbliessbar,  ^ekbe  sieh  in  einem  Scharniere  bewegt,  und  wib« 
rend  der  Beobachtang  unter  einem  Winkel  von  4S^  aufgeklappt 
wird.    Die  Blase  eniobeiat  dann  im  Spi^el  sehr  scharf  gaaeichnet. 

d)  Die  Albidad^  und  der  Limbos.  die  Libelle  in  tbrer 
Fassong  wird,  nacbdenl  die  Platte  efde  abgeschraubt  wurde,  mit^ 
lebt  des  SapfeaeC  ab  der  (Seitantrand  BB  (Taf.  VI.  Fi^.S.)  be« 
Intigat^  indem  an  Aet  Atfearenaeite  eine  Albidade  CE  (Taf:  Vf. 
flgk  7.>atigeachebeft;  nnd  daa  Ende  daa  £a|>ltMa  durch  eine  MüiM 
taftzogeti  Wird.*  «^  B^  bat  ai«ih  nun  darUW  gebarrdalt,  \v\t  ein« 
HdhUga  «nd  lenaae  WttttttelaMasung  berisusMIen  wfire,  ohne  doell 
die  GontfpaaitlioidtKf  4«s  flibzan  anftug^bea.  bi«  i¥{bka(  aollen 
hei  da»  ftoaaar^n  hiabhiinanteft  wenigatem^  bla  auf  i  Mlnut^ft  oder 
AS^disden  mit  vMllNitttmener  8l«berbeit,  bei  denan  i^dlt«r  Art 


aber  bUi  auf  1  Minate  angegtliM  weiden.    Wenn  ••  ma  an 

{^•geowirtig  eia  Leiabtea  bt »  eine,  «olehe  Tbrikm^  am  LMi 

bersualelleD»  ao  spielt  doch  der  Fehler  wegen  der  EzcenIrieitSt  i 

Albldade  hiebel  eine  so  unangenehme  Rolle»  daaa  man  nnr  da 

gans  beruhiget  nein  kann,  wenn  man  die  letitere  ab  Darchnieifl 

nimmt»  und  doppelte  Nonien  anbringt,  wodurch  aber  nothweol' 

der  Ltmbus  doppelt  so  gross  wird;   oder  aber,  indem  man  I 

Winkelbewegung   durch    die    geradlinige   einer    feinen  Scbrarf 

misst»  Wobei  die  Ezcentricitit  ebenfalls  unschftdiich  Ist,  weil 

bereits  in  der  Winkelgleicfanng  enthalten   ist.    Bei  dem  too  f 

censtruirten  Instrument  habe  ich  flir  die  Messung  der  Winkel } 

fangs  die  letztere  Methode  gewXhIt»  flberzeugte  mich  jedoch,  li 

bei  etwas  grösseren  Winkeln  mit  dem  Aufwirts-  and  Abirlr' 

Schrauben  ein  grosser  Zeitverlust  verbunden  sei«    Idi  habe  tut 

den  Bogen  MM,  welcher  etwa  40  Grade  umfasst»  auf  einer  gtf 

Tfaeilmaschine  in  ganze,  halbe  und  viertel  Grade  thellen  lassen.  1 

Albtdade  CE  ist  an  ihrem  Ende  mit  mnem  Mikrometerwerk  i 

sehen,    dessen  Klemmung  in  K  sichtbar  Ist.    Die  Mikrom«! 

schraube    selbst   hat  etwa   j  Linien    im  Dorchmesser,  ist  M 

gleichförmig  und  fein  geschnitten,   so  dass  etwa  50  Windavt 

auf  einen  Zoll  gehen ,  und   ist  an  ihrem  Ende  mit  einer  Schd 

als  Kopf  19  versehen,  welche  am  Rande  in  10  gleiche  Tbeilt  | 

t hellt  ist,   so  dass  man  mittelst  eines  Zeigers  t  auch  noch  ] 

einer  Schraubenwindung  ablescfn  kann.    Die  Alhidade  ist  an 

an  die  Theilung  grenzenden  Ende  schief  abgeschnitten,  und 

der  so  gebildeten  schiefen  Ebene  ist  eine  feine  Linie  a  g 

welche  als  Marke  beim   Ablesen  dient    Zur  sch&rferen 

mung  der  Coincidenz  der  Theilstriche  dient  eine  einfache 

weldbe  bei  £,   drehbar,   befestiget  ist.     Zur  Vermeldung 

todten  Ganges   der  Schraube  dient  eine  starke  Feder  r.   b 

klar,  dass  man  auf  diese  Weise  jeden  Winkel  sehr  genau  m^ 

kann,  wenn  man  nur  den  Werth  einer  Schranbenwindung  imV 

kelmaass  ausgemittelt  hat,  zu  welcher  Ausmittelung  verschied« 

Stellen  des  getbeilten  Bogens  MM  selbst  benfitzt  werdeo. 

Excentricit&t  wird  am  einfachsten  dadurch   unschädlich  genia 

dass   man  mehrere  bekannte  Hohen-  und  Tiefenwiakel ,  wel 

man  leicht  mittelst  MafMstftben  and  bekannten  Distansea  bent 

kann,  misst^  sich  dief Abweichung  voa  der  Wahrheit  notirt, 

sich  dann  eine  Tabelle  entwirft  fOr  den  Bogen  des  Instmineiil 

welche  die  jedem  gemessenen  Winkel  entsprechende  Correet 

enthält.    Uebrigens  ist  zu  bemerken,   dass  diese  CorredioD  i 

kleine  Winkel  in  den  meisten  Fällen  wird  vemaehlässiget  wm 

können»    vorausgesetzt,   dass   keine   grossere    Genauigkeit  i 

Messung  als  bis  auf  20-*30  Secunden  gefordert  wird.    Der  oherj 
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TMUkkk  an  Bogeo  MM  «rhHt  ^e  Ziftr  9  Gttd,  «nd.dl* 
gebt  MBtimrileh  Back  dbwIM»  M»  40  Grad. 


e)    Die   Bousaol«.      lo   uobekanQtQO    Gegenden  und   ohne 

Führer,  oft  selbst  mit  diesem,  ist  man  manchmal  beim  Gebrauche 

der  topographischen  Karten  über  die  Benennungen  neben  einander 

liegender  Orte   im  Zweifel,   und    in  solchen  Psilen    ist.  das  am 

Standpunkte  abgelesene  und  auf  die  Karte  aufgetragene  magno* 

tische  Azirauth  jener  Orte  von  entscheidender  Wichtigkeit.    Fflr 

Geologen,  Montanisten,  Ingenieure  u.  s.  w.  ist  es  oft  interessant 

«nd  wisffenswerth,    das  Streichen    einer  geologischen  Formation 

•ier  der  Lagerstätte  eines  nutsbaren  Fossiles  zu  kennen.    Aus 

dleMn  Gründen  habe  ich  das  hier  beschriebene  Instrument  mit 

ffoer  Boossole  versehen.   Dieselbe  besteht  AZZ'B  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 

ans  einem  hohlen  Cyiinder  von  2  Zollen  Durchmesser  und  4  Zoll 

Hohe.    Die  Magnetnadel  tt*  ist  auf  eine  getheilte  und  gefirnisste 

starke  Papierseheibe  geleimt,    und  wird  so  auf  die  Spitze  gelegt, 

dass  die  Theilung  nach  unten  gekehrt  Ist.    Dm  diese  Theilung  zu 

beaitsen,   ist  In  der  Bodenplatte  eine  Oeffhung /»S    vnd  In  der 

Settenwanil  eine  zweite  p  angebracht.    Die  letztere  ist  durch  eine 

kleine  um  ein  Scharnier  bewegliche  Platte  verschliesshar,  ebenso 

die  erste,  nur  beSndet  sich  auf  dieser  ein  kleiner  Planspiegel  g 

von  etwa  2  Linien  Breite  eingekittet    Dieser  Oeffnung  p*  ent» 

spricht  eine  etwas  grossere  in  dem  Ansätze  AB,     Die  Boussole 

wird  mittekt  zweier  Schräubchen  an   den  Ansatz  AB  befestigt, 

frfiher  jedoch  durch  allmäliges  Aufmachen  der  Spiegelplatte  ff  jene 

Stellung  derselben  gefunden,    bei  welcher  die  von   der  unteren 

FUche  der  eingetheilten  Scheibe  auf  jene  fallenden  Strahlen  auf 

den  Spiegel  mm'  und  von  diesem  in  das  am  Oeulare  befindliche 

Aoge  reflectirt  werden.    Beim  Messen  wird  auch  die  Platte  p  ge* 

ofiiet,  nm  jenen  Theil  der  Theilung,  der  dem  Auge  sichtbar  tat» 

zu  belenehten.    Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise,  ohne  die  min* 

deste  iknrrung  der  Messung  des  Hohen  winkeis ,    bd  Poiatlrung 

des  Objects  gleichzeitig  jener  Theiktrich  der  Boussole  abgalasen 

werden  kann,  welcher  sieh  mit  dem  Objecto  in  einer  vertikalea 

Geraden  befindet 

f)  Das  Stativ.  Ein  Stativ  ist  bei  einer  einzelnen  Winkel- 
ntssung  und  bei  gehöriger  Ehifibung  des  Beobachters  eigentlich 
mclit  neihwendig;  daher  an  dem  Instrumente  an  der  unteren  Fllebe 
ete  Knie  vaH  ein#tt  faohlett  Cyiind^  angebracht  ist,  in  welches 
«in  hdlsemer  Griff  eingesetzt  wird,  um  das  Instrument  in. der 
fiaken  fla«d  an  halten,  wfthrend  die  rechte  mÜ  dem  BinstMaa 
der  LHbeHe  duieb  die  AlhM^e  besebiftigt  tet  Bei  einiger  Debriog 
klingt  »ao  es  bald  dahin,   die  Libelle  sehr  scharf  auf  d^  das 


öbjeMifioiMMlid^ti.Fädeiv  io  Miigcn;»  fcnn  eirftenstvläd  ^  Li- 
bellen, i¥fe  :ebAti  b«lie^kt^  4veid  weniger  empindlbifa ,  al0'ili»|[ros- 
ser  Ni^eüiriDstru meiste,  zweitens  braqcfat  man  das  Einepielen  nur 
f^enige  Momente  festzubalfen ;  drittens  erbült  das  Fernrohr  eine 
fe^te  ttichtung  durch  das  pointirte  Objecto  und  viertens  endficb 
ist  es  auch  nicht  noihig ,  während  der  ganzen  Scbraubetibe^egoog 
das  Instrument  vor  dem  Auge  zu  halten,  sondern  man  sehe  tior 
▼Oll  Zeit  zu  Zeit  auf  das  Objeet,  und  achte  darauf,  ob  die  Blase 
schon  im  tSpfes^el  erscheint! 

DeoKngeacbtet  wGrde.,es,  wenn  man  von  einem  Standpunkte 
aus  roebrere  Viäureii  macht,  für  die  Hand  zu  ermödend  sein,  da^ 
Instrument,  «u.  halten«  sod  dadurch,  ein^  Unsicherheit,  in  die  Be- 
obachtungen |ionifneii:>:  daher  ich.  jedenfalls  die, Anwendung  ebes 
|eie|iten  StockstativB^-Afnpfehlen  wurde,  wie  ich  dasselbe  gewöhn- 
liqh  bep^tttzei  welcb.^  (Taf.  VL  Fiss^j^.)  fius  einem  etwa  1  Zoll  in 
Dorphrnesser  haltenden,  pnd.  2  Fuss  8  Zoll  langen  Stocke  aus 
hartem  Holze. besteht,  der  im  Innere»  durchbohrt  und  upten  an- 
sti^tt  eipes.  Bescbiagi^B  mit.^eni  kurzen  Erdboh^^r  versehen  ist. 
l^  difl  ii?l|ere  Hybifainf  •  T(9i  Qtwa  .2  Linien  Dur/chmesser  passt  ein 
9jti^'a^.  dünnerer  r^ii^l^r  ,Sta4|  vom  Eisen,  .  welcher  h^rausgezc^eo 
find,  inj  ji^^^n  b^liqblge«^  fliib^j  mittelst  einer  St^bcauAts  festgestellt 
wevdei^  kanni  .Oa#  obere  ilodp  p^st  genaq  in  Jen^n* hohlen  Cy* 
Jibder  dps  Knleeifi  Beim  I>iicbtgebr|iuche.wird  der  Eiseoslab  gaai 
eingesphoh^n,  ^ip.Kjiopf  yon  Itarn  obeu  am  Sto^k  au%esehraabt, 
41a4  d^rsc^bi»  kaiyiv'.aiuf  FusBreisQf^  recht  gst  als-Belsestock  gel* 
ton  uad  bosond^rs  bei  .Bengbesteiguugeo  mit  .Nutzen  gebraocbt 
werden;  ... 

'  -  'Nodfrerdbri^t  mir,  Einiges  über  die  RecUfication  des 
IwstromttfVites  iln>  hetuerken  r  diann  di^  Winkel »'  tvenn  sie  auoh 
itiohtiMvjencr«  seiteneu  Schärfe^  vile  rvon' don  Stumpfe  rscfai^D 
diiseliii^nstpmneateni'  Denilich  .bis-  auf.  eiin»  Secuiftde  ^enlkesseD 
werdMi^i^ kulteien  de^h  bis  zil  der-  oben  l»4nierktea  ttrense  Volt 
üMsliienl  sidierseiru  was  siiil  durch  eine  sorgftltige  Pröfwiig  des 
in&trünientes  erreicht  witli  leh  «Haube  mir  hier  nur  di^  diesem 
Instrumente  eigenthfimlichen  Momente  dies^er  Reofi6catlon  zu  e^ 
wähnen  und  übergehe  die  anderen  als  selbstverständlich.   J^ne  sind: 

u  'i'  a)  f>ie.rUbtlg^;  Stellung  ^äs^&piefgeliilibd«  d^s  Fa* 
4e»iisi  Bs  ist  awmr  «ine  sdhr  *  sohbrfe  Iki^llkiiig  der  iSbMe 'dez 
^piegvb  mm.  )^ged  diil  »optisohe  :Aellsrnil4e^  fl5  6rail>  Diebttath» 
wendig ;  'Wie  au«.  «ler^Theorie.  bnftichtlicb ;.  aber'^m  4st  aMtoretseils 
dhMv  eine  iAbw#iobuiig',>'  die  etifea  &'  Grad'  edet  melMr-  betrage« 
frlrddi  nicht  cültauBcheni  4ä»dli€isSidl»iO«nlAiiif>de8»SpiaIpuflk« 
4t*  4hr  Libdl«?  «rsdmrerdli*  ÜKlrddi     MiBSsttf«  sieb  dahar  aaf 


BiämmMfei  milidH  ihßeximtijm  mmm».  8W 

•lealHli  f«baiie»  ttMle»  aM  4*ni  liisIruttMDlA.t»  IMerNHandifalif, 
neb«»  MNMibl  <iei  Bqqiwol»>  ala-Möh  .die  Waftd  ^c{  wm^,  zMie 
die  LiMJe  heran«  «od  f^cbe  dem  LinibtiB  fciiie  Ikerlaontale  Lage. 
Harn  aleUt  man  eioe  j^taagc  in  der  Richtung  der  dnroh  den.  jetet 
vertikalen  Faden  beatinimtea  epliachett  Aehae  veütikbl  auf  uod 
laaae  eioe  sn-elte  aeitwärta  ee  stellen»  Mgs  ihr  Bild  veni; Spiegel 
ia  die  Riekteng  der^erstea  Stange  geNui  tellektift  4«|pd>  ae  müB- 
Baa  beide  Rioktuogea  m  Standpuahte  ^iiieii  deckten.  Wiakel  bli* 
ilen.  Auf  dieaelbe  Art  eonatriiirt  man  auf  der 'anderen  Seite  •ebehbifei 
einea  reebtea  Winkel»  ao  iat  ea  jeial  aadk  bekannten  Otfaetaen 
<)er  Geometrie  aebr  leidht,  die  Riebtigkeit  dieser  Winkel  m  prfi? 
fn.  £ine  Coireclion  dea  Spiegel»  geat^hiebt  mit  Hllfaidec^MillT 
at  iL  delbatveratändlicli  ttioaa  vetber  der  Fa4en  mit  UilCtf  dea 
Objeetivea»  ^elcbea  aich  etwaa  herauae^bradben  ttseit,  in  die 
Büdebene  gebraebt .  aein. 

b)  Uie  Centrlfung  dea  Spielpunkted  der  Libdile; 
Nun  8et2e  man  die  Libelle  ein,  verbinde  aie  mit  der  Albidade» 
gebe  dem  Limbus  eine  nahe  vertikale  Lage,  und  aebe,  ab  daa 
im  Spiegel  reflectirte  Bild  des  im  Spielpunkte  der  Libelle  sank'- 
recht  auf  ihre'  Langarichtuhg  gesogenen  Strich eä  ^'A'\  mit  dieVA 
HorbontalFaden  AA^  coiiiddirt.  Diä  Berichtigung  ^eachlebf,  ind'et^ 
n&n  die  Schrftnbchen  f'r  etiVaa  löftet  und  die^  Libelle  ein  iv^eni^ 
Id  der  Fäaaung  vorwaHa  oder  rOck^ärta  schiebt.  -^  SodanH  b'eb^ 
nnd  senke  maii  die  Alhidade  allmälig  bis  an  ihre  oberste  und  un- 
terste Gränze.  Bildet  dabei  jener  Strich  mit  dem  Faden  fort- 
während  eine  gerade  Linie,  so  gebt  die  Gmdrehu'ngsaM  der  Li- 
belle zugleich  durch  den  Spielpunkt,  h^o  nicht,  so  helfe  mah'dadurch, 
dass  man  in  dte  Fassung  oben  oder  unten  Papierstreifen  dhfegf, 
wodurch  dieaer  Punkt  entsprechend  gehoben  oder  gesenkt  vi  ird. 

c)  Die  vertikale*  Stellung  des  Limbus«  Eine  der.  bei- 
den vorbin  in  a)  gebrauchten  Stangep  wird  mit  Hilfe  ejneS'  Sen- 
kels vollkommen  vertikal  gestellt  Das,  Stockstativ  wird  in^dep 
Boden  gebohrt,  und  zwar  ebenfalls  so  viel  als  möglich  vertikal 
mit  Hilfe  dea  Senkels^  und  daS;  Instrument  auf  den  herausgeaogeT 
Ben  eisernen  Stab  gesetzt^  Nu&  bewege  man  daa  Inatramept 
langsam  ao  auf-  und  abwärjtS|  dasa  die  vertikale  Kante  dfes  Spie- 
gels forfw;äbrend,  die  Stange  t^oj^irt ,  wobei  man  sieht,  ob  die 
Blase  im  Spiegel  beim  yorCiberziehen  von  dem  .nefle^tirten  Stricb 
«'9'  haibirt  wird.  Wo  ni.cbt ,  so  hilft  man  durch  eii^e  kleine  Drehung 
itt  Rubre  in  ihrer  Fassung.  -;-^  Nachdem  a),,  b),.  c)  fichtig  b^fuiv- 
den,  wird  die  Platte-  e/cd  fest  aufgeschraubt. 

d)  bte  Bev^fihiiiNni^  der  bioyiz'eiital^v  I^age  dier  Uif» 
•er.   fie  mm  «m  j«ie  tStdiltMi  delr  AlKdttde^  MweMerdle 


9B8  M&^i9ika:   CM«f  Hm  mu9  miktä», 

Wmat  panan  horiscolal  tot,  mthvti  bMtfwnt  fr«ff4ea, 
rere  Wege  gibt  Der  eiofaciwfe,  scbiwitote  und  geoMwtt« 
weoD  man  anf  Eieiiilich  ebenem  Boden  sicli  mit  einem  gateo 
vellirinetruinente  anfstelit,  die  Lllielle  desselben  cum  Einspi 
bringt  und  in  einer  Entfernung  Ton  etwa  20  Klaftern  die  Mi 
der  Zieltafel  an  einer  Nivellirlatte  sur  Coincidenz  bringt  mit 
Horixontalfaden  des  Nitelllrinstrumentes.  Sodann  bobvt  man  ( 
Steckstativ  neben  dem  NiveHirinstrument  fest  In  den  Boden, 
das  Instrument  auf  den  eisernen  Stab^  welcben  man  so  weit 
aussieht,  dass  die  Mitte  des  Oculares  genau  in  derselben  H 
Ist,  wie  jene  des  nebenstehenden  Nivellirinstrumentes,  poi 
mit  dem  Horizootalfaden  des  Instrumentes  die  Mitte  der  Ziel 
und  bebt  oder  senkt  die  Alhidade  so  lange,  snerst  mit  der  Ha 
sodann  mit  der  Schraube»  bis  die  Blase  im  Spiegel  von  h!h!  b 
birt  wird.  Nun  wird  der  Winkel  genau  und  mit  Hilfe  der  Schraa 
N  abgelesen  und  notirt.  Diese  Operation  niebremale  wiederbi 
gibt  die  Stellung  der  Alhidade  (im  Mittel)  bei  horizontaler  Vis 

—  Auf  der  Reise  kann  man  sich  nach  einer  allenfalls  yorgeko 
menen  gewaltsamen  Erschütterung  des  Instrumentes  von  der  i 
verrückten  Stellung  der  Libelle  überzeugen,  wenn  man  sieb  i 
Rande  einer  grosseren  ruhigen  Wasserfläche  aufstellt  und  am 
genüberliegenden  Ufer  einen  Stab  oder  Stange  halten  lisst, 
welche  man  sich  in  derselben  Höbe  über  dem  Niveau  des  Wi 
sers  eine  Marke  gemacht  hat,  als  in  welcher  sich  die  Mitte 
Oculares  über  demselben  befindet  —  Zur  See  am  Schiffe  wi 
die  horizontale  Visur  hergestellt  durch  die  Begrenzung  des  M< 
res  am  Horizont,  indem  man  die  Kimmtiefe  oder  den  DnterscU 
zwischen  dem  scheinbaren  und  wahren  Horizont  berücksichtige 

—  Oder  endlich,  und  zwar  sehr  genau,  indem  man  jeneMetba 
benützt,  welche  gewohnlich  bei  der  Rectification  von  Ni?ell 
instrumenten ,  deren  Femrohr  nicht  umlegbar  ist,  angewendet  nii 
wie  dieselbe  in  den  meisten  Lehrbüchern,  besonders  klar  ui 
deutlich  aber  in  Stampf  er 's  Anleitung  zum  Nivelliren  zu  findi 
und  wobei  bekanntlich  weder  eine  Wasserflfiche,  noch  ein  aoiJ 
res  Nivellirinstrument  nothweodig  ist.  Bei  dem  eben  bescfarieo 
nen  Instrument  ist  diese  Rectification  jedoch  mit  folgender  Ho< 
fication  vorzunehmen :  Man  wähle  einen  möglichst  nahe  horizontali 
Boden ,  befestige  die  Zieltafel  auf  der  Latte  in  gleichet  Hohe  n 
dedi  Oculare  vom  Boden  und  bringe  dann  beim  Poipitiren  auf  d 
Mitte  der  Zieltafel  die  Libelle  genau  zum  Einspielen,  wobei  d 
Stand  der  Mikrometerschraube  notirt  «rird.  Beim  Verwechseln  i 
Stellungen  muss  nun  dieser  Stand  der  Libelle  provisorisch  a 
llaraUel  mit  der  optiacbea  Achse  bei  henbootalar  Lage  deraelM 
aagenommen  und  die  ZtsliaM  anf  ihrem  sweilSA  Standponkte  i 


BükiwmimkH  mitMH  Beßtse^m  m  meuen.  88B 

■Idlf  ii«riw»  dMB  ikM  mtte  ?<Hii  H^raoutairadieB  galroffoü 
M.   Der  Feblor  w  wird  dann  aus  der  hekannten  Formel 
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Anden,  iro  f,  f  die  LattenhOben»  J,  X  die  InstramentenMben 
id  f  den  Uotersdiied  Ewisciieti  dem  wahren  und  acbeinbaren 
krizont  bedeuten.  Da  jedocb  bier  «/=!  gemacbt  werde  und  mit 
Ife  des  Stockstatlree  auch  sehr  leicht  und  genaa  J=£  •/'  ge- 
keftt  werden  kann,  eo  übergeht  obiger  Anadmek  In  folgenden 
bficbereo : 

Auf  diese  Art  durfte  ein  Instrument  hergestellt  sein,  welches 
RD  Bedürfnisse  der  reisenden  Geographen,  Civil-  und  MilitHr- 
ifeoieure,  der  Geologen,  der  MarineofBziere  u.  s.  w.  genögen 
frde,  ohne  sie  durch  schweren  Transport,  langwierige  Anfstel- 
pag,  Abhängigkeit  vom  Wetter,  namentlich  von  starken  Winden 
fef  hohen  Bergen  in  ihren  speciellen  Zwecken  zu  hindern.  Das 
Pitroraent  kann  in  einer  Rocktasche  getragen  werden.  Ich  habe 
nt  ein  solciies  lustroment  der  grosseren  Art  ausführen  lassen  und 
lieh  desselben  bei  einigen  im  eben  verflossenen  Herbste  ausge- 
■rteo  Messungen  in  den  Sudeten  und  in  den  Karpathen  bedient. 
m  dasselbe  auch  bei  vorläufigen  Recognosciruogen  von  nicht 
pigroaser  Schärfe  als  Nlvellirinstniment,  sowie  als  Distanzmes- 
ID  gebraucht  werden  kann,    wenn  man    noch   eine  Mlvellirlatte 

tÜDgt  oder  auch  nur  eine  gerade  Stange  mit  swei  sichtbaren 
ea  auf  derselben  in  bekannter  Entfernung  von  einander,    ist 
hm  nothwendig,  zo  erwähnen. 

Noch  erübriget  mir,  fiber  die  Genanigkeit  der  HOhenan* 
pUn  mit  diesem  Instrumente  Etwas  sn  sagen.  Man  bat  An* 
kigi  geglaubt  •  die  Angabe  des  Höhen  winkeis  so  scharf  als  mSg* 
U  machen  so  müssen,  um  desisi  gppgssere  Distansen  wählen  und 
■tlir  Objecte  von  einem  Standpunkte  flbersehen  und  messen  an 
^oen.  Meine  Erfahrungen  haben  mich  aber  fiberzengt,  dass 
kinm  unbekannter  Gegend,  und  eine  solche  mnss  doch  in  der 
B<§el  Toransgesetst  werden,  selbst  mit  Hilfe  unserer  vortrefflichen 
6«»enlstabskarten,  bei  Objecten,  welche  weiter  als  1  bis  \\ 
«slmeichisebe  Meile  in  gerader  Linie  vom  Standpunkte  entfernt 
M,  sehr  häsfig  über  Ihre  Lage  und  Namen  auf  der  Karte  fai 
Zirafel  i^eräth,  wenn  es  nicht  besonders  auffallende  und  speeiell 
^^M^nele  Punkte,  a.  B.  eharakteristische,  weit  sichtbare  Berg- 


KoxisLkn:  HSkemminka  mmrtü  B^Uaoimik' messen. 


kttlip^Mi.  •;  W.  ftiBd;..  Uid  in  di*>  rrfa»li:kMNrf.mw«Mit  isfd 
den  8eiti#  weüivaiiin  von  einem  einahsien  Siiiidpsdktp' einc^  Fli^ 
▼on  3  bis  4  Quadratmeilen  .bequem  iind  sieber  in  den  meist 
Ihrer  Höbenverhältnis^e-  bestimmen  tcane?  Daber  habe  ich 
späterer  Zeit  nur  selten  und  ausnahmsweise  bei  Anvisirung  v 
p|ye<rtei|  jene  Dif^xen-  öberschrMtiin..  U^d  «qs  demseUben  Gron 
\kBi,\^  kb  «3  (8r  genügend  gebalten  i  d/iss  mns  mi  den  groasei 
IfHitruf^ents»  die  ,  Hohes winkel  bis  .auf:  20- Secpoden,  mit  d 
klftiner.eiiy  (i]r,nocb  kürzer^  Distiinxeq  und  vpvzuglicb  für  Man 
^mgßo(Ü^\eifp  besfin^mten,  jpqr  bis  eiuf  eine  JMioste,  jedocb  i 
vollkommener  Sicherheit  ablesen  kann.  Diese  beiden  ftususerst 
Fehlergrenzen  eeben  uns  auch  die  daraus  entspringenden  Fehl 
in  den  gemessenen  Hohen»  welche^  da  sie  eine  Function  d 
Winkels  und  der  Distanz  sind,  auch  von  beiden  abhängen, 
nachstehender  Tabelle  habe  Ich  diese  grossten  möglichen  Fehl 
in  den  UOhenbestimmungen  zusammengestellt,  upd  zwar  für  Dista 
zen  von  200  bis  6000  Wiener  Klafter  und  fdr  einen  Winkel  Vi 
2Q  Secünden  und  von  1  Minute.  Die  Fehler  sind  ebenfalls 
Klafterii  und  Decimaltheilen  derselben  angegeben. 
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Tantam  abest,  ot  haec  aeries  nova  sit,  ut  aumnia  ejus  jam- 
pridem  ab  Eytelwein*)  sit  inr«0taft  j^u^  c#r(q  8cia,..an  qm\ 
qoam  aliaa  aummani  illam  ante  eum  dederit.  Utcumque  haec 
res  faerit,  tarnen  Eytefwein  cohvergentifini  prnrsus  praeteriit. 
Quam  wero  seriei  iiliua  convergeiftia  exiguis  finibus  contineatur^ 
simmam  ejus  aliter  atque  Eytelvrein  neque  coQTcreenJtia  oraia.sa 
reperire  conabor,  8i  priua  demonstravero  inaequens 

Lemma.    Qoom  serlea 

ör=:    S    p^atf   (r=  nam.  integro  vel  nihilo)    '  i  *'> •.»)*; 
p=^ 

coDTergeo«  ponitor;  iii¥^Qire,    quo  (Miqto  seri^  ' 

dx       «-=1  ^ 


Sit  eoiiTergena.  ^ 

Qoia  omoea  termini  seriei    -j^   habent   digoitatea    ipaiaa  x 

eJQtqu^  eiponenfea  eo  fiuiit  majores,    qQ9   pagi»  termioa^,   de 
quo  agitar,  a  priDcfpio   seriei   di^tat«    de  hac  serie  valei   theo« 

tena»    qik)^    RIin   C^uchy    dedit^^     Quotus  ^^  Mnc  est 

*)  Graodlehreo  der  höheren  Analy^i«.  Berlin  teS4.   Tom.tf.  png.  SSt. 
*^Coan  rAnalyte.     Pari«  182K.   f^.lfi%    ...     >...».* 


limämmm:   De  Mr*  inßmUm 


igitar  -^  cerioMterarergeiis,  posita  l>:r> — \,  Awko6»  w&nu 


id  MS  tepedit    P««ito  r=0,   evadit 


qaa«  wmm  est  progrcmo  geoneCrieiL     Series  tcto  s^,    nt  coi- 
«tat,  BOD  est  convergene»  nbt  Talor  ■■Mericas  ipaioa  x  est  naitats 

■uasr:  itaqae  convergit  acnes  ^^    si   est   l>x>  —  1.     FadSo 
iatelligitary  Serien  ^^''^^   **^  atqvs  ideo  eadem  lege 


▼sf geatsBi ,   id  qnod  eodeai  aMds  ia  acrieai  Sr  Usst  ezteiNlcrs^. 
Jaoi  aerisBi  propssUaai 


Ss=:  S    |i^j:f  (a  =  Baai.iatTelaiUlo»  l>jp>  — 1) 


adgfsdiaaisr.    Primom  liqaet,   seriem 


tfo  =    iS    «^  =  r^ 


reperitar 


at^ee  ideo 


JT 


81  dsaae  diffsreatiaaiBs  pesteaqae  per  s  maltiplieaBMU,  gradatiai 
fareateas 


««^     'S*  4_-         *       .     14a!*    .     aftr»    .  1.2.3.4»« 


'  ■»*■ 


^  Cfr.  Caacliy  I.  c«  pag;  löft. 


tinäman:    De  Berte  iüßmiim  o^^  B  p^sp. 


Patet,  «DBunas  tf«,  0«  cett  eadem  ratione  reperiri  poue. 

8i  fimctiones  ad  eaqdem  denominatorem  reducontor«  ^rodeant: 


«•  = 


^*  ~  (1— a?)» '  ^®**" 

fuw  Talores  Eytelwein  (I.e.)  iDveuit.    CoAfficientes  eae  sunt, 
qnas  I.  6  pag.  629.  attolit*). 

Jam  ai  revertimor  ad  priores  sammarum  valorea«  per  iodoctio- 
Den  coUigitur,  esse 


obi  forma  coCiBcientis  ^ik^")  definienda  est.  De  hac  eo^fficiente 
tantnro  novimos»  esse  i4|(»)=l,  Am^''^  =  r(h+l).  Sttlil^tttiitö  td 
(I)fi-f  1  pro  n,   ittveoitur 

Qnh  teiDper  eat  tfr  =  :r    ^    (r  ±=  num.  int) ,    ditfereAMafCio  for- 

■ah«  (I)  aommam  <tm^  «appedttare  debet»  DiSefentialioDe  et 
aaltiplieati^ae  per  x  facta,   eroitur 


Itaqae  oportet,  nt  Taiores'bveAti  (2)  et  (3)  iotcv  ae  congniant 
et  relatio  coCfficientiam  AiS*)»  qanm  diversi  valores  nameria  iote* 
gria  n  et  Jl  daatof ,  cönfparatione  eölifDctentittitif  efaadeili  digttitatto 
ipma  z  reperiatop«    Terminia  separalim  aoriptte  iDveoitur : 


^)  Cfr.  Malniflten  et  Bjorling  in  Actis  Societ.  Seiest.  lIpiaL 
Vol.  XIL  Vida  qnoqne  Tom.  VI.  pag.  41.  higo«  Arcbivi,  «bl  dlMor* 
latb  Cell  Halma taa  legkar. 

ThtU  XXVn.  80 
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(l-ar)«  \      /        (T^x)* 

+    (l-a:)*  V_<'   "*'(l-a:)»+(l  — o:)* 


+  (l-a:)«+^  1      f    +(1— a:)»fi+ (1— jr)«+» 

+    (1— :r)«+«       /      \  +      (1— a:)*H-«     ' 

Inda  redondant  relationes 

il,(«+i)==3J,W+3J,("), 


et  relatio  universalia  , 

qaae  qaoque  formiila  termiDam  primum  et  ultimam  complectift 
qooniam  est  Am^^^  =  0,    quum  est  m  s=  0  vel  m^  n* 

Beoeficio  formulae  (4)  coiSfficientem  Ak^*'^^'^,  cognitu  ^i(*) 
Ak^i^*)»  in  venire  licet;  restat,  ut  videamus»  num  formala  reper 
poasit»  quae  sola  et  per  se  co^fficientem  quamcunque  suppeditc 
Qoia  omnes  co<^fficientes  sunt  numeri  integri  et  nameras  /k  hct 
dextri  membri  formalae  (4)»  neeesse  est,  sit  quoqve  Jk  fad 
sinistri  membri.    Posito  igitur  I 

evadit 

Qiiibos  in  (4)  substitutis  et  divisione  per  i  facta,  prodit 

J5r*(H-i)  --  iBjfi,)  ^  (j^_  1)  Bk^i^K  (5) 

Quom  formnlani  (6)  comparamns  com  formala  (e)  *),   quam  dedl 


I «    ■ « 


*)  Cfr.  Grunert,  Archifd.  Math.  o.  Physik  Tom.  ULp. 41»  ibnii.(5j 
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Gel**  Halmsten  pag.  XXVIll.  operU  sui  „Theoremata  oova 
cttfinacripti  (Dpsaliae  1842),  etrecordamnr,  Dumeram  iis:r-f  1 
(I.  c.)  esse,  facile  colligitar 

-(*— 1)3(*— 3)»-i+etc., 

-  (*— 1)8  (*-3)— 1  +  etc. ).  (6) 

Co^ffieieotes  Ahf^*)   eaedem   sunt,    qoas    attulit    Eytelwein 
(Lc  pag.  607),  ita  tarnen,  ut  sit 

*D,-»  =  A« 

loter  eodfBcientes  igitar  utriusque  generia  aimilia  intercedit  relatio 
atqoe  toter  nomeroa  figuratoa  et  col^flBcientes  binomialea. 


Problem  a. 

Datifl  tribus  punctis ,  in  eodem  piano  tale  punctum  inve- 
nire^  ut  gamma  diatantiarum  ejus  a  datis  ait  minimum, 


Anclore 

ly*.  Christiane  Fr,  Lindman, 
Leot.  Strengfloienii. 


Thomas  Simpson  in  libro  „tbe  doctrine  and  applica» 
tionof  Floxiooa**  (Lond.  17B0)  inacripto  hoe  problema  propoäait 
M^SehlSmllcb  idem,  aed  generaliua  acceptnm  in  Calcnio  dlffe- 
rentiali  aoo  (pag.  158.)  pro  exemplo  protnlit  $  nenter  vero  quaestfonem 


^Bßi'^^äman:    Pro^Uwu^   Daiis  iriöus  pwKiü,  in  eoäem  piano 

oluHiflit    Oterqoe  nalla   alia  puocta  spoctasse  Tidetur»   Disi  m, 
qaae  inter  «e  coojoQcta  fisal  ▼ertices  tiiangvK»   eiijos  imhms  ai^ 

gali  sint  <~7* 

Tria  pancta  in  eodeqi  seinper  »ont  piano.  Aot  in  eadem  reda 
ftita  aoDt,  aat  conficitur  triangalom  a  rectis,  qoae  pancta  data 
conjangnnt  8i  illid  evenit,  facilfimc  perapicitar,  ipanm  ponctnm 
medinm  esue  id»  qaod  erat  invenieDdnm.  Si  datis  panctitf  con- 
jongendU  oritnr  triangulam,  fieri  potest,  ut  aut  omnes  angnit  sint 

<7,   aut  unoa  sit   ^  ~ö-'    Punctam  quaesitum  extra  triangubim 

namqoam  potest  jacere.    Nan  si  est  P  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  panctom 
qnodcunqne  extra  ^ABC,  summa  PA-{-PB-t-PC  semper  est 

Jam  ^JiSC  (Taf.  VII.  Fig.2.)  tale  faciamusy  ut  sit  nolius  ao- 

gulns    s  's"*  -®^  ^'^  ^  puDctum  quaesitum.     Lateribus  et  angn- 

lissolito  modonotatis»  quum  ponitur  BP^^x^  AP^s^Xi,  CP^Sp 
^CBPssgp  summa  dbtantiarum  =«,   invenitur 

U^Xi-Xg+X^9 

nbi  est 

Xi  =  V  c«+Ä«— 2cjrCos(Ä^^, 

3?^=  V  a^+«* — 2iMrCosy. 

Differentiando  prodit 

du  _.      cCosjB^if) aCosy  — JT 

dx  Xi  x^ 

du  __      cj:Sin(^ — y)       gjrSiny 
dg  """^  ii  "■"       x% 

Si  «  poterit  minimi  proprietate  gandere  (mazimum  manifeste  oon 
exsifitit),   necesse  est,   sit 

du      ^      du 

dx^    *     ^^ 
vel 

^     cCes(g— y)       gCosy_^  exSlnjB^g)      ogSinjy^ 

*1  '  ^^  »^l  Ä!j 


Priawm  patet,  huic  aoqaationi  ppsitione  x^O  satiafieirL    Tao 
a^q^atio  prima  mutatur  in 


tmU  puffci.  ifwenire,  ut  summa  diikmUan  tjus  a  datfs  Hi  ihUttnk  807 

llaqoe  angnloB  B  in  duas  partes  ita  dividi  debetj  at  samma  Coai- 
ouniD  fiat  =1.    Soninia  Uta  generaliter  =z  posita»   invenitur 

^==Sin(B-y)— Siny,     ^=— Co8(J8— y)— Coey, 
Poaito  ^==0,   prodit  Siii(i}^y)  =  Siny  Tel  y^\B.    Qoi  qao- 


Biam  Falor  -^r^  negativam  reddit,  maxhno  qnaDtitatis  t  valorl  re- 
spoodet  Valor  ilie  maxlttiiis  est  2Cosi^,  qui  tarnen  nnitati  non 
est  aeqoalis»  nUi  est  lfi=^  vel  A=:-^.     Nunc    vero   positom 

est,  nullnm  angnlam  esse  .^'^  t  seqaitar,  ut  non  sit  .tssO« 
Itaqne  x  et  y  reperiendae  sunt  ex  aequationibus 

- cCo8(g — y)'^^  _  gCosy  '   .•. 

""  Xi  "~      or,     ' 

cSin(g— y)  _  ftSiny        ,  ^2) 

Qaadrando  et  addeftdo  aeqoatio  inTehitur 

^_2VcCoa(g-y)-J?) 

V  c«+Ä«— 2<?;rCos(Ä— y)=2(cCos(fi— y)— «).       (3) 
Otroque  membro  qaadrando  prodit 

c« +««— 2i»  Cos  (Ä-y) =4c«Cos»(Ä— y)— 8carCo8(Ä— y)+4«» 
Tel,  quia  est  c*  =  c«Sina(Ä— y)  +  c*Cos*(»-y), 

3c*Co8*(Ä— y)— 6c:rCos(Ä--y)  +  3Ä*=c«Siii«(Ä— y), 

imde  babebtmus 

cSin(i?— y)  .^. 

Duplex  quidem  est  signüm  dextri  membri ;  sed  aeqnatio  (3)  docet, 
qaaDtitatem  rCos(B— y)  — ^  posItlTam  esse  oportere.  Quum  vero 
pnnctuiD  quaesitum  extra  trlangulum  jaeere  non  possit»  necesse 
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est,  Sit  B'^y  atque  ideo  8in(j?  — y)>0.  Dextram  igitur  me 
bram  aliud  signam  ac  4-  habere  ooo  potest.  Aequatioaes  (I)  et 
hoc  qaoque  modo  scribi  possnnt : 

1      gCosy — X  __  eCo8(B — y)'— a? 
a?2         ""  Xi 

oSiny       cSinjB'-y) 
«a     "^  Xi 

quae  aequationes  eodem  atque  antea  modo  suppeditant 

aCosy— a:=2^j^.  (S 

Si  aequatio  (5)  ab  aequatione  (4)  subtrahitar,  proveoit  aequatti 

cC(«(Ä~3r)-«Co.,=£«la(»:^i:£Si£3'. 

onde  InTenitor 


tg(y-ii«)=J=-:tg(f-iB) 

*89  = ^ 7^ (. 

aCoBn+eConC^—Bj 


Quam  vero  sit 


oSlD|-cSln(j-Ä)                   aCosj-fcSin(j-ll 
SlDy= ^,    Cosy  = ^^ 


•Tadit 


•i  «st 


NSinj 

lf=  y  o«+ c*+2acC<» ^^- b\ 
«Y  a<-|-e*-2acCo8^^-|-£Y 


taiefunet,  lm9intr§,  uitUttunaiU$Umtfar.4t/usadaä$iiimMm.%n 

Jam  facUe  perspicltur.  esse  ^BPC-jLAPB-^APC--^^ 

qnae  res  SimpsoDiam  ad  elegaotissimam  coDStractiooem  dnzit- 
Postea  iDveDitiir 


c(cSin|-aSiD0-B)) 


(aSioj-cSiiYj-J?)) 


itqee  ideo 


iVSin| 


tf  =  ar-f  ^1 -f-^s  =  ^* 


Triaogulo  igitar  aeqailatero  ABD  super  ilA-  descripto  paiictoqtte 
D  com  C  conjoDcto,  linea  CD  est  =«,  qaae  quoque  linea  per 
poiictam  qaaesitum  transit.    Quoniam  enim  est 

\%VßDC-  BCD)  =  i=f  Cot  l  (J  +  b) 

=  tg(y-ip) 

Td  \{BDC—BCD)  =  y  —  kB  et   4(B/>C  +  i7C/>)  =  |— jA, 

neeesse  est»   sit   ^BCDz^^-^y^^BCP.   Mantifesto  nihil  im- 

pedit,  qaeminas  alias  angolus,  ut  C,  eodem  modo  atqoe  B  tra- 
detar.  Descriptis  igitur  triangulis  aequiiateris  ABD,  ACE  pun- 
ctisque  D  et  E  cum  C  et  B  resp.  conjunctis»  panctum  P  reperitar. 
beram  differentiando  demoDstratur ,  Talores  nnper  inventos  qaao- 
titatmn  x,  üSit  x^  mioimo  respondere. 

Pestremo  laeiamus  unom  angalann  (A)  ^_  -^  (Taf.  VIL  Flg.  4.)^ 
Poneto  qoocanqae  P  intra  triaogolum  snmto»   deinonstrari  potest» 

AP^BP'\^CP>AB^AC. 


*)  Super  BC  (Tat  VII«  Fig.  8.)  dMcribaCnr  tale  aegineaklaB :  efaroB^ 

Bt  in  CO  angalom   =  -r-    possit    coDtineri.      Arcu  BQC  in  daat  partes 

m^diIm  BC  et  C(^diTito  et  pnncto  0  cum  i  coi^aacto,  repiertUH?;pi|actuai 
^tetitani  P. 


SBB  0nf9räin§€r:   DU  ipUrüeäe  Trl§mmm§trU 

Nmi   si    posn^rimiw  Z^BAP^tp,    ^CAP=^^    ^ABP^U 
^ACP^=Vt  labebimas 

AP.Cosfp  +  BP.Cost  =  AB,    ifP.Cos^ -f  CP.Cobv  s  AC 

atque  ideo 

AP.(Cosfp  +  Cotiif)  +  BP.C<Mt'tCP.CoBv=AB+AC. 

Facile  apparet»  esse 

BP>ÄP.Ca«^    CP>CP.Co8Vi  ilP^ilP.(Co89+Coe*), 

MaziinäB   enim  Talor  qaantitatis  Co8  9>-f  Co8^  **^  2Co8l^,  at 

ante  demonstratam  est*).  Seqaitor,  nt sit  AP+BP+CP>AB+AC 

id  qood  etiam  evenit,  sl  P  in  AB  aaC  AC  aamtom  est.    Ipam 

S  2sf 
igihir  J  est  pnnctam  qaaealtaiii,  qooni  angolns  J  est       -sr^ 


Die    sphSrigche    Trigonometrie    gegrfindet    auf  eine 

Figur  in   der  Ebene« 

Von 

Herrn  Franz  ünferdimger, 

L«fteo«f«nichfruiigc-Calc«lator  der  k.  k.  p.  Amianils  AMlcttraCvic« 

IQ  Triett 


1)   Es  sei  O  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  der  Scheitel  einer  drelseitigeD 
kifperlMien  Ecke    nnd  AOB  eine  in  der  Papierebene  Kegende 

•J  Qttenfaini  ▼««»  /<  ^  ^,  est  SCot  (.4  ^  1. 


fiyriMe/  mf  eine  Ftptr  in  äer  g^ene.  8U1 

Saiteflttche  derselbe»,  welehe  dotcb  die  Kanlen  OA  und  OB 
b^reoit  wird.  Hao  denke  sich  auf  der  aufstehenden  Kante  (welche 
in  der  Fignr  nicht  sichtbar  ist)  von  O  aus  ein  Stflck  OC^  l  ab-r 
gescbnitteo  und  durch  C  eine  Seokrechte  anf  die  Ebene  des  Win- 
kel%  AGB  geßitit;  der  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  sei  O'. 
Zieht  man  €yA  JL  OA,  O^B  ±  OB,  so  entstehen,  A  und  B  mit 
C  Terbonden  gedacht,  vier  rechtwinkelige  Dreiecke:  Erstens 
A  O'AC  und  A  O'BC,  deren  Winkel  bei  A  und  B  bekanntlich 
die  an  den  Kanten  OA  und  OB  liegenden  Flftchenwinkel  sind  — 
ond  Eweitens  ^AOC  nnd  i^BOCs  deren  Winkel  bei  O  die  den 
Fllcbenwinkein  B  und  A  gegenfiberliegenden  Kantenwinkel  sind, 
welche  wir  mit  b  und  a  bezeichnen  wollen.  Legt  man  die  bei- 
den ersten  Dreiecke  durch  Drehung  um  die  Katheten  O'A  und 
VB  in  die  Ebene  AOB  um,  so  erhält  man  AO'^Q  und 
^VBC^,  womjCO'A(\=:A,  ^0'ÄCi=Ä  und  CtO'=^C^O'  ist. 
Legt  man  ebenso  die  beiden  anderen  Dreiecke  in  die  Papierebene 
vm,  so  erhält  man  ^  C%OA  und  ^  C4OB,  worin  ^CsO^ts  6, 
LC^OBz=:a,  OC^:=OC^=OC-h  AC^  =  AC\  unA  BC^z=BC^ 
ist,  so  dass  also  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  A  und  dessen 
Halbmesser  AC^  ist,  durch  Cg ,  nnd  ein  Kreis»  dessen  Mittelpunkt 
in  B  und  dessen  Halbmesser  BC^  ist,  durch  C^  geht.  Dieses 
ist  in  Kürze  die  Entstehung  der  aus  der  Stereometrie  bekannten 
Figur,  welche  unseren  Ableitungen  zur  Grundlage  dient  und  weiche 
Herr  Professor  Grüne  et  zuerst  fiOr  die  Zwecke  der  ^»hftriscben 
Trigonometrie  verwendet  hat    (S.  Archiv  Tbl.  XXV.  8.  225.) 

2)  Man  beschreibe  von  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmes- 
ser OCg  =  OC4  =^  1  die  Kreislinie  C^pgC^,  so  bilden  die  zwischen 
den  Schenkeln  der  Kantenwinkel  ä,  b,  c  enthaltenen  Bogen  die 
Seiten  a,  b,  c  de«  dem  gegebenen  Trieder  entsprechenden  sphi- 
risdien  Dreieckes,  und  es  ist  ilQ=^Q=Sin6,  BC4=iBC^ 
=  Sin  ff,   mithin,  da 

€iO'sxACi.SmA=^Siub.SinA. 

C^O'=Br^.SinB:=z8iüa.S\nB 

und   CiO'^C^O'   Ut, 

Sinft.Siniics  Sina.Sinir, 

wfmns  allgttflMin  folgt: 

Sinil      SinB       SinC 


0) 


Sina       Sin  6 


Zieht  m<n  Ar±aB  «od  0's\\OB,  so  ist  O'm^zBtssOB'-Ow, 
da  aber 
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O^f  =s  il(y. Sine=:  ilC^. Go8i4.Siiic=Sin6. Sine. Cos  il, 

OA=Co8a, 

Ot  =ilO.Cos<;=:Co8A«Co8e; 

80  orhilt  man  durch  Sobstitutioo  in  die  erste  GleichsDg: 

SiD6.Sioc.Co8il  =  Co8a — Cosft.Cosc 
oder 

^„^                      -.       .      Cosa— Cosft.Cosc 
^">  ^^^^ 8lD6.8inc 

Es  ist  ferner 

0'B-Te^AT^A$\ 

* 

da  aber 

iVB  SS  BC% .  Cos  iffsSin  a .  Cos  A, 

Ar    =ilO.Sinc     =::Cos6.Sine, 

Am    SilO'.Cose  =JCi.Co82l.Co8Cs:Sin6.Cose.Cosi4 

isty  so  ergibt  sich  durch  Substitution  dieser  Werthe  in 'die  vfXt 
Gleichung  die  Formel 

(III)  Sin  a .  Cos  J?  =  Cos  6  •  Sin  c  —  Sin  ft .  Cos  c .  Cos  A. 

Wird  diese  Gleichoog  durch  Sioa  dividirt  und  bedenirt  man,  dasf 
nach  (I) 

Sine      SinC      Sin  6      Sin  1? 
St«a~~Sinil'    Sina'^Sinil 

ist,   80  folgt: 

r.     «,    /.     A  SinC     Sin»  .,         ^      . 
t/OsÄ=voso»gj— j  —  ÄS — -j.tH>se«Cosiif 

nnd  wenn  man  mit  Sin^l  die  Gleichung  multiplicirt  und  Cos 6. SinC 
daraus  bestimmt: 

(IV)  Cos6.SinC=Sini4.Co8fi-hCosil.SinA.Cosc; 

vForden  hierin  die  sich  aufeinander  beziehenden  Grtlssen  6,  c  wd 
Bt  C  mit  einander  vertauscht,  so  erhält  man  auch: 

Cofeic.Sini?=:SinJ.CosC-hCoSif.SinC.Cos6, 

und  wenn  die  Gleichung  (IV)  mit  üosA  multiplicirt  und   su  dlt- 
ser  addirt  wird,  so  erhSit  man: 


ge9rindei  auf  eine  Figur  in  der  Ebene  ^  SOS 

GoBcSiDi?  s  Sin  J  •  (Cos  C+ Go8  J .  Cofi  JB) -1- Sin  iB .  Co8«il .  Cosc 

oder 

Go8e.SiniB.SinM  =  SiD^.(€o8C-fCo8J.CosA), 
Cosc.Sinfi.SiDil  ^CosC  +  Cos^.Cosi?; 

mithin 

^,  ^  CosC-f  Cos  J .  Cos  B 

^  *^^*^=        SinJ.Sin/T"- 

Nach  (II)  bat  mau  aacfa 

/t_  Cosc— Cosa.Cosfr 
Los  C  —  q;_  ^  q:„jl        * 

nod  aus  diesen  beiden  letzten  Gleicbungen  folgt: 

Cos  C=  Sin  A .  Sin  B .  cos  e — Cos  A .  CosB» 

>    Cosc=Sina.Sin6.CosC-|-Cosa.Cos6; 

■olttplidrt  man  die  erste  Gieiefanng  mit  Co9C  und  die  zweite  mit 
CoiC»  so  sind  die  Prodacte  einander  gleich,  und  man  hat: 

Sin^i.Sin^.Cos'c'-Cosi^.Cos  A.Cosc 

SS  Sina.Sin6.Cos*C-f-  Cosa.Cos6.CosC 
oder 

Sinil.SinB-Sln^.Sini?.Sin^;-Cosil.Cosi?.Cosc 
=  Sina.Sio6— SiBa.Sin6.Sin*C-|-  Cosa.Cos6.CosC; 

da  aber  nach  (I): 

Sin  a .  Sin  C=:  Sin  A .  Sin  c, 

Sin6.SinC=:SinJ?.Sinc; 
so  ist 

Sina.Sio6.SinSC=SinJ.SinJ?.Sinc, 

idthin  wird 

(VI)  Sioil.Sin^— Cos^.CosJff.Cose 

=  Sin  a.Sin6  -f  Cosa.  Cos6  .Cos  C, 

«De  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  den  drei  Seiten 
eines  sphfirischen  Dreieckes,  welche  Cagnoli  zuerst  aufgefun* 
den  hat 
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3)  V«iläiigert  man  die  Geraden  CgO'  und  C^(y  bis  jhi  ihfei 
Darcbscbnitten  q  and  p  mit  der  Kreislinie  Qp^Q»  so  ist  ofeo- 
bar  AC^^mAg  und  BC^z^Bp,  also  gebt  die  Kreisüoie  C^(\ 
gebOrig  irerlängert  darcb  9  aod  jene  C^C^  dorch  p*  Constmirt 
man  nun  das  Viereck  pC^C^g  und  verbindet  O  mit  p  und  9,  so 
ersiebt  man  leicbt  aus  der  Figur,  dass 

j^C^OC^=a+b  +  c.  C;C4=28inKa+6fc), 

^QOp  =b+C'-a,  C^p  =2Sin4(6+c— a), 

^C^Og  =a+c—b,  C^g  =28in\(a+c--6), 

^Og     z=ia-\^b'^e^^,    pg     »SSinKa-f^— c)  =  2Sins, 
^C^pO'  =^C49O'=18Ü0— i(a  +  6  +  c), 

Sin  C^pO'  =  Sin  C49O'  =  Sin  i(a  +  6  +  c)  =:  ^^  • 

Ferner  ist 

€;0'x:=ilC^+ifO'==:Sin»+Sin6.Cos4=Sin6.(lfCo82l)=2Sio&Cos*|> 
O9  =C^9— C^O*  s2Sin6—2Sini.CMs|a3Sin6.(l—Co8>^) 

nithte 

um  C^O'  und  O'f  durcb  die  Bestandtheile  des  spbftriscben  Drei- 
ecices  auszudrücken,   hat  man 

«n.  A />„«..  ^ö;_Sln^£0;_SlDi(aj^£)___Q^_ 
im  AWPW  .  ^^  _-gj^^— -        gj^^         -2 Sin  1(6 +c-a)' 

•      A  ^    /i'    ^»  _  ^iüi  _  SinKa  +  6-^  _  O'q  , 

im  A  ^*q^  ■'  ö^  -  5|„j.  -  sjnc  -  2Sln i(a  +  «-*)' 

«Im 

- -^      2Sini(«4-6 -i- <;).Shi  1(6 -fc-a) 

2  Sin  Ka  f  c— 6) .  Sin  i(a  -k-b—e) 


'  -Sine 


^ 
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Werden  diese  Werthe  tn  die  GleicbuDgen  (1)  «ubetHuirt»  so  er- 
liilt  man  nach  Aasziehung  der  Quadratwurzel  die  Formeln: 

^A     W-Si^i^+c)Siai(6-f.c-jO  ^ 
l       ^  Sino.diDc 

£       V  oiD  0 .  oin  c 

Ebenso  ist  nach  der  Figur: 
CfO's:  Qi9<|-  iBO'a  Sin  o  -F  Sina.Cosfi=:  Sina.(l  +  CosJB) 

=  2Sina.Cos^9 
=  C4p-C«0'  =  2Sina— 2Sina.Co8^  =  28ina(l— Cos^) 

=:2Sina.Sin»^; 

mitbin  , 

(2)  C'>»*2=2^n-^'    Sin^=2Si^^ 

nm  C|0'  und  O'p  durch  die  Bestandtheile  des  sphärischen  Drei- 
eckes auszudificken,   hat  man 

imAC«9U.-^_     Sin~—        Siue        —  2Sini(o+c--*)' 

im  A  r  »n-  ^^     ^'"'  -  '^" «^^ -^  *-*^)  Q'^ • 

^^     2Sini(a+64-e)SinUaH-c-6) 

^,         2S1b|(6+c— o)Shii(o+6-c) 

Werden  diese  Werthe  hi  (2)  substitnirt,  so  erhält  man,  wenn  bai- 
teerita  die  Qawlr«twarael  ausgesogen  wird ,  die  Gleicbangen : 

«     B     4/  SinUg+64-c)Sipi(c-Fe~g) 
*^*2  =  \  Sina.äinc ' 

«  ^       4  rSJP  i(^  -i-  c— g)  Sin  i(o+6l^) 
^'"«'=\  Siaa.Siii« "~- 
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Das  in  den  Formeln  (VII)  und  (VIII)  ausgesprochene  Cresetx  der 
Abhfingigkeit  eines  Winkels  A  von  den  drei  Seiten  a,  6,  c  ge- 
stattet die  beiden  letzten  Formeln  auch  unmittelbar  aufzuschreiben« 
Wendet  man  dieses  Gesetz  an  zur  Bestimmung  des  dritten  Win- 
kels Cy  SO  zeigt  sich: 


^  .,     C     4 /  Sin iia+b  +  c) Sin Ua+  b--7) 

(3)  Cos^=Y  Sina.Sinft  ' 

(4)  Sin  2— \  Sina.SinA ' 

Ton  welchen  zwei  Gleichungen  wir  im  Nachfolgenden  einen   nfitz- 
liehen  Gebrauch  machen  werden. 

4)    Nach  dem  Obigen  ist: 


0 

* 

woraus  man  mit  Leichtigkeit  folgende  vier  Gleichungen  erhftit 
^'»^  "-Sin  i(o  +  6  +  c)-'  -  Cq  '  "^  *  ^^' 


,.  A  „.  B 


(6) 


r  Sin g. Sin  ^    Y      ^^   Q,^     ^ 
"-SiDi(o  +  6-rr  "CioCS;-^' 


Qy     G|P    |;^ 

^'^  "-sin  K« +«-*)-'""  Cif  •  Crf»  •  ^  • 

<*>  '-Sini(6  +  c-a)-'  "Ci»  "Öp  *^' 

Wegen  ACbC40'c\)  ^j^ifO'  gelten  die  Piloportlonen : 


nutbin 


ftgribukt  auf  tHu  Figur  in  der  Sdene.  U07 

O'p :  Pf  SS  C,0' :  C,C^, 


pq  -  CCt 


odtr 


TPp.jCtO'.O'q)  _  C,0'*.(C^O'.0'q), 

da  aber  nach  der  iweiten  Proportioo: 

0'p:C^O'=C,0'.0'q. 
■0  wird  durch  AbkQrsung  mit  dieseo  gleichen  Factoren: 

O'p.O'q  _c,o'.Ct<y 

md   wenn    man  diese  Gleichung   mit   4   multipKcirt   und  durch 
Cgg.C4p  dividirt,  so  zeigt  sich: 

O'p.O'g    j4^  _  C^O'.C^(y       4 

also  sind  die  Ansdrflcke  (5)  und  (6)  einander  gleich. 
Wegen   A^O'pcv) AC|0^9   hat  man  die  Proportioo: 

folglicb 

lad  im  AO^C«: 

City:  <ip=:  Sin  <ypti:Sinc=^^:Sinc, 


also 


.*•         A    ^  ^j    Sine 


oder 
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werdeo  die  Gleichangen  (9)  und  (10)  mit  eiiiaDder  nml 

wird  das  Prodact  darcb  die  gleichen  Factoren  abgekürzt»  sei 

hält  man: 

oder 

CJP'QP      j  C^&.C^O'   Sin^ 

Nan  ist  aber  | 

Qp.Ciy  _  SinKft  +  c— fl)Sin i(a  +  c— 6)  ^        1 

Qy.Cip""  SinaSln6  —  öid  ^, 

mithin 

C 

der  erste  TheU  dieser  Gleicbnng  ist  gleich  dem  sfreiten  Tbeil 

(5)  und  es  Ist  daher: 

Cos -5. Cos  ^  Sin^^Sin-^        '^^'^o 

^^^  Sini(a  +  6+c)~Sin;(a  +  6— c)~Sinc* 

Wegen  />i C^C^p  co  ^C^O'g  hat  man  die  Proportionen: 

(VpiCip^  O'qiC^q. 

0'p:C^(y  =  0'qiC^O'; 

folglicb 

oder 


da  aber  nach  der  zweiten  Proportion: 

O'p.CtO'sHyq.CtOI, 

eo  wird  darch  Abkflrsnng  mit  diesen  gleichen  Factoren  : 

O'tr.CtO'       (yq.CtO' 


9e§rHnitei  auf  eine  Fiffur  In  der  Ebene.  ;M)9 

BDd  wenB    nan   diese  Gieichang   mit   4   muHipUcirt  ond   dmreh 
(\q.C4p  dividirt,   so  zeigt  sich: 

(yp.C^O'   _4 O'q.C^O'       4 

also   sind    die    Aasdrficke  (7)  und   (8)  einander  gleich. 
W^^n   A  C^CftO"  cv>  A;^90'  gilt  die  Proportion:' 


(II)  CiC»=C40'.^,      • 

Qodlm  ^(ypC^i 

(yg:C^g=8\nx:S\nc=2^:Smep 


aUo 


oder 


(12)  p,«=4.0'9«.-5=^; 


Siii«c 


«rerdeo  die  Gleichangen  (II)  und  (12)  mit  einander  multiplieirt  und 
wird  das  Prodnct  durch  die  gleichen  Factoreo  abgeicürst»  so  er- 
hält man: 

QC4.p^=4.0'»,C40'.^ 
oder 

Ctq.Ctp        '  Ctq.Ctp  ■  Cif  ' 

Nun  i«t  aber 

fiCj.yjT      SinU«4fe-f  g)SiiiK<»-l-6— g)  _/,.,«C 
Ctq-C,P~  Sin  a.  Sin  6  '        ~         2' 


Tkail  XXVn.  *l 


V 
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der  er«te  Tb^  dfeser .  Gleicbang  i«t  ghkh  d«n  sw«it«B  ThcU  ii 
(7),  und  es  ist  daher: 

•  l^in  n- .  Cos -^         Cees'Sin-n        ^^'S 

^^  Sie i(o +c—  b) ~  Sin i(6  +  c— a) ~ Sine  ' 

Die  Gleichungen  (A)  und  (B)  geben  nun  folgende: 


(») 


(b) 


^""^'^^1  _lSin\(a+He) 
-.    C       ~        Sine        ' 

Sin2-^"T_Sin.Ka-Kfe-c) 

_.   C       •"       Sine        ' 
S«2 


Sioj^y     Sinl(o+fc-6) 

(C)  — — -g— = gjjj^ 

Cosj 


(d) 


^'  2  •^"  2      SinK64c-o) 

_     C      ~        Sine 
Cos  2 


^Verden  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  einmal  addirt,  einmal  sab» 
trahirt,  und  macht  man  dasselbe  ManOver  mit  den  GIdchnogco 
(e)  und  (d)  unter  gleiehzeitiger  Anwendung  der  bekannten  gonio- 
metrisehen  Formehi: 

Sin  (d?  j:  y)  =:  Sin  dr  Cosy  jt  Cos  jp .  Sin  y , 
Sin«J:SiDy=28in^Y^.Cos^£2    und    Sin2«=2Sinx.Cos«;' 

so  erhSit  man  die  Gaass'scben  Gleichungen: 

n^\  Co»l(A-B)  _  SinUq+6)       ^,    Sini(^-HO_Cosi(a-^) 
^^'       SiniC     ~     Sinie     '    ^^^      CoslC     """"Cöü«    ' 

_,  Cwl(A+B)_CoBKa+b)     ,^...  S\mid-B)     Sini(a-6) 
^>  -~m^  Cosle     •    <*"^      €esiC     =      Sink    ' 
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5)   Ans  (IX)  and  (X)  folgt: 

r,  wenn  man  qoadrirt  und  addirt: 

» 

'  -    Sinne    •  ^"  *^  -*•  —gSsrr^-  •  ^'***^* 

Sin»JC •    SiD«4(; .Co»*ic=l, 

CwnUj-g)  .  Cosn(^-g)-Co8«4M  +  2?)  ..  ..        , 
SiD«JC      +  Sio'iC Siii«ic=l; 


*^**-     Co8«4(.<-Ä)-Co«ä4(Zrg)' 

«,«.  -  —        Cog«|(y|  +  g)-Sin«4C 
^  Oo»«4(^-Ä)_Co8«4(^+Ä) ' 

|(«lgfi<h,  wie  sogleich  erbellet: 

?<)  Sin«!.  -     <^««'i(^  +  g)  -Sinne 

latiber 

=IC«8lW -Ä)+Co»(ÖOo-4C;  }|  Co84M-Ä)-Co8(90<>- JQl 
=  iC(m{4Sf>-l(B  +  C-A)]Co8{4SO-l(A  +  C—B)\ 
X2S«  145»— 4(Ä+  C-A)\  Sm\4&>—l(A+  C—B)\ 
-^\W>-HB+C-A)\Sih{W-l{A  +  C-B)} 
'=<^l(B+  C- J).Co«4(^-f  C-B) 
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uod 

Co«*i(^+Ä)-Sln«lC=Co8*i(^+Ä)-C<i8«(90»-4C) 

=[CoBi(,A+B)  +  Coa('ä0fi-\C)\\CoB\(Ai-B)-CoBi9afi-\C)\ 

=     2C<w(450-J(^  +  Ä+C)}Co«|45»  +  i(il  +  Ä-C)J 

X2Sin(46»-l(^  +  fi+6')JSin{450+lM+Ä-C)l 
=SlD{90«-4(-4+fi+C)|Sinl90«+4(/l  +  Ä-C)} 
=:Cog\(A  +  B-^C)Coak(A  +  B—C)i 

also,   wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichnngen  (13)  and  (14) 
snbs'titairt  und  beiderseits  die  Quadratwurzel  auszieht, 

VCos  i(g  +  C-  A) .  Cos  l(A  -t^C-JB) 
Sin  J.  Sin  ^ ' 


^  _W"     Coai(A+B+C).CosiiA+B-C) 


(XIV)    Slnic=V Sin J. Sin/» 


Plese  beiden  Formeln  können  auch  aus  der  Gleichung  (\)  aaf 
bekannte  Weise  entwickelt  werden;  da  jedoch  diese  von  Herrn 
Prof.  Grunert  (im  Archiv  Tbl.  XX Vi.  S.  442.)  gegebene  ioteres- 
sante  Ableitung  sich  an  die  beziehungsreichen  Gauss'schen  Glei- 
chungen anschliesst,  so  habe  ich  mir  erlaubt,  dieselbe  hier  zo 
benutzen.' 

Dividirt  man  die  Gleichung  (IX)  durch  die  Gieichang  (X), 
ebenso  (XII)  durch. (XI),  (XI)  durch  (X)  und  (XIII)  durch  (IX). 
so  erhält  man  bekanntlich  die  Nep  er 'sehen  Analogien: 

,      Tgi(a+6)    CobHA-B)     ,-.„,.      Tftl(a^b)_Sin\(A-B) 
(XV)         Tgic    ~C^^Ü3+g)'    ^        ^  Tg4c     -Sin4(4+ß)' 

TkUA+B)    Co84(a-6)     ,Y^7III^  Tgj(^-g)_Sini(a-6) 

Nachdem  im  ersten  Artikel  die  Entstehung  dier  in  einer  Ebene 
verzeichneten  Figur,  auf  welche  die  sphärische  Trigonometrie 
gegrfindet  werden  kann,  in  Kürze  erläutert  wurde,  benützte  ich 
dieselbe  im  zweiten  Artikel  zur  Ableitung  der  sechs  Haupt- Rela- 
tionen zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  sphärischen  Drei- 
eckes,  im  dritten  Artikel  zur  Ableitung  der  Formeln   ßr  Cosj. 
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AS  B 

Sin-Si  t^~a    uo<l  Sin-^y   welcher  sich  im  vierten   Artikel  jene 

der  Ganss'schen  Gleichungen  anschliesst,   um  aus  ihnen  Cos 5 
und  Sinä  durch  die  drei  Winkel  ausgedrückt    und  die  Neper- 


Mhen  Analogien  zu  erhalten ,   womit  also  die  sphärische  Trigono- 
metrie rollständig  begrOndet  ist. 


Ueber  die  nach  der  dritten  Potenz  fortsehreiienden 

Reihen. 

Von 

Herrn  Dr.  O.  E,  Simony 

•HcBtlicheD  Lehrer  am  JoachimtthaUchen  Gjrona«lom  bo  Berlio. 


Durch  die  Beschäftigung  mit  den  Exponentialreihen,  welche 
TOD  dem  reibenden  Element  die  dritte  Potenz  enthalten»  wurde 
ieh  auf  die  nachfolgenden  Betrachtungen  geßihrt  Sie  zeigen,  dass 
die  Torliegenden  Functionen  Eigenschaften  haben ,  welche  denen 
der  trigonometrischen  Functionen  sehr  ähnlich  sind ;  endlich  füh- 
ren sie  anf  einige  Integrale,  die  man  wenigstens  in  dieser  Form 
niclit  leicht  auf  anderem  Wege  erhalten  wflrde.  —  Erst  nach  Ab- 
idiloss  der  Arbeit  kamen  mir  die  Untersuchungen  Ol  i  vi  er 's  im- 
II.  Bde.  des  Crelle'schen   Journals   zu   Gesicht,    welche   sehr 
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ilhnliche  FuoctiooeD  betreffen ;  jedoch  wird  Niemand-  den  CM 
schied  in  dem  Ausgangspunkte  der  Betrachtung,  in  der  Behi 
Inogaweise  und  in  den  Resultaten  verkennen,  der  «wischen  j< 
und  der  vorliegenden  Arbeit  stattfindet 

Die  dritten  Wurzeln  aus  —  1  sind  bekanntRch  die  reelle  - 
wd  üe  beide» -o^^iptoKen 

l  +  iyS      l-lyg 

I 
wenn  man  nun  die  beiden  letzten  mit  besondern  Bochstabeo 
zeichnet,  BtwaJ,/»  so  sieht  man  leicht,  dass  /  =  ~j*  ist,  a 
findet  man  auf  der  Stelle  folgende  Gleichungen :  ' 

Muitiplicirt  man  mit  diesen  dritten  Wurzeln,  —  1,  y,  ^ß,  < 
Exponenten  von  e*,  so  nehmen  die  nach  Potenzen  von  x  l 
schreitenden  Reihen  folgende  Formen  an : 

x^     x^     x^  (x     a^     3? 

=  l-3j-+gj  — 91 +..-•  — ^1—41  +7|— .... 

«""öl  +  Sf""   -j'        " 
^      -     ^     x^     x^  fx     *c*     x^ 

•^='-'% +w  -  5r+"+Ar~  4! + 7!-"- •• 

(JC*      d?*      x^ 
2!""5f  +  «""-- 

a^     x^     a?*  ^(^     ^     x^ 


«-«*»=  1— 


(I 


Man  bezeichne  die  in  jedem  dieser  Ausdrücke  gesondert  vorkc 
menden  Reihen,  deren  Exponenten  :r'sind,  mit  Mix)^  Ti{x),  <((• 
so  dass 


X  X  X 


•  •  •  •  f 


*W^         31""«'^  «""••• 


drittem  Potetu  /brtaeireUetuleii  BeiMen.  Sltt 

»^  (!)•  &)>  &)  ia  folgender  Art  gewbrieben  weid«  hStiiMn: 

e-*  =JI(a:)-   T$(x)+    «(«),  (4) 

e^    =il(x)+/B(;r) +/«(«),  (5) 

e-*J* = il(ar)  — ^"«»(at) — j(i(x).  (6) 

Dm  Bim  nebeo  M{x)  auch  ]9(:r)  und  (i(x)  io  dea  Eiqiotie^tial- 
gTttaaen  aoBzodrficken,  addire  mao  die  letzten  Gleichungen ,  nach- 
dem  man  (4)  und  (6)  mit  —J  und  j*»  oder  mi^^  und  -*j*  multi* 
plicirt  hat.  Hit  Rucksiebt  auf  die  obeo  füvj  aufgestellten  Gleichungen 
crhSlt  mao : 

<(^)= J^^-^ 

Es  ergibt  sieh  unmittelbar,  dass  4(0)  =  !,  S(0)  =  <(Ö)=:fr  Ist; 
dass  femer  M{x)  flir  posItWe  Wertbe  von  x  uiizSbKg  viele  Male 
Ton  positiven  zu  negatiren  Werthen  übergeht,  dagegen  fSr  nega* 
tire  X  nach  der  positiven  Seite  zu  in's  Unendliche  wScfast ;  Vix) 
and  t(x)  sich  fiir  positive  x  äbnlich  wie  A(x)  verhalten,  dagegen 
für  negative  x  V(x)  nach  der  negativen,  t(x)  aber  wie  M(xy  nach 
der  positiven  Seite  In's  Unendliche  gebt.  Der  erste  Werfb  von 
Xy  fifr  welchen  M(x)  verschwindet,  ist  rro  =  1,6109,  während 
)3(xo)=l,2214,  tf(:ro)=2,0417,  il(-a:o)=2,4986,  »(— jro)=-4,1684, 
€(—jro)  =  1,4918.  Der  erste  positive  Werth  von  x  aber,  fflr  wel^ 
chen  £i(x)  wiederum  gleich  1  wird,  ist  071=5,3204,  wogegen 
]$(^)  einen  negativen,  i(xi)  einen  von  -{-l  verschiedenen  positi- 
ven Werth  hat. 

In  Betreff  der  Formeln  (5)  und  (6)  ist  zu  bemerken,  dass 
ihte  Beziehung  zu  einander  die  conjugirter  Imaginfirer  Grossen  ist, 
so  dass  ihr  Prodnct  nur  reell  ist.  Zwei  Ausdrücke  sind  demnach 
einander  conjugirt ,  wenn  in  ihnen  die  Factoren  von  j  und  j^  ver- 
tanseht sind,  und  dieselben  in  dem  einen  die  entgegengesetzten 
Voneichen  haben,  als  im  andern.  In  der  That  erbält  man  durch 
MnlüpIlGation  von  (6)  und  (0),  unter  Beachtung  der  Gleichung 
J— /*3s  ] ,   wenn  mao  M  fSx  il(a;)  n.  s.  w.  setzt: 
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Als  Prodttct  dieser  Gleichung  mit  (4)  ergibt  sich  die  bemerkeM' 
werthe  allgemeine  Formel: 

1  =  i|»(x)  -  B^(x)  +  <»(ar) + 3il(ar)  »(a:)  «(ar) ,  (7) 

eine  Gleichang,    welche  in  Bezug  auf  Ü,  S,  <  dieselbe  Bedeo- 
tung  hat,  wie  für  die  trigonometrischen  Functionen  sXn^a-i-cohht^^h 

Indem  man  ferner  (4)  mit  (6),  (4)  mit  (5)  Terblndet  und  die 
Gleichungen  — 1— ^'•=— y,  — l-i-j=szj^  berficksiebtigt,  resol- 
tiren  die  Formein: 


welche  mit  Hinzuziehung  der  für  e*  gefundenen  die  Werthe  un- 
serer  Functionen  ü,  B»  tf  für  negative  x  bestimmen»  nämlich: 

«(-  x)  =     £fi(x)  +  V(x)  (£(x) .  (8) 

»(-4P)  =  -(P{jr)  -il(A)B(a:),  (9) 

«(—  a:)  =      »«(ar)  — il*(:r)  tf (x) .  (10) 

Nachdem  so  einige  Verhältnisse  der  Functionen,  welche  denei 
der  trigonometrischen  Functionen  entsprechen»  erörtert  worden, 
wollen  wir  auch  die  Ausdrücke  Ton  £i,  H,  t  geh^n»  welche  die 
Function  einer  Summe  durch  die  Functionen  von  den  einzelnes 
Summanden  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  in  (4),  (5),  (6)  (ur 
x:x  +  y,  verbindet  dann  die  Gleichungen  in  derselben  y^eise  wie 
oben  die  unveränderten  (4),  (5)»  (fi),  so  dass  M^x+y}  etc.  gefuo- 
den  wird  als  die  Summe  von  Exponential» Ausdrücken;  zerlegt 
man  letztere  In  Factoren»  so  dass  jeder  Exponent  nur  x  oder  5 
enthält,  und  substituirt  dann  für  diese  Factoren  ihre  Werthe  oacli 
(4)»  (5),  (6)y    so  ergeben  sich  die  Formeln: 

il(x+y)  =  il(a:)il(y)-»(x)  tf(y)^  tf(ar)»(y), 

»(a:.+y)=»(:r)il(y)-  tf(x)%)  +  il(x)»(y). 

tf(*  +  y)=tf(ar)il(y)  +  il{a:)%)+»(x)»(y); 

sowie  unter  Hinzuziehung  von  (8);  (9),  (10): 

il(^-y)=Ä(^)iP(if)  -»(^)»*(^)  +  tf(^)«»(y)+i«(^)»(y)€(y) 

+  Vlx)Ü(y)i(y)  +  «(x)il(y)»(|). 
»(j:~y)==»(x)iP(y)-«(a:)»«(y)-il(ar)(P(y)+»(j:)»(y)%) 

+  «(Ä)il(»)CE(y)-J(*)J(,)»(j). 
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-il(x)il(y)tf(2f)-»(j?)iI(ff)B(y). 

Die  Symmetrie  in  der  ZusammenfietzuDg  dieser  Ausdrucke  so- 
wohl för  ;r  +  5f,  als  auch  für  a:— y  ist  nicht  zu  verkennen.  — 
Setzt  man  zunächst  in  diese  Formeln  fiir  y  jenes  x^s  1*6109  ein» 
wofür  J(xo)  =  0,    so  gehen  diese  Formeln  in  folgende  über: 

üCo:  +  jTo)  =  -  %(MlT»{x)  —  l,2214e(ar) , 
B(«  +  ar«) =— 2,0417tf(a;)  +  l,2214JI(a:), 
€(j:  +  «o)  = + 2.0417J(«)  +  l,2ai4»(ar) ; 

M{x—Xa)  =2,4936JI(«)  r-  l,4918B(iF) + 4,1684«  («) .- 
»(«— «o)=2,4936)J(ar)— l,4918tf(a:)+4,1684JI(.T), 
C(j?— «o)=2,4936tf(a:)  +  1.4918Ä(a;)-4,16843J(a:), 

ans  denen  sich  die  folgenden  Werthe  mit  Hülfe  der  vorhergehe»' 
deo  ond  umgekehrt  berechnen  lassen.  —  Substituirt  man  aber  in 
die  hierzu  angewendeten  Formeln  y^=-x  und  y  =  2j:,  so  erhält 
man,  ausser  den  schon  bekannten  it(0)=ly  B(0}=f(0)=0»  noch 

AOx)  =  0?{x)  -  2»(«)  tf(a:), 
»(2.r)==— (P(:r)  +  2iKa')»(^), 
<(2ar)=:     »«(ar)  +  2Ä(ar)«(ar), 

Qod  mit  Berücksichtigung  dieser  Formeln : 

il(a^)  =3il»(x)        — 3»»(ar)         +  3€»(ar)  -  2 , 
}5(ar)=3iP(x)»(a:)  -3»«(a:)  tf(ar)  -  3««(a:)  il(a:) , 
«(ar)=3-««(ar)(f(ar)  +3}$«(ar)il(ar)~3tf2(:r)»(a:). 

Endlich  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  für  ganze 
podtive  Wertbe  von  n  die  Gleichungen: 

\»(x)—Ti{x)     +€(ar)]«   =  il(ii.r)  -  »(nar)     +«(«ar), 
[il(:r)  +  f»(x)  +/tf(:r)]«  =  il(ii:r)  ^-jT^inx)  +j*a(nx) , 
[iKa:)-j«»W~jtf(:r)]»  =il(it:r)-y«»(»:r)-;(£(iu:),   . 

U8  denen  sich  die  Functionen  von  Vielfachen  der  Variabeln  nach 
den  Potenzen  der  Functionen  von  den  einfocben  Variabein  ent- 
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wickeln  lassen.  Diese  BotwickelupgeD  sind  jedocb  ^ekr  compU- 
cirt,  indem  sie  je  nach  den  Resten  von  n  (iSr  den  Divisor  6  ver- 
schieden sind.  —  um  nach  den  obigen  Gleichnngen  M(x)  in  den 

Fanetionen  von  2ar,  oder  ä(ö)  '*^  denen  von  x  anszodiücken,  hat 

man  eine  Gleiebmig  vierten  Grades  nach  A(x)  oder  M^J 

lösen»  in  welcher  die  CoelBcienten  der  Potenzen  dieser  Grossen 
compÜcirte  AusdrQcke  aas  den  Functionen  der  doppelten  Argn- 
mente  sind.« 

Snbstituirt  man  in  die  Exponentialausdrflck«  ftir  M,  "Jf,  «  »j 
und  xj*  fflr  X,  M  erhSit  aian: 

M(xf)  =<(-«).    IS(xj)  =-jV(-x),    (£(ßß  =>^(-«). 
M(xf):=M(x),        l»(xf)=j*l${x),  tt(xj*):=~fi(x). 

Endlich  verdienen  noch  folgende  Formeln  ihrer  Symmetrie  nod 
Einfachheit  wegen  Beiperknng: 

M(x+sf)  =  Ji(x)M^)-fO^)T»*(jf)-Mx)(S*(i/)  f  ÄW»(»)«(sf) 

+ y«»(«)Jl(y)%) -^a-)il(y)»(jf), 

+ jVix)M(9yiti9)  +Mx)a(s)Wy), 

-J'A(x)a(y)<i(}f)  +y»(jr)il(y)»(y). 
»(*+»/*)=»(*)'«(»)+^«(*)«(»)+^'«(^)»(y)' 

tix+sf) = «(«)  J»(y)-JW(*)  %)  +J»»(»)»(y)- 


Daa  Verhalten  unserer  Functionen  in  bezug  auf  die  üifferen- 
<ti«lioB  «ad  Integration  wird  durch  folgende,  leickt  m  VetjlMrewiP 
FraidamcBtalgleidMMigMi  bettimat: 
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^=_*.,  •^'=-»(-).  '^--«C«). 

0_ 

Daher  geoflgen  unaere  FoBetionen  der  allgemelneii  DiffctrenHal« 
gleichung 

Setzt  man   nun   den  Qaetienten  zweier  Functionen  gleich   einer 

neneo  Fnnction,   wie 

,". 

M  ist 

dM(g)_JP(a;)+»(j?)g(j?)_.     »(af)g(a;)_JI(-x) 
dx    —  a*(x)  —*■*■     JP(a:)    ~  iP(«)  » 

«OKit)  _  JKg)g(x) + <P(g)  _;     »(— X) 

dx    "  JP(«)  il^a:)  ' 

HieraiM  erhilt  man: 

0  o 

o 

and  indem  man  (&t  X,  9,  g,  Vt,  X  die  entsprechenden  Reihen 

■ettt: 

*+3!+6!  +  9!+'  ••     ^  1  ~  41  +  71  ~"" 

i  <** = ^»  '   ^6'  ^9    —  •-  (II) 


(12) 

U    «"""Tl—^'Aäl    6!'*«~-7,       41  ""^  MM "*••»• 

A     f»^«"     *»^      V'  1     ^*     *•     5'  "^' 
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1  +  41+^+"" .   _^~6!'*^g~""    ,,^ 

Wenn  man  ausgebt  von  den  Gleichangen 

"g(a;)_     <(— a;)       _«(£)_  Jl(a;)»(a;)_»(— a?) 

dar »»(«)'         cLc ' ""      tf«(^~-  tf«(a:)  * 

.»(^)  .«(£) 

°g(ar)_     g(— ar)       "3g(ar)      .      il(ar)g(ar)  _g(— j) 

da;     ~      tf*(a:)  '         dx    "*        »«(a:)    ""  VH?t)  ' 
so-  «rhSIt  man  die  folgenden  Integrale: 

-dir=a~  +c.  (14) 


Vi"'4i  +  7!~-y  r^Ii  +  Tf*^*" 

1^4!^7r^— •      ^    *      3!^6t      •••• 


(16) 


s  /,      Ä*     ^*  \  /^     a^     ac^  \ 

2!""5f  +  8!""' "V 


dx 


•  •  »r« 


-,2a-»     5a;«  .  &t« 

''''3r~'cr'*"'9r 

a;*     afi     x* 
2l~5i  +8I~"" 


«      «f  ,  *f     «f  ,  ■  a-      ?*,£f 

21+ 5!+8!+"'      j  1~4!'"7I~'- 


+  *.  («6) 


V2J~6l  +  ffl  /  Ta  —  5!+«~'   ■ 

ai  +  S!'*'^"*'""    ^ 2!~6!'*'g~    "  ,g. 

/ar      «*  .  ar»  \  x       x*  ^x^  '     .         *   ' 

Vr~4!  +  7I~"7         r~4i  +  7i^— 


dritten  Poten»  fortschreitenden  Heiken.  321 


1  — 41+ 7J- —^ 


dx 


1  ""41  +7!""  •• 

Eodlicb  wfirde  man  nocb  das  Integral  einer  eigenthfimlieh  ge- 
bildeten Fonction  erhalten,  wenn  man  aus  der  oben  aufgestellten 
Gleichong  für  M(x+Xq)  li{x)  bestimmte»  diesen  Wertb  in  (7)  sub- 
stituirte,  and  die  dann  sämmtlicbe  Potenzen  von  (i(x)  bis  zur 
dritten  inel.  enthaltende  Gleichung  in  Bezug  auf  i((x)  aufl5ste. 
Der  so  gefundene  Wertb  von  (i(x)  wurde  zwei  Kubikwurzeln  aus 
inationalen  Functionen  von  il(a:)  und  it(a:-|-^o)  enthalten,  und 
weoD  man  diesen  Wertb  nach  x  integrirte,  wfirde  man  wiederum 
— il(:r)  erhalten. 

Bezeichnet  man  die  in  Üfor-f  jpo)  vorkommenden  Zahlen  so»  dass 

2,0417  =  i      1,22J4=?,    also  /3<1, 

fenier  folgende  von  x  nur  M{x)  und  A^x  +  Xq)  enthaltende  Aus- 
drücke 

aA(x)A(x  +Xo)  [l-ßT  +  ß[pA^(x)-a^Jlfl(x+Xo)] 

mit  />, 

«Ä(^+^o)  [«*iP(^  +  ^o)  -  3jJiP(:r)]  [1  -/S»]  +  (ß^  + 1)«  IM^a:)  -  1] 

+  6ä^ß^M(x)  J0P(x  +  Xq) 

mit  2Q, 

«0  ist 

o 


AnBtrkniig  das  Herau«gc(b«r8.  loh  muhe  Yorlia&g  MfnMrfc^uii 
•M  ritte  im  nSchAleii  Hefle  unter  dem  Titel:  En  t  wich  ein  ng  der  tot- 
znglichslen  Eigenschaften  einiger  mit  den  goniometrischen 
itttticktt  Terwandten  Functionen  erscheinende  ansführliche  Abhand- 
lang dw  Herrn  Professor  Knar  in  Gratz,  und  halle  mich  für  Terp fliehtet, 
n  tatmerhea,  dass  dies«  und  Torstahende  Ahhandlnag  gleichxeitig  in 
»«iiMo  Hiaden  gewesen  sind.  Zugleich  YtrwBue  ich  auf  di«  AhhaBdluns 
^  Herra  Hellwig  im  Archir.   Jhl.  XXI.  S.  49.  Nr.  V, 
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Ueber  die  Flachen ,  deren  Ebiuptkrammanggradien  in 
jedem  Punkte  gleiche ,  aber  entgegengesetzte  Wertfae 

haben* 


Voo 


Herrn  Dr.  O.  E.  Simon  ^ 

oHentlieheni  Lehrer  am  JoadiimctbalscheB  GjmDBsiain  sv  Berlio. 


Ei  ist  bekannt«  dass  der  Nenner  des  Quotienten«  weicher 
den  Hanptkrflniniangsradias  ^er  Fliehe  auedroclct«  derch  eine 
quadratische  Gleichung  aus  den  partiellen  DilFerentialqnotienten 
der  einen  Coordinate  nach  den  beiden  andern  bestimmt  wird. 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  den  CoefBcienten  der  ersten  Potenz 
des  Nenners  gleich  Null«  so  werden  die  beiden  Werthe  des  Neo* 
ners«  also  auch  des  Hauptkrümmungsradius,  gleich,  aber  entge- 
gengesetzt sein.  Die  Fliehen,  welche  diese  Eigenschaft  haben, 
mfissen  also  x  als  eine  solche  Function  von  x,  y  bestimmen,  dass 
der  partiellen  Differentialgleichung  genfigt  wird: 

Aus  den  Elementen  der  Variationsrechnung  ergibt  sich  aber  auch, 
dass  diejenigen  Fliehen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  die 
kleinste  Oberfliche  von  allen  denen  haben,  welche  durch'  eineo 
gegebenen  Umfang  gehen.  Demnach  werden  sich  beide  genannte 
Eigenschaften  bei  den  zu  dbcutirenden  Fliehen  finden. 

Die  Gleichung  (1)  liest  sich  nach  den  bisher  bekannten  Me* 
thoden  im  Allgemeinen  nicht  so  integriren,  dass  z  eine  reelle 
Function  von  x»  y  würde:   man  muss  daher  specidle  Annahmen 
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macheot  anter  denen  (1)  integrabel  wird.  Die  zanäcbst  sich  dar- 
iHeteade  Annahme  ist  die: 

®  ai-«=<^'  aiay=<^'  8^«=0'  ' 

werans  ersichtlicb,  dass  die  Ebene  Z'\-e^i:^ax-\-by  der  Glei- 
dnmg  (1)  genügt.  Sie  hat  oSenbar  den  kleinsten  Flächeninhalt 
Ton  allen  Flächen,  die  durch  eine  ebene  Carve  gehen ,  und  man 
kann  die  anendlich  langen  Krümmmigsradien  stets  in  entgegen- 
gesetzter Lage  denken. 

Zu  einer  andern  speciellen  Annahme  hat  Catalan  in  einer 
Notn  (l'Institut  4.  Aodtl855)  Veranlassung  gegeben;  das  dort 
mitgetbeilte  Resultat  soll  hier  abgeleitet  und  discutirt  werden. 

Wird  t  80  durch  x,  g  ausgedrUdct,  dass  diese  Variabeln  von 
getrennt  sind,  also  durch  die  Gleichung 


(3)  z=zX+r, 

WO  JT,  F  FuBCtiooen  nur  von  x  respective  y  sind,  so  sind  aneh 

9s  8x 

^  und  K-   nur  Functionen  von  x  resp.  y,   und  der  zweite  Diffe- 

rentialquotient  g-g- verschwindet.  Alsdann  nimmt  (1)  die  Form  an: 
Hiervon  ist  das  nach  x  genommene  Integral: 


M««*Bg(gj)+«*=0, 


wo  a  eine. in  Bezug  auf  x  constante  Grösse  bezeichnet    Ebenso 
iit  das  nach  y  genommene  Integral: 


arctang  (^)  +  /Jy =0, 


wo  ß  nach  der  Differentialgleichnng  nothwendig  gleich  — o  ist. 
Da  die 

&  Bz 

g^szr  —  fang«,    ^=tang«jf 
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SO  folgt»    daas 

2  =  -  logcotfflur logcos  uy  » 

gnd   wenn    man    a=  1    setzt: 

,     cosj: 

xsslog . 

"  cosy 

• 

TiUf  DiscQssion  dieser  Gleichung  diene  Folgendes.  Ziebt  man 
in  der  (ory)- Ebene  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zwei 
Linien  x^=^-tyf  irod  mit  diesen  unzfiblig  viele  Parallelen ,  so  dasi 
je  zwei  Linien  einer  Schaar  die  Entfernung  nyi  haben ;  theilt  mao 
femer  dieselbe  Ebene  in  Quadrate ,  deren.  Seiten  durch  die  Glei- 
chungen 

,2fi  +  l  .2«i  +  l 

a?=db — 2~^*    y=± — 2 — * 

gegeben  sind  (m,  n  beliebige  ganze  positive  Zahlen  incL  0);  so 
besteht  die  ganze  Fläche  aus  unendlich  vielen  Wiederholungen 
eines  einzigen  Flächentbeils,  die  sich  im  Räume  fiber  allen  deo 
Quadraten  befinden,  welche  zwei  von  jenen  parallelen  Linien  zu 
Diagonalen  haben.  Um  diesen  einen  Flächentheii  zu  veraoschao- 
liehen 9   stelle  man  sich  den.  Raum  vor»   welcher  durch  die  %ier 

Ebenen  j?=:±3->  yrr^dbä*  eingeschlossen  ist  Denkt  man  sich 
in  der  (yz)-Ebene  eine  Curve  verzeichnet: 

2S=  — logeoBjf^ 

welche  die  y-Aze  im  Anfangspunkt  tang^rt,  nach  der  Seite  der 
positiven  z  in*s  Unendliche  geht  und  die  Linien  x=0,  if=:l:5' 
so  Asymptoten  hat ;    ebenso  in  der  (a?z)*^Ebene  ^ine.  Cn^ve 

tzz  lögci^so:, 

welche  die  :r-Aze  im  Anfangspunkt  tangirt  und  nach  der  Seite 
der  negativen  s  in's  Unendliche  geht,    so   dass  y=0,   arss^x 

ihre  Asymptoten  sind;  bewegt  man  nun  diejtftztere  Gurre  paral* 
lel  mit  sich ,  so  dass  ihr  Scheitelpunkt  stets  auf  der  ersten  Curve 
sich  befindet,  —  so  entsteht  jener  gesuchte  Flächentheil. 
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Geraden  x=±s>    3r=:i:o   gehören  zu  demselben,  sqwi^  zu  den 

aDf^räozendeo  Tier  Theilen,  weiche  man  in  derselben  Weise  er- 
kilt»  wenn  man  in  der  vorhergehenden  Construction  den  Darch- 
scbnittspankt  der  Qnadrat-Diagohalen  für  den  Anfangspunkt  setzt 
Die  (jpy)- Ebene  wird  alsdann  von  der  FISche  in  jenen  beiden 
Schaaren  paralleler  Linien  geschuitten. 

Voo  den  Cylinder-  und  Kegelilichen  genflgt  Iceine  andere,  als 
£•  schon  aus  (2)  erhaltene  Ebene  den  Bedingungen ;  dagegen 
findet  man  eine  gerade  Conoiden- Fläche  auf  folgende  Weise.  Die 
allfmeine  Gleichung  einer  solchen  FiSche  ist 


W,.    :.  .  =  .^0). 


.  »; 


WO  f  eine  noch  unbekannte  Function  bedeutet,  und  setzt  man 
M  erkilt  man  ab  Bediogaogagleichong  naoh  (1):  • 


(   I 


(*'+»*)^  +  2*y^=0' 


welche  flbeigelil  in 


S«g>   .      2A      89_ft 


tlerei  erstes  Integral ,  wenn  ileine  willkürliche  Constante, 

m  dsM,  wevB  »an  %  flir.gi  und  -   fflr  i  seist»    .« 

z=:i4arctang— » 

<l.li.  die  GletekiBg  der  Schranhqpflyche  resultirt;  und  in  der  Tlial 
■iml  deren  Hauptkrümmungsradien  ± ^ • 

Badlieh  woHan  wir  untersiiehMi,  ob  eine  der  KotaHeBsttehea« 
^cm  Gieiebnog  ist: 

(5)  ,-^^«^.3^^ 

niUXXTii. 


unserer  Bcdingiinp^ggleichung  (I)  genügt;    setst  nuin  ai^+3*=K 
so  niiunit  (I)  die  Form  an: 

1?!?  .5iö?!.??_a 

Sobstitairt  man    -tt   für  ^$    So  vereinfacht  steh  dies«  Diferto- 
ttalgleicbung  in  die  lineare: 


welche  Termittelst  der  Substitution  i^  =r  1 1,   d^  =  idi  -f  id»  ist«" 
grirt  wird.    Mao  erhält  dadurch  als  erstes  Integral: 

1         8<p 


VV      8A      aVaV— i* 


wo  a*  eine  Constant«  beseicbnet.  Daraus  «rgilit  sick,  unter  der 
Annahme,  das«  g>  oder  z  ^verscbwtadet,  wenn  i  oder  x^+^ 
ss]:a«  ist! 


oder 


V*»^»^+p 


««+ 


So 


■*t.. 


d.  h.  die  Gleichung  der  aus  def  Rotalioif  einer  Kettenfinie  um  die 
s*Axe  entstandenen  Fläche:  ein  Resultat,  das  auf  anderem  Wege 
schon  in  den  Lehrbüchern  der  Differentialrechnung  hergeleitet 
wird  und  dort  GegöMtaoil  iriher  tttAVeith«ndeb  BtfirtiMag  «gvwsr 
dea  Ist 


I-  :  i  .  l 


T       • 


r    • 


1" 


1         •    t    '    I  •  *  » .« 


•    -  ^. 


ViT 


fc  :         •     i»'r 


f  « 


I  I  « 


,»■  ••  >  •        .0..    '    •        -^  "^       :.  ».  • 


M     .         .  ^       '  »!• 


.       I  • 


!    Zar  L#hre  vom  ^Drdiatk. 


■p; 


Von 


Herrn  T^ranz  Ünferdingerj 
MeaaTcrsiehaniDga  •  CalcoUtor    der  k.  1c.  p.   Azienda   AMictMtrfM   1^ 


-« , .  , «-.. 


I     •   ii   •  •  i.     •  «  '  .  •»    I   1^1;     I         ,•  •        •♦ 

&n4  «»,*♦  f  dipdrej^, Stilen,   Ut  4  der  JklScli/»i|(ilviD  den.; 
Dreiecfce^i  ^BC  (Jßf.  V4J..Fjg.,60  und  (f^  der  I{albmcjqseridefi.4fi9^ 
selben  eingeschriebenen  Kreiseai   ^o  tiesiclit  4^g|Hl4/B«  .ati#.il4if  . 
Elenieotar- Geometrie  bekannte  Gleichung: 

(1)  ^=4(a  +  6+c).^. 

Eine  ähnliche  Relation  fin^^^t  ^.i^t^U  9»v|ftoli€fi  den  drei  Seiten ,  dem 
Flächenraum  eines  Dreieckes  und  dem  Radius  eines  Süssem  ^Be- 
rukrangskreises  desselben,  und  diese  tVbllen  i^VztifilfcHät  ne^inthen. 

Ist  Ol  der  Mittelpunkt  ^s  ^em  Winkel  A  gegenüberliegen* 
den  inssem  BerQhrungttkreisis ,  so  ziehe  man  die  Geraden  OiA, 
OiB,  0|C  und  falle  auf  diev  njithigen falls  verlängerten  Seiten  BC^ 
AB  ood  AC  die  Senkrechten  Af^;  Air  Hind  AH.  Alsdann  Ist, 
wenn  wir  den  Radius  des  äussern  Beruh rungskreises  mit  Qi  be- 
teichnen: 

and 

■ 

mr  •  JfiC  =  ar .  AffOiG — ar .'  CUOi  GB. 

Es  ist  Ant ,  '■  Av    n*  .'ti     •  •  *•    li  j  Ml)  ...!)  ft'*''.    » 


«r 


ABOiG  =  ^^ACni  -t  a#.4AK ^iAG,(]\^^f  j^AH. OiB 

=  l^ .  (iar  +  i#»)  =i^  {^1  .(J/?  +  BG+AC+  CH) 


»«• 


r 

3S8  Cnferäin00r :    Zur  L^€  *om  Dr^Uck- 

oder,  well  BGszBF,  CH=:CF  und  BF-t'CFz=:BC=  a 

ar .  JJEfOi  Cr  =  i^ .  (a -I- 6  4  c). 

WeU  A  BGOi  ^  ^BFOi  und  A cifOi  ^  A  CFOi ,    m  wt 

ar.  CifOiGA  =:2.ar .  OiBG -f  2.ar .  OiCir 

=  BG.OiG  +  CH.OiH 

=  BF.Q^  +  CF.^ 

=  ^.(BF+CF)  =  Q,.a. 
raithiD 

W.ABC  a=  4f|  .{0+6 +c)  —  ^ .« Ä  i^i  .(6 -l-e— «) 

oder 

(2)  ^=:i(6  +  c-a).^i. 
Ebenso  ist 

wenn  ^  and  ^9  die  Radien  der,  den  Winkeln  B  und  C  gefi 
flberliegenden  Süssem  Berfilirungsicrelse  sind.  Wenn  die  m 
chnngieo  (1),  (2)  und  die  beiden  letzten  mit  einander  muttiplie 
werden,  so  wird  man  finden,  weil 

(3)  -^  =  y\.(a+6  +  c)(6  +  c— a)(a+c— 6)(a+A  — c) 
ist :  ' 

Maeh   dem  Obigen  ist  auch: 

2-i 

2ii 
6  +  c  — as=  —  t 

2^ 

et 

fl  +  6— c=— ; 
werden  die  drei  lotsten  Gleicbungen  addirt,  so  erbSit 


mitbitt 


üüferäinffer:    Zur  Lehre  vom  Oreieck.  '•■ 


-'  =  i  +  i  +  l 

Q       Qx       9%       Q^ 


Seilt  man  die  beiden  Reiationen  (1)  und  (2)  als  bekannt  vpraua» 
10  filit  es  nicbt  schwer»  die  EntfernuDg  des  Mittelpunl^tes  des 
«DscbriebeDeii  Kreises  Tsn  jenem  eines  der  Berfibmngskreisia  d9P 
Dreieckes  durch  die  Radien  ausgedruckt  auf  trigonometrischem 
Wege  sa  erhalten»  ein  Problem,  welches  Herr  Rump  In  Tbl.  XXVIL 
des  Archivs  S.  33.  auf  eine  neue,  sehr  sinnreiche  Weise  rein  geo- 
Mtrisch  gelöst  bat.  .      r '     .  i 

Es  sei  0  der  Mittelpunkt  des»  dem  Dreieck  ABC  umscbrie- 
bM€ii  und  o  jener  des  eingeschriebenen  Kreises,  alsdann  ist  die 
Verbindungslinie  OA=ir  der  Radius  des  ersten  und  die  Rut  AB 
TOB  0  ans  gefölke  Senkrechte  o£  =  ^  der  Radius  des  swelten 
Krtbes.  Construirt  man  das" Dreieck  AOo,  in  welchem  Oo=sd 
der  ^suchte  Abstand  ist,  so  ist  bekanntlich: 

• 

OÖ^z:::  AO^^  AS^^2.A0 .Ao .CoAoAÖ. 

M»B  sieht  leicht  aus  der  Figur»  dass  ^AOB.^^lC.  jLOAB 
=  ^OBA;  mithin  ist  2.^ Oi4S=2R-2C  oder  ^OAB=zR^C; 
femer  ist  ^oABs=zlA,   also 

=  4(il  +  C)  +  4C-R  =  l(2R-Ä)+4C-R=  l(C-B) 

und 

Werden  diese  Werth«  in  obige  Gletcbuog  cubstituirt,  ao  geht 
«e  über  in : 

p*  Q       ^     B — C 

^=^*+sra--^sniTi-^^'""^?~ 

(4)  cP  =  r>^2o./2» 

«eon  man  den  in  der  Klammer  enthaltenen  Ausdruck  kurs  mtt  l{ 
beieicknet  Zieht  man  CD  senkrstht  auf  AB,  so  Ist  nach  einem 
bekannten  Lehrsatse  der  Elementar  -  Geometrie : 

Ä6  =  2r.Cf> 


.380  Vnftf dingen   ^ur  Uhrt  pomJ^^ln^ 

oder 

mithio. 

■TOI'  '    .ii"  >^''  .. .f  «*S*'t^  »'•'•' 

4Whi«r  iM  ««ti  d^ii'  Lehren  der  eb^Mp  Tfi^Mdmetrie: 

..  ./ 1  ■  .     '     ■•  .       .1     » 

..        '  Co.gi(g-C)       6  +  a 

mithin  wird 

eo  wird  mit  Rflcksicht  auf  (1): 

«  • 


~(a  +  6  +  c)(6  +  c— a)(a  +  c— 6)(a  +  6— c7' 
odef'naeb  (3)J  -  '"        ' *        • 

Hieroach  wird  also 

■ 

aod  die  Gleichung  (4)  geht  über  in: 

(6)  «Pt=r«--2r.e- 

Um  die  ähnliche  Relation  ijür  die.Dietanz  des  Punkte«  0  voo 
dem  Mittelplink^e  0^  eines  äussern  Beruhriingsltretses  abzuleiten, 
sieben  wir  00^  =di  und  haben  fQr  das  Dreieck  OBOi  die  Gleichung 


£•  ißt  lAicbt  ersichtlich,   dass  4iB0iG°rkB,f  -^igfK  iat. 


I 


j^CBOi=iR^lB; 
fflHbin  wird 

=  ;i?  +  C=i(Ä+2e)  =  J(2R-J  +  C)  =  R-.J(J  — C). 
Obige  GleicbuDg  TerwaDdelt  sich  Dunmebr  in  folgende: 

(7)  rfi»  =  r*+2f,.Äi. 

wenn  trir  deo  ia  der  Klammer  enthalteneD  Ausdruck  der  Kfln« 
halber  mit  Ri  bi^airtueä. 

Well 

Coa«4fi=~.(o  +  6+c)(a  +  c-6), 

f o  erhitt  mao  mit  Rficicsicht  auf  (2) : 


4ac  (a  +  Ä  —  c) .  ^ 
^(aO  +  c)(6  +  c-o)(ci+c-6)(a+6-c)' 

mitbiD   nach  (3): 

Ferner  tot  aus  der  ebenen  Trigonometite  bekaest»  deee 


QÖC 


werden  diese' Wertbe  In  dem  mit  J7|  bezeicbn^ten  Antdnick  tob- 
atltnlrt»  so  erhÜtnikilt  . 


9SS  ünmr*   Ml  ntu^  Uhr9ai%  der  S&mkHfU 

'»'■-. 
und  die  Gleichung  (7)  geht  über  in 

(8)  rf»*=^r«  +  2r.pt.. 


Ein  neuer  Lehrsatz  der  Geometrie  und  dessen  An- 
wendung bei  der  Transyersalenlehre. 

Von 


•♦ 


Herrn  Professor  F.  JET  Rump 

am  Gymnasiam  la  Cösfold. 


(.  1.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  eineni  Dreiech^ . ^S^' 
(Taf.  VII.  Fig.  1.)  von  einem  Eckpunkte  A  aus  eine  Transversale, 
die  entweder  die  gegenüberliegende  Seite  selbst  (Taf. VII.  Fig.l.a.), 
oder  deren  Verlängerung  (Taf.VII.  Fig.  l.b.)  in  einem  Punkte  D 
trifft,'  und  beschreibt  über  diese  Transversale  als  Sehne  zirei 
Kreise  (O)  und  (P),  von  denen  der  eine  durch  den  zweiten  Eck- 
punkt B,  der  andere  durch  den. dritten  Eckpunkt  Cdes  Dreiecks 
ABC  geht:  so  verhalten  sich  die  Seiten  AB  und  AC  wie  die 
Radien  dieser  Kreise,  d.  h.  AB:AC=:OAiPA. 

Beweis.  Zieht  man  die  Centrale  OP,  so  halbirt  diese  die 
gemeinschaftliche  Sehne  AD,  und  folglich  ist  in  Taf.VII.  Fig.  La. 
AOP—ABC  und  APO  =  ACB,  mithin  ^ABCco^AOP  and 
folglich  AStrAC=AO:AP.  -^  In  Taf.VII.  Fig.  1.  b.  ist  aber 
AOE=ABD,^  also  auch  AOP=:ABC;  und  da  femer  APO 
=:ACB,  so  ist  wiederuiii  ^ABCco^AOP,  und  folglich  ABiAC 
^AOiAP. 

Anmerkung.  Der  Kürze  wegen  und  um  die  Fignreo  ein« 
facher  zu  erhalten,  soll  in  der  Folge  der  Radius  des 
durch  drei  bestimmte  Punkte  z.  B.  A»  ß^  C  gelegten 
ti[re!ses  durch  R(ABC)  bezeichnet  werden. 


mmT  äemm  Am^etkhmg  bei  der  rronsvenatefaehre,         Q88 

(.  2.  Zusatz.  Legt  man  zwUchen  die  Schenkel  eines  Win- 
kels ABC  (TaCyil.  Fig.  2.)  zwei  gerade,  von  den  Schenkeln  des 
Winkels  begränzte  Linien  DE  und  PG,  so  verhalten  sich  diese 
wie  die  Radien  der  um  ^  DES  und  ^  FGB  gelegten  Kreise. 
Denn  zieht  man  DG^  so  ist  < 

DE:DG=R(DEB):R{DGB)  ] 

DG:  FG=  R(DGB) : R(FGB)  \ 

und  folglich 

DE:FG=  R{DEB) :  R{FGB). 

}.  3.  Zusatz.  Legt  man  zwischen  die  Schenkel  zweier 
iSdieitelwinkel  ABC  und  KBL  (Tar.VIl.  Fig.  2.)  zwei  gerade 
Linien  DE  nnd  £f/,  so  verhalten  sich  diese  Linien  wie  die  Ra- 
dien der  um  A  DEB  nnd  /\  HIB  gelegten  Kreise.  Denn'  zieht 
nan  DB,  so  ist 

DEiDH=zR(DEB) :  R(DUB), 

DB ;  BG  =  R(DBB) :  RiBIB) ; 

folglich  auch 

DEiBG=  R(DEB) :  R(aiB). 

$.  4.  Zusatz.  Zieht  man  zwischen  die  Schenkel  zweier 
Nebenwinkel  ABC  und  ABK  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  zwei  gerade 
Linien  FG  und  DB,  so  verhalten  sich  diese  wie  die  Radien  der 
nra  liFGB  und  ^DBB  gelegten  Kreise.  Denn  zieht  man  DG» 
so  ergiebt  sich  wie  vorher: 

FGiDB^  R(FGB) :  R(DBB). 

$•  S.  Znsi^tz.  Zieht  man  aus  einem  Punkte  O  (Taf.ViI. 
Fig.  3.)  vier,  eine  gerade  Linie  in  den  Punkten  A^  B,  C,  D  durch« 
schneidende,  gerade  Linien^  so  verhalten  sich  die  Producte  je 
zweier  dieser  Linien  wie  die  Radien  der  um  die  zusammengeho- 
readen  Lioieo  beschriebenen  Kreise,  d.  h. 

L    OAxOB:ODxOC=RiOAB)iß(ODC),    ' 

IL    OAxOC;ODxOB  =  R{OAC):RiODB), 

III.    OAxODi  OBx OC==R(OAD) : R(OBC). 

Denn  es  ist  filr  die  unter  I.  aufgestellte  Proportion:  ^ 

OA'.OD^R(OAB)iR(ODB)  } 

OB.OC^R(ODBjiR{ODC) 


j(§;l.); 


OAXOB:  OÜX  0C=  R{OAB)iR{OÜC). 

•  • 

In  gleicher  Weisa  erglebt  sieb  cUe  Rich%kctt  Ö6f  «nter  IL 
and  III.  aufgestellten  Proportionen. 

Anmerkung.  VennltCelst  der  abl|^en  Lehraaiies  eollen  zn- 
näcbst  (§.&-^§  12.)  einige  sieb  leicbt  ergebende  Eigea- 
schaften  des  Dreiecks  unter  der  Form  Ton  Zositieo 
nachgewiesen  werden. 

(.6.  Znisatz.  Theilt  in  einem  Dreiecke  ABC  (Taf.VII. 
Vlg.4.)  die  Transversale  AD  de»  Winkel  BAC  in  «wei  gleiche 
liktile,  «0  verhält  sieb  ABiACzz:BJDiCD.  Denn  «ind  O  uad  P 
dib  SihteJpiinkte  der  »m  i^ABD  unii  l^ACI}  gelef^ten  Kreise,  so 
ist,  wenn  man  die  Bedien  OB.  OD  und  PD,  PC  sieht,  der 
Winkel  BOD  =  2ßAD  =  2DAC  =  DPC.  Folglich  rini  sech 
die  beiden  gleicb^cbeakligen  Dreiecke  ßOD  und  DPC  ähntieb. 
Nun  ist 

AB:AC=iOB:PD  (§1.)  ^BDiDC. 

§.7.  Zusatz.  Umgekehrt;  schneidet  di^  Transversale  ÄÜ 
(Taf.VII.  Fig.  4.)  die  Seite  BC  des  Dreieckes  ABC  so,  dass  sich 
4BiAC=^BiD'.DC  verhält,  so  ist  aqoh  BAD^DAG  Denn 
üind  O  wd  P  die  Mittelpunkte  der  «m  ^ABD.md  ^ACD  gi- 
iQgten  Kreise,  so  ist  ABiACzzzODiPC  (§.  1.);  und  folgUcb  «seh 
BOiiDQ^  QDiPC^  OßiPp.  D;»  nun  hifsrnael^  ^OßD 
(yo^PDC,  so  ist  auch  der  Winkel  BOD^DPC.  hUo  siid 
auch  die  diesen  Centriwinkeln  zugehörigen  Peripheriewinkel  BAD 
und  DAC  gleich.  * 

'  9.  a  Zusatz.  Es  theife  die  Transversale  ^Z>  (Taf.VDL 
Ftg.  5.)  den 'Aussen  Winkel  FAB  des  Dreiecks  ABC  in  ziret 
gleiche  Tbeile.'  Sind  nun  O  uhd  P  die  Mittelpunkte  der  nra 
iiABD  htiä  ^ACD  gelegten  Kreise,  so  ist,  wenn  man  die  Ra- 
dien OB,  OD  und  PC,  PA,  PD  zieht,  der  Winkel  BOD=SBAD 

^^DAF:^UAC  +  2ACD  =  (;:PA*APJf:rrCPJi^    Folglich  ist 
auch  AfiOJ0cv)AC/>i>.    Nun  ist 

AB:AC=^Oß:PC=BD:CD. 

§.9.  Zusatz.  Umgekehrt,  schneidet  bei  einem  Dreiecke 
ilAC  (Taf.VIIf.  Fig^5.)  die  Transversale  AD  dhf  Vtflnrig^Mfi 
der  Seite  BC  so,  d^ssk  ^vch  Afi  \4C:^  DB  ii^f:  verhalt,  so  theilt 
die  Transversale  ,Ap  den  Aussenwinkel  FAB  in  zwei  gleiche 
Tbeile.    Denn  sind  ^O  nod' P  d»»^MHlelp«BMb:'^  um  ^  ABD 


mui  ^te$Mmk  immndmi$  M  4er  TrmuterjMmkArt,         JgK 

«9d  Ar4CA  gelegen  Krfjs«,  «a  ?erb&K  4Mch  «iic|»  4lfiAC 
=  08:PC=0D:PD^BD:CD;  folglich  ist AÄODcvACPX^ 
und  daher  ancb  der  Winkel  BOD=  CPD.  Nun  ist  aber  AOD 
^2BAD  ond  CPD:=iWI>A^'tDCÄ=^FAD\  bXso  BAD=zFAD. 

$.  10.  Zusatz.  Es  theile  die  Transversale  AD  (Taf-VIII. 
Fig.  6.)  die  Seite  JSC  de^.M^r^l^chs  4ßC  W  zwei  gleiche  Theile. 
Sind  Dan  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  ^^£Z>und  ^ACD 
geiegkivKreiiie;  «o  ist  auch,  weiiB  a«n.  Ofi  X  i(i>  tiod  PNXCB 
BlUir  GDxOC>    Nun   verbalt  skh 

^.>    -^     ^^  ß^     ÖZ)   P(i     HC  GD 
AB.AC^OD.PC=j^^jj^^j^^jyg. 

FMet  man  imn  O/X-^C^ond  DK±AB,  so  ist,  da  der  Winkel 
HPCssilAD,  fcueh  ^HPCco^lAD  o6d  ebenso  \  OÖD 
c^KAD.    A\w9  ist  auch 

/>6'  "*  31)     ""^      OX)  ""  4/> 


I»».     ,»  ii 


Substitoirt  man   diese  Ausdrficke    in    die   vorher  gefundene  Pro- 
portiooy    8o  erhält  man    nach  Wegwerfong  der  beiden   gleichen 

Neoner: 

A6:4C=zJ)I:QK*). 

$.  II.  Zosota.  Umg«kehftk  \»t  in  latpem  Dreiecke  ABC 
(Taf.VlII.  Fig.  6.)  die  Transversale  AD  so  gezogen,  dass,  wenn 
iQfui  an»  JDi  w(  di^  $^ler»  4B  ood  AC  did  ältnkrecblen  DM  und 
()/  (aliftt  eich  die  genanoteo.  Seiten  wie  umgektiivt  dilAsfi  jSedst 
rechten  irerhalte««  s^  ist  «qf¥  di»  Seile  BC  im  Puiildte.l>  in  ewei 
gleiche  Theile  g^tbeUt»  Penn  nachdem  di»  nlmliclH»  Ooosimctioo 
wie  im  §.  10.  vollzogen  ist,  hat  man  zunachrit  AB:AC=ODiPC; 
und  also  gemlas  der  Voraussetzuag: 

/ifi  o/wni  ni?      ^'    ^*       ^^   ^^       ÖD    PC. 


« 1 


nnd  demzufolge  ist  GD^HC^  also  aqqh  J?/?=/>C       4   : 

$.12;    2ii«ati^.    Es  sef  )ii  d^n^  Dr^eke  J^C  (Täf.  VII: 

Fig.  4.)  die  Hohe  AE  gezogen.     Nun  ist  zunächst 

AB:AC=:R(ABC) :  R(AEC). 
Da  000  ilJCü  ein   rechter  Winket   ist,  so  liegt  der    Mitt'e^unkt 

*)  oder  tvigon«t#elriHhi:i0liiPt«utefii€j4iBMft. 


33ß  RMmp:    Sin  neuer  Leknan  der  Geometrie 

des  am  ^AEC  besehriebenen  Kretsee  in  ACs  und  folgücb  M 
RiAEC)=^\AC,  mA  demnach 

ABiAE=R{ABOi\AC, 

aUo  auch 

\ABxAC—AExR{ABCi. 

d.  b.  daa  balbe  Recbtock  an«  xwei  Seiten  eines  Dretesks  Ist  den 
Recbtecke  gleicb,  welcbes  ans  der  anf  die  dritte  Dreiecluseite 
gefkliten  Hsbe  und  dem  Radius  des  ^dem  Dreiecke  umscbriebenen 
Kreises  construirt  wird. 

$.13.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  ABC 
(Taf.VIII.  Fig.  7.)  aus  einem  Eckpunkte  A  su  der  gegenCberlie- 
genden  Seite  (Taf.VIII.  Fig.  7.a.),  oder  zu  der  Verlängerang  der- 
selben (Taf.VIll.  Fig.7.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE  so, 
dass  diese  mit  den  Seiten  AB  und  ilC  gleiche  Winkel  bilden; 
so  finden  folgende  Proportionen  Statt: 

I.  AßxAD:ACxAE=BD:CE, 

11.  ABxAE:ACxAD=:iBE:CD, 

III.  AB^:AC^=BDxBE:CDxCE, 

IV.  AIP:AE^=zDBxDC:EBxEC. 

Beweis.  I.  Zieht  man  aus  O  und  P,  den  Mittelpunkten  der 
um  ^ABD  und  ^ACE  gelegten  Kreise,  die  Radien  OB,  OD, 
sowie  PC,  PE:  so  ist  zuvörderst  BOD=äBAD=2CAE-CPE, 
und  folglich  ^BODcyc^CPE.    Nun  verhält  sich 

ABxAD'.ACxAE  =  OBiPC  (}.  6.), 

=  BD:Ci;. 

U.  Da  nach  der  Annahme  BAD=^CAE,  so  ist  auch  BAE 
=  CAD,  und  demnach  ergiebt  sich  ganz  wie  bei  I.,  wenn  mao 
die  um  ^ABE  und  ^ACD  gelegten  Kreise  benutzt,  dass 


ABxAE:ACxAD=zBE:CD. 

m.    Durch  Zusammensetzung  der  unter  I.  und  II.  enthalte- 
nen Proportionen  findet  man 

AB*.AC^z:zBDxBE:CDxCE. 
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IV.  Kehrt  man  in  der  unter  IL  aufgestellten  Proportion  die 
Verbätnisse  um«  so  ergtebt  sich  durch  Zusammeosetzung  mit  .1. 

AD^:AE^=DBxDC:EBxEa 

$.  14.  Zusatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Winkel 
BAD  und  CAE  (Taf.VIIl.  Fig.  7.a.)  bis  dahin  vergrössert,  dass 
AD  mit  AE  susamraenßillt,  so  gebt  die  im  §.  13.  unter  I.  aufge* 
ftellte  Proportion  in  die  im  §.  6.  gefandeoe  ober.  Es  enthält  abo 
der  im  $•  6.  aufgestellte  Satz  nur  einen  besondern  Fall  unsere 
Lehrsatzes.  — ^  Unter  derselben  Bedingung  geht  auch  die  im  §.  13. 
mter  III.  aufgestellte  Proportion  in  die  des  §.  6.  Gber. 

J.  15.  Znsatz.  Denkt  man  sich  die  beiden  gleichen  Win* 
kel  BAD  und  CAE  (Taf-VIU.  Fig.7.b.)  bis  dahin  vergrössert, 
dass  AD  und  AE  eine  einzige  gerade  Linie  bilden:  so  werden« 
vie  man  leicht  sieht«  durch  diese  Linien  die  beiden  an  A  liegen- 
den Aussen  Winkel  des  Dreiecks  ABC  halbirt,  und  wenn  das 
Dreiedc  nicht  als  gleichschenklig,  sondern  etira  ^£<^Cange* 
nomraen  wird,  so  föllt  der  Punkt  E  nach  der  andern  Seite  des 
Dreiecks  bin  mit  D  zusammen.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber 
gehen  die  im  §.  13.  unter  I.  und  III.  aufgestellten  Proportionen  In 
die  Proportion  des  $^.8.  fiber.  Folglich  eutbSlt  der  in  §.8.  ge- 
faDdeoe  Satz  nur  einen  speziellen  Fall  des  im  §.  13.  aufgestellten 
Lehrsatzes. 

{.  16.  Lehrsatz.  Sind  bei  einem  Dreiecke  JBC(Taf.VIiI. 
F'%.  7.  a.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  AE  8o  gezogen ,  dass 
eile  der  folgenden  Proportionen,  nämlich: 

L  ABxADxACxAE=BDiCE, 

U.  ABxAE:ACxAD=zBE:CD, 

in.  AB^:AC*=BDxBEiCDxCE, 

IV.  A»iAE^—DBxDCiEBxEC     ' 

Stitt  ftndet :  so  bilden  die  genannten  Transversalen  mit  den  Drei- 
ecksseiten AB  und  AC  gleiche  Winkel. 

Beweis.  L  Es  seien  O  und  P  die  Hittelpunkte  der  um 
^ABD  und  ^ACE  gelegten  Kreise.    Da  nun 

ABxADiACxAE—BD'.CE  (Anm.), 
ABx4D:dCxAEssOß.PC(i!L). 


I 


Sa  Hump:   AH  neust  l»kr$m^  aar  SmmeM^ 

fm  ist  atnih 

BB.CE^OB,PC^ODiPE. 

Folglich  ist  A  OäBxSD  iX  PCE,  m*  mitUn  i^t  Winkel  iS 
:3:CP£.  Weil  aber  BODzzzZBAD  und  CP£=:2&4J5^  so 
auch  BAD=CAE^. 

'     11*     ErtbupreciiieiHl  wie  bei  I.  ier|^iebt  «ich,  das»  BAB^C. 
nlid  folglieh  auch  BÄD^^CAE  Ist 

HL    Gesetzt  es .  sei  nicht  BAO:^CAE^  soi^derii  BAX=^i 
so  wäre  auch 

AB^'.AC^zuBXxBE'.CXxCE  (§.  13.); 

d0  nvfi  naob  der  Anoahiae 

Am.AO^BDxBE'.CDxCE, 

s«  M^är«  a«ch 

« 

BXiCÄ^BD'.Ci}, 

alMto  «atft  bfsi  Tftf.VIII.  Fig.T.a. 

(BX^CX)i(BD+CP)s:£X,ßD. 

d.  h. 

and  bei  T«f.  VJII.  Fig.  7.  lt., 

(CX-BXy.lCI>-BD)  =  BXiBD. 
i.  b. 

BC:BC=:BX.SD, 

frelcbes  in  beiden  flillen  nnr  Statt  AA<fefl  Icabti/ireitfl  der  Put 
Z  in  2>  liegt,    üleo  ist  BAD=  GAE.     > 


\  •  r 


IV.  Nimmt  man  ^APE  alsda0.nr«|»iQngKohe  l^fieck,  al 
AB  und  AC  als  die  Transversalen  an,  so  ist  der  Beweis  scb 
unttr' IlL  gölieftrt» 

§•  17.  Znsatz.  Die  im  §.7.  und  §.9.  entbalteneo  S&tze  st 
nuf  be«oiid.ere  Fälle  des  Torstebenden  Lehrsatzes.  • 

{.  18.  Lehrsatz.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke  Aa^ 
(Taf.VIII.  Fig.  8.)'  BJi»  cfedi  Stheifel  A  ^nd^t  «dgMdberliegcnd 
Seite  (Taf.  VllL  Fig.  8.a.)  oder  zu  deren  Verlängerung  (Taf.VIl 
Fig.  8.b.)  zwei  Transversalen  AD  und  ^£^^  w-elche  von  dieser  Sei 
selbst  oder  von  ^r^A  ^eriäft|;^mi^')BWei  gleidteffttf^ 


abtekotM^tr,  dfiil  Riltot  m«n  ^ad  uns  den  Fu8spttrikt«o  d!«il«r 
Ttturrcrealen  mif  die  beiden  Andern  Drdedr^etten  die  Sehlctedi« 
tM  Dif  ond  JBiF,  so  wie  iS/'iind  l>Ift  sö  finden  fotgeode  Pro- 
portiooen  9t«tt:  '  '      ''  ' " 

I.    ABiAC   ^tittJb», 

H    ABiAC    ^DL^EK,  ! 

IIL    AB:^iAC>^Ei>i.DLiBBXEK. 

S6W«i«.    I.  Sind  O  und  P  dib  MIttetpunIcte  der  nttitk^BHi* 
und /X  24C£  gelegten  Kreiee,  «b  let,   trenn  tn^n   OFJLl}/)  iMid 
PGiEC  fallet,  in  Folge  der  Annaiiroe  f^^=C6';  und  ferner  ist, 
da  der  VVinicel  FOb  ^  BAD  \ind  OPC^  iAE,    aucfi   A  ^B 
oJ^BAOutüL^GPCoo^lAE.    Nan  IM 

ABxAb'.ACxAE=OB: PC  (§.  5.) 


§^Sgg.    i(»v«.!I  Ä*^^e«^) 


.    .  •  ••  •  I 


also  ut  aoch 


AD    AE     (wegen    der   Aelrnliciikeit    der 
VB'EI'  l>fei€cke;)  '^ 


ABiAC=j^'^=^Ei:DB. 


n.    Da  in  Folge  der  Atiitatinie  hueh  BE^CD  sein  niaas,  so 
ei]^elit  sieb  ein  dem  Vorhergehenden  ganz  entsprecli^der  JBeneis. . 

DI.    Durch  Zusammensetzung  der  unter  I;  irhd  II.  atil^fest^lf-  ' 
ten  Proportionen  ergiebt  sich  unmittelbar: 

AB^iAC^T=^ElxJ)L:DHxEK, 

Anmerkung.    Der  voretehendo Lehrsatz  \ä»»t  sich. einfacbtr  i 
,  in  feilender  Art  beweisen.    Da  BD~:^CE,.m^  let  aji^i^i  , 
^ÄBD=^ACE,   und  folglich  ABxDB^ ACxEM^,,^ 
und  demnach  AB:AC=:Ei:DB;  und  da  ebenso  Ä^^£ 
—  ^ACD,  w  M  aneh  ABxAC^DLxtUC^  ».  ^  \v\- 
1^  dem . obenr  gelieferten  Beweise  war  es  a^er  diirun.za 
thuUy  .die  Anwendbarkeit  des  im,  $•  I.  aufgestellten. Le)ir- 
satzes  nachzuweisen. 

9.  19.    Z  US  atz.    Der  im  §.  10.  nachgewiesene   Satz   enthSit 
■BT  eben  besoodern  Fall  des  vorstehend^  li«ft^att«si*'^<:'i  *  '*  ^''*'^ 

9.  90.    Leh tw^U^  «Mgel^ÄbH,* Aefei>  >lii  iM  Seite  BC  de« 
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Dreiecks  ABC  (Taf.VIlI.  Fig.8.tf.)  oder  io  deren  VeiilttgeniBg 
(Taf.VlIL  Fig,&b.)  die  beiden  Paukte  D  und  E  ao,  dass,  wenn 
DU  und.J^iK  aenkrecht  auf  AB^  di^agleicben  £/ und  Dh  aenk- 
recht  auf  AC  gelullt  werden«  eine  der  folgenden  Porportionen: 

1.    AB.AC   =EhDH, 

IL    AB.AC  .^DLiEK, 

IIL    AB^iAC^^EIxDLiDBxEK 

Statt  ,£pdet;  ao  liegen  die  Ponkte  D  und  E  von  den  Eckpuokteo 
B  und  C  gleich  weit  eotfernt,  d.  b.  ea  ist  DB=iEC 

;  beweis,  I.  Sind  O  und  P  die  Mittelpunkte  der  um  \ABD 
und  i^ACE  bescbriebenen  Kreise»  ao  ist,  w«nn  man  OF ±^BD 
und  PGXCE  fiillet,  ^OBFckj^ADH  und  ^PCGcs^^AEI; 
alao  auch 

OBiBF=ADiDH,  und  mitbin   OBxDH^^^ADxBF; 

ebenao 

PC:CG=AE:Ei,       „         ,.        PCxEl  ==  AExCG. 

Femer  iat 

ABxAD:ACxAE=s  OBiPC  (§.  5.) 

und 

AC:  AB  ==  DB:  EI  (Anra.) 

also  auch,  indem  man  beide  Proportionen  zusamroensetat  und  im 
eraten  und  zweiten  diede  aufbebt, 

AD:AE==  OBxDH:PCxEl 

=  ADx  BF:  AExCG. 

Hebt  man  nun  im  ersten  und  dritten,  desgleichen  im  zweiten  und 
vierten  Giiede  gegen  einander  auf,  ao  ergiebt  aich  BP=^  CG  und 
folglich  ist  auch  BD—CE. 

Ih    Hier  ergiebt  aich  der  Beweis,  wie  bei  1. 

UL    Geaetzt  ea  aei  nicht  DB—EC.  aondern  MB^C;  dann 
wäre  auch,  wenn  man  MQX^AB  und  JtfjRX-^C  zieht, 

AB^:AC^=Etx]IIRtMQxEK  ((•  18.); 
und  da  nach  der  Annahme 

AM^iAC^^EIxDLiDBxBK» 


{ 
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M  wire  «lieh 

MRiDLzsMQiDH, 

ilso  ein  «leigendes  Verhältniss  einem  failenden  gleich»  was  nicht 
leia  Icaui.- 


•   1 1    1  • 


$.21.  Zaeatz.  Der  im  §.  11.  enthaltene  Satx  ist  nnr  ein 
besooderef  Fall  de«  vorhergehenden. 

$.22.  JLehraati'.  Zieht  man  bei  einem  Dreiecke*  ilBC 
(Tif.VIIL  Fig.  9.a.h.c.)  aus  den  Eclcpnnlcten  A  und  C  zwei  Ttene- 
fecnlen,  welche  eich  in  einem  Punkte  O  durcbachneiden,  eo  ver- 
halt »eh 

AOxßE:  DOxAEz=^BC:DC 

Bewein.    Es  ist 

'aOiAE^R{ÄOC)iR{AEO  (§.!.). 

ß£:DO:=:R(BEC):R(DOC)  (J.  2.  oder  S-  ^1 

folglich  auch 

a)  AOxBE:AExDO=R(AOC)xR(BEC):R(AEC)xR(DOO. 

Ferner  verhUt  sich 

AC.DC=R(AOO:RiDOO  1 

r  (S-  J)i 

BC:AC=R(BEO:  R(AEC)  S  ^^    ' 
folgDch 

(n.)  BC:DC=R(AOOxR(BEC):  R{DOOxR{AEC^. 

Ans  (L)  imd  (11.)  ergieht  sieh : 

AOxBEtDOxAE=zBC:Da 

§.  23.  Znnats.  (Taf-VIII.  Fig.  9.a.)  (1.)  Halhirt  CEdie  Seite 
^  so  geht  die  obige  Proportion  Ober  In 

AOzDOtsBCiDC 

(2.)  Haihirt  AD  die  SeKe  ßd  so  geht  die  vsprfingllche 
Preportloa  flher  in 

.  AOxBE:DOxAE=:i2:l;  '' 

llMHt 

AOxBBss9DOxAE. 
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(3.)  Sind  beide  l>retec1c««eiten  durch  die  Tranateraaleo  t 
birt,  80  erhält  man 

womit  sich  der  belcannte  Satz  vom  Schwerpunkte  de»  Drefe 
heraosstellt 

§.  24.    Zusatz.    Die  im  §.23.  unter  (3.)  nacbgenriMeft* 
^enschaft  des  Dreiecics  kann  auch  unmittelbar  mit  Hölfe  von  < 
Us  |.  4.*  bewiesea  werden,    ist  nämlich  (taf.  VUL  Flg.  9.  a.) 
^Bß  liid  BDsmCD,  so  ist 

AO:AE=iR(AOC):R(AEC). 

BEiDO=R{BFXjiRiJiOCy; 
folglich  ist  auch,  indem  sich  BE  gegen  AE  aufhebt» 
(I.)     A0':DO=R(A0C)xR(BEC):RiA£C)xR(DOC). 

Nun  ist  a^ei; 

R{AOC)iR{DOC)^AC'.DC. 

•    ,    ,  ,    R{EEC)iR(AEO-BC.AC\ 

folglich  ist  auch 

(11.)    R{A0OxR{BECixR{AEC)xB(J00C^  =  BCiDC^\ 

Aus  (I.)  und  (tl.)  folgt 

ilO:DO=2:I;    d.  h.  /40=2Z>0. 

{.  2&  Zusatz.  Der  im  §.22,  aufgestellte  Ls^hrsatz  In 
auch  in  folgender  Welse  ausgedrückt  werden:  Sind  von  t^ 
Punkten  A  und  C  (Taf.VIll.  Fig.  S). a. b. c.)  je  zutii  Linien  i 
AD  und  CA,  CE  gezogen,  die  sieb  in  den  Punkten  E,  O, /), 
durchschneiden,  so  theilen  sich  diese  Linien  so,  dass  sich  verl 


,» . . 


,.     ^:^  =  4C:DC, 


und 

^^      CO  EO^^.  j*.. 


).' if • .  I    •'  .« 


Cß'lKö 


§.20.  Z  Q  s  a  t  B,  Durdi  Znsammeiiaetzi^  der  beiden  im  n 
gen  Zusätze  entbalteneo  Proportionen  ergiebt  sich  nach  einer  t 
fachen  Redaction  und  Umformung  fär  das  von  den  Tier  Liiri 
AB,  AD,  CB.  CE  gebHdetf.vdist8i|4Up  Vierseit  die  Proporfi 
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A0xC0:EOxDO:=BAxBC: Bi^:i<Bb.  ' 

^  27     Zoiiats.  Die  im  torhergeb^Dde«  ZutfMa«  Aufgtiitnimtft. 
Eigenscfaad  des  vollständigen  Vierseits  kann  ausb  utittbhSil^  Mft. 
den  Frdfceren  bios    mit    HOlfe  von   6. 1.    bis  §•  4.  nacbgewiesen 
«erdeo.    Stiebt  man  nämllcti  BO  (W.VlIf.  Fi^.Ö.a.b.c.),  ao  ist 


'> « 


AO:EO=R(AOB):R(EOB\ 
CA :  D0==R{COB):  R(DOB); 
folgTich  aocb 

a.) 

A0xCO:EOxDO=R(AOB)xR(COB) :  R(EOJi)^  tt(AÖB). 


Nna  ist  aber 

li{AOB):K(DOß)=BA:BD. 
R(POB)iR(EOB)  =  BC.BEi 

Mglich  ist  anch 

It(A0B)xR(COB):/t(^0B)xß(DOB)=ißJxBCiBExBD. 

Aqs  (I.)  and  (IL)  ergiebt  sieb 

AOxCO:BOxDO=BAxBC:BEXBB. 

{.  28.  Lebrsatz.  Durchscbneidet  eine  Linie ^2> (Taf.TIll. 
Fig.l4.a.b.)die  drei  Seiten  eines  Dreieckes  ^iB€  (iHl«r  ddfsa  Vet^ 
längemngen) ,  so  tbeilt  sie  dieselben  «o,  dass  das  Product  aus 
dm  Dicbt  an  einander  liegenden  Absebnitten  dem  Prodocte  der 
diei  ftodarn  Abscbnitte  gleicb  ist. 

Sats. 

AFx,BDx  CE = AEx^  BFx  CD. 

Beireis.    Es  ist 

AFi  CD  =  R(AFE) :  R{CDE) ,  \ 

BD:ABi^tt(BDFy:R(AFßy,  V  (J.l-*i.4); 

CE:BF^R(CDE):R(BDF);] 
folgfich 

AFxAO>üCE  t  ASXBFxCOcä  1:1 ; 

AFx  BDx  CE=  AEx  ßtx  CD. 

13* 
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f  99.  Lehrsatz.  Zieht  man  am  den  EckpooktCD  doet 
Dreieek8ilAC(Tar.VIII.Fig.ll.a.b.c.)  durch  einen  innerhalb  od« 
aoMcrhalb  desselben  liegenden  Ponkt  O  die  drei  TruMverwlM 
AD,  BE,  CF,  so  Ut 

AFxBDx  CE = AExBFx  CD. 

Beweis. 

AP:  CD=:  R(AOF) :  R^COD). 

ßD:AE=R(BOD) :  R(AOE) , 

CE.BF^  R(COE):ß(,BOF) ; 

folglieh  ist  auch 

(l)  AFxBDxCEiAExBFxCD 

=ß(A0Fp<B(BODp<R{COE)iR(A0E)xR(BOF)ixB(C0Di. 

Femer  ist 

R(,AOF)tR(BOF)=AO.BO, 

R(BOD)iRiCOD)=BO :  CO, 
R(COE)iR(AOE)  =  COtAOi 

folglich  ist  auch 

ai.)    R(AOF)xB(BOD)xR(COE)  J     ^^ 
:B(AOE)xR(BOF)xR(COD)  S 

Die  Veigleichong  von  (I.)  und  (II.)  liefert 

AFxßDxCE=AExBFxCD. 

§.  30.  Lehrsatz.  Verbindet  man  die  Fusspunkte  D»  £,  F 
der  drei  H5hen  eines  Dreieclces  i<i7C  (Taf. IX.  Fig.  12. a.b.)  mi 
einander,  so  ist  das  Prodaet  aus  diesen  drei  VerbindongslioieD 
dem  Prodocte  aas  drei  nicht  neben  einander  liegenden  Seiteoab- 
•chnitten  gleich. 

Sata. 

EFxFDxDEzsAPxBDxCE. 

4 

Beweif. 

EF:AF=zR(EFO  iR(AFO. 

FDiBDz=zR{FDJ)  iR(BDÄh 

» 

DE:  CE  s  R(DEB):  R{CEB). 
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Ol  Boo  BPC  nd  BEC  rechte  Winkel  «iod,  so  liegen  die  Ponkte 
Bf  F,  E,  C  \ü  der  Peripherie  eioee  Kreieee,  von  frelchem  BC 
dtr  Derchnesser  igt    Folglich  ist 

RiEFQ  s  R(CEB)  s  \BC. 

EbcoM  ergiebt  eich 

R(FDA)^  B(AFC)=ilAC. 

B(DEB)  =  ß(,BDA)=:\AB. 

SiAfdloIrt  nae  diese  Werthe  io  obige  Proporttonei»  ond  moMpB- 
M  tese»  eo  ergiebt  steh»  da  die  Prodocte  der  dritten  und  fierten 
Clieder  gleich  sind: 

EFxFDxDE  =  AFxBIXx  CK 

{.  31.  Lehrsats.  Zieht  man  aas  den  Eckpunkten  eines 
Dreieckes  ABC  (Tai. Till.  Fig.  H.a. b.c.)  durch  einen  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Punkt  O  Transversalen, 
weiche  die  gegenfiberliegenHen  Seiten  oder  deren  Verlingerungen 
b  den  Punkten  D,  E,  F  treffen:  so  verhftlt  sich  das  Product 
der  oberen  (d.  h.  an  den  Ecken  liegenden)  Stficke  dieser  Trans- 
fertalen  su  dem  Preducte  der  unteren  Stücke»  wie  das  Product  der 
drei  Seiten  des  Dreiecks  zu  dem  Producte  dreier  Stdcke  derselben» 
die  nicht  an  einander  liegen. 

Sats. 

A0xBOxCOiDOxEOxFO=BCxCAxABiAExBFxCD. 

9 

Beweis. 

AOzFOss  R(AOB):  R(FO£), 

B0:D0=:R(B0O :  R(DOO. 

CO  iEO  =  R(COA) :  RlEOÄ); 

folgfieb  Terbilt  eich  aocb 

(I)  AOxBOxCO'.DOxEOxFO 

''B(A0Bp<R(BOCp<RiCOA)iRiDOC]fXR(EOAp<R(FOBy 

Nmistebw 

RIAOB) :  R(EOA)  =  AB'.AE, 

RiBOQ  '.R(FOB)ssBC:BF, 

RdCOÄi'i  B(DOC)ss  CA :  CD-, 


346  Hump:    Ein  neuer  Uhrsaft  der  CeomeirU 

fplglipb  auch 

R{A  OB)x  R(BOC)  X  R(COA) :  R(DOQ  X  R(EOA)X 

=:BCxCAxAB:AExBPxCD. 

Ans  (I.)  und  (II.)  ersieht  sich 
AOxBOxCOiDOxEOxPO^BCxCAxABiAExBi 

§.  32.  Lehrsatz.  Legt  man  durch  vier  von  einem 
P  (TaC  VU.  Fi^  3.)  ausgebende  StraUeo  beliebig  awei 
JMUm  4JP  uud  ßd^  «o  bilden  die  Eqtferiiungea  der  Oorchsi 
punkte  A  und  C  von  den  Darcbschnittspunkten  B  upd  ß, 
Entfernungen  der  Durchschnittspunkte  a  und  c  von  den 
•chnittspunkten  6  und  d  gleiche  DeppelverhUtnisse,  d. 
verhält  sich 


(fi'i); 


Beweis. 

4Biah^R(AOB):K(uOb) 

CB:  cb  =  R{COB) :  R(cOb) 

folglich  verhält  sich  auch 

AB^ab  _R(AOB)     RjaOb) 
ÜB'cb-'  R(COB)  '  R{cOb) ' 

Nun  ist  aber 

k(COä)~CÖ'    ■        R{cOb)-eO'    *•*• 
folglich  ist  aach 


AB  ab_  AO  ^aO 
CB' <A  ~  CO  '  eÖ' 


(I.) 

Ebenso  ergiebt  sieb 

^.^  AD  üd      AO   ttO, 

und  demnach  ist,  indem  man  zqftieieh  die  mitttwen  Glieder 
wechselt, 

AB  AD  _ab  nd 


\ 


f.  ja  ZnmmtE.  Ist  AC  (Taf^VII.  Fig.8.)  1»'  den  Punkttfh 
ßmi  D  bannonifich  getlitilt,  d  fa.  verkittmdi  ABiCB^taAthOB, 
M  wiiri  aacli  die  Linie  «c  ii|  4ea  Paukten  fr  odcI  4  hartieiitach 
getbeüt. 

g.  34.  Zuaatz.  Die  im  $«32.  unter  (L)  vorkeiniaende  Pre- 
portioo  enthält  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  drei  von  eioem  Pankte  am^gehende  Strahlen 
OA,  OB,  OC  beliebig  zwei  gerade  Linien  AC  and  oc, 
eo  bilden  die  Entfernungen  der  Punkte  A  und  C  'von 
den  Punkten  ß  und  0,  und  die  Entfernungen  der  Pankte 
a  mid  e  von  den  Punkten  fr  und  O  gleiche  Doppelver- 
bSltnfsse,  d.h.  es  verhält  sich 

AB^^AO       aö^aö 
CB'  CO"  cb'cO' 

Einen  entsprechenden  Sata  Hefert  die  im  j.  32.  unter  (IL)  ent- 

balteoe  Proportion.  , 

«  ..1 

§.  35.  Lehrsatz.  Es  sei  bei  einem Dreieci^e  ABCC^af.lX, 
Fig.  13.)  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r»  der  des 
iDoeren  Beruhrungskreises  mit  g,  und  der  Abstand  der  MHtet* 
punkte  beider  Kresse  ^lit  d,  fertier  seieii  die  Radien  der  äussern 
BeruhroDgskreise  mit  Qi,  q^,  q^,  und  die  Abstände  ihrer /tfittel- 
paoicte  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises  entsprechend 
^^  'n  dii  d^  beawshnet;  dann  i/st  * 

L    d«  =  r*— 2r^; 

IL    di*=r»  +  2rpi; 

u«    s.     w. 

Beweis^)  VerMndet  \  man  die'.  Punkte  fand»  £1»  wo  die 
den  Dreieckswinkel  BAC  und  dessen  Nebenwinkel  B^C 


*)  Dieter  Beweis  ftimmC  mit  dem  von  mir  für  eben  deneelbeq  I^elitr 
ntt  im  27ten  Theile  des  ArchiTs  S.  35.  n.  flg.  gelieferten  in  seiner 
CniDÜtge  gans  äli«reip{  tloe  nHiere  Vergl^ichunff^,  .vir^  ofiei  sefg^, 
dut  derselbe  gerade  durch  Anwendiing  unseres  Satzes  (S*!— §.4.)  we- 
imUich  vereinfacht  ist.  —  Indem  ich  in  Betreff  de«  aar  Aafflodaag  dbr 
Mittelponlite  der  BernbrnngA|(reise  bennixten  Satzes  aaf  S.  34.  des  ge- 
aunten  Theiles  verweise,  liitte  icb  ziiglei<:h  zur  Ergänaang  der  auf 
S.33  da^lbst  aathalCeniai  Ittararisdiaii  Nacbweise  bemetlteii  an  wollen, 
dui  snch  in  C.  Adams  merkwürdigsten  Eigenschaften  des 
feradtlnigteo  Dtetaelis  %:  ^f»  ebeafafis  ein  Bewela  ftr  den  iA'l>*ra|{e 
«ta^sadaa  iiAmala  geyalart  Ist.  '  ^     .   i  .   :  1 
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.rcpi^p'  TrsBsrerttlen  deü.  oowchrielMDeB'  Kieis  dotch^efco^Hea, 
mU  9«  md  nacbt  COssfO«  :;^£0^  fcnier  £1  O^^iE^  O^^M^B; 

MO  md  O,  Ol«  O9  aad  O»  die  Mittelpmikte  der  vier  Berahrang^ 
kreise.  Fället  man  nun  OH±AB  und  legt  durch  O  und  üf ,  dcb 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  die  FG,  und  nihrt.bei  den 
übrigen  Mittelpunkten  O^,  O^»  O^  eine  entsprechende  B&Hscon- 
struction  aus:  so  ist 

I.     0a:Eß=:R{0aA):B(EB4)  (5.2.X 
d«  •b« 

folglich  Ist 

also  auch 

IL    Es  ist 

d.  h. 

^  :£Oa  =  MOi  :r  =  ilO|  :2»>; 

folglich 

2r^  =  JB0iXi<0i  =  Gi0iXF,0^=:(di+r)X(rfi— r)=<l,«-r*; 

also  auch 

ni.    Es  ist 

,  '  OtAs:JE;iA^17(O^J7t^)<«(£|Ail)  (9.4.), 
d.  h. 

Q^:EiO^=\AO^:r=AO^:2r; 

folglich 

2res=£iO^Xi<Oa=C,OjXFaO,=(€«j+r)X(dt— r)=di|«— r«; 

also  «ich 

IV.     Der  Beweis  ergiebt  sich  gans  wie  bei  DL       ti 

{.  36.    Lehrsats.    Sind  bei  einem  Dreiecke  ABC  (TwlL  11. 
Fig,  14.)  O»  Ol,  O^  O9  die  Hittelponkte  des  Innern  ond  der  i 


wmd  dn$m  JUmmUhmg  M  4er  Trmtnen&lmiltkre,  SO 

MTi  BaiAniDgskMkie»  00  ist,  wenn  omo  die  Radton  disser  Krabe 
^^9*  91»  9i>  fs»  =<l^n  Rediss  des  dem  Dreiecke  tuDscbriebenen 
Kreiie«  aber  mit  r  bezeichoet: 

I.    4^V   =  OAyxOB  xOCi 

II.    dßjV^OiilxOi^xOiC;  a.  e.  w. 

Beweis.  Man  bestiiDtae  aaf  dieselbe  Weise,  vrle  dies«  Im 
{.  35.  geschehen  ist,  für  die  vier  Berührungskreise  die  Lage  ihrer 
Mittelpunkte.  Fället  man  dann  OFJ^AB,  OD±BC,  ferner  0|Fi 
IdB,  O^Dil^BCy  o.  8.  w.,  so  ist 

I.    OF:R(OFA)=iGB:R{GBA). 
Hl 

^ilOA:=^GB:r.  (A.) 

Ferner  ist 

OD:RiODB)^OC:R(OCB), 

Dannn  €rS=GO=(;C  ist,  so  ist  anch  GB=R(OCB),  md 
denoach  geht  die  letzte  Proportion  Olffir  In 

QiiOB=OC:GB.  (B.) 

Durch  Zosammensetzung  der  beiden  Proportionen  (A.)  und  (B.) 
erhilt 


^•:iOJxOÄ=Of7:r, 

und  demnach  ist 

4(/h-0A  X  OBx  oa 

IL    In  entsprecbender  Weise  ergiebt  sich 
OiF^iR(OgFiA)=GB:R{GBA),      d.  h.    Qi:\OiA^GB:r, 
OiDi:R{OiDiB)=OiC:R(OiCB),  d.  h.    9i:iOil?=0|C:GB. 
Setit  man  abermals  beide  Proportionen  zusammen,  so  hat  man 

und  demnach 

49,«r=:OiilxO|BxO|C 

Fflr  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gbrigen  Berdlirnogskrnlse  er* 
pebt  sich  der  Satz  in  entsprechender  Weise. 

$.37.    Lehrsatz.    Sind  bei  einem  Drei^kA  ^AÜ  (Taf.  IX. 
%U.)  O,  Ol,  O^  Ob  die Mittelpuakle  des  lytt^m  uod  derius- 


ihimp:   ßtn  neuer  iekf$tU%  der  CemmetHe 

»eni  BerihruNg4kr#i0#,  so  ist,  frenn  man  die  Radien  .diteer  KveiM 
mit  f,  9]»  ^  ft,  den  Ra  'ios  dee  maechrielyeDen  Kreteea  aber  tnü 
r  bezeiclinet» 

UL    16rVa»0a0x0tt0tX0»0,; 

U.     3^     w. 


•  •« 


Beweis.  Geniftss  des  von  mir  im  27ten  Thelle  des  ArdlH« 
S.  34.  bewiesenes,  und  soeb  schon  hier  im  (.39.  und  §.36.  aoge- 
wendeteu  Satzes  ist 

GB=GO=GO^,    und    O^B^GiO^^GiO^i 

ebenso  in  entsprechender  Weise 

HC=HO=UO^.    und    H^C=H^O^=^Ui0^i 

und  ferner  dergleichen     ^ 

IA=^IO=I09,    and    l,A-liOi^ixO^. 

Fället    man    nun    aus   den   Mittelpunkten    der    ßerfihruQgsIcreiae 
auf  die  Seiten  des  Dreiecke  ABC  die  Senkrechten  OD,  OE,  OF, 
^ferner  0|Z>|,  0|£|y  0|F|,  u.  s.  fi\,  so  ist 

I.  OFiR(OFA)  =  GB:R(GBA),  d.  h.  ^:40/l  =  l00i  :r, 
OD:B(ODB)  =  HC:RiHCB).  d.  h.  q:\OB  =:lOO^:r, 
OE:R(OEC)=  tA:R(tAC).    d.h.   ^;iOC=400,:r. 

Hiernach  erj^ebt  sieb  durch  Zusammeoaeturag 

g9,%,lXiPAxOBxOCzslxOOiXQOiXOO^if^; 
lind  da  gsmäss  $.36.  OAxOBxOC^^q^,  so  ist  auch 

^>:i^«r^JXOO,xOCVxOO,:r«, 
worauf  sich  nach  gehöriger  Reduction  herausstellt: 

I0r«^?:xOP|XO0tX<'Os> 

ir.    OiFiiRiOiPiA)^  GBiR^GBA),   d.h.  Q^iOiA^iO^O  :ri 

,    O^J)tlR{OiPiB)^Bj C: Ä(/f|  CB),  d.  b.  9, : iO,  ff=iO|  O, :r; 

Ai3ts£(0|fivC)an  ^iJtJpiC^ilC),    d.h.  ^\iQ^C:a IQ^O^k^ . 


um4  (Us$en  Ammenif^  M  fier  TrauPtriaietßi^hre.         (9Q| 

Folgii^  i«t  nach,  iDdem  mao  «ugUiok  QiÄ><0i9x0iC^^h' 
setzt  ({.  36.}, 

ond  demnach 

» 

ier*pi  ^  0|  OX Ot  O^XO,  Os. 

» 

O^^t HiO^D^B)-  HC:R(jaCB),   d.h.  ^:iO»fi^iOsO  :r; 
0«£^:i2(02^sC)=/i^:i2(/|wiC).     d.h.  p^:i£^tC=;€|iOj:r; 
lud  ^o  weiter,  ent<&prechend  wie  bei  L  oder  II. 

{.  Si^  Lehrsatz  Sind  b^i  einem  Dreiecke  AßC  (Taf-IX. 
Fi^.  14.)  O,  Ol  9  O2,  O^  die  Mittelpunltte  des  innern  und  der 
io^ipero  Berfihrungaikreiiie ,  so  iat,  wea^  mftn  die  Radien  -dieser 
Kreise  m}t  q,  p|,  q^,  g^w  den  Radius  des  mascbriebf»neo  Kreises 
aber  mit  f  bezeichnet, 

1. 

(I.)  p^-.OA'xifB^oe^öAxoBxoc\cOi>too^xoat; 

p.)  9i^:0^ A>cOx BxQi C^OidXOi  »X0|  C;  <V  OX(>i  <V<^i  ^t 5 

U.      8.       W. 

II. 

(l.)  r»:iOO|X40ö,XjOÖ, 

(2.)  r>:^OiOX^O,Oj|XiOiO, 

:i=:iO|dx.^OlOaXlO|03iO|i4xOiBxOiC; 

u.     s.     w. 

III. 

(1 )     (2^)»  :  0 J  X  OÄ  X  OC  =  00|  X  00«  X  00^  :  (2r)»; 
(^)     (2^)* :  0,  ilX  Ol  fix  Ol  C=  Ol  OX  0|  OgX  Oi  0, :  (2r)«; 

u,     ^*     w. 

■ 

Beweis.  Bestimmt  man  in  derselben  Weise,  wie  im  §.36., 
^r  die  QerQbruD^kc^iSf  ^ie  Läse  ihrer  MUtelpunlcte,  so  ergiebt 
*icli,  dass,  da  GÄGi  ein  rechter  Winkel  fst\  GxG  Durchmesser 
des  mschriebenen  Kreises  und  senkrecht  auf  ^ßC  sfda  ipiua«; 


Hump:    Ein  Heuer  LeJIremtt  det  ßeameirie 

ond  diesemoach  tat  auch  GiB=zGÖ.  Auf  gleiche  Weiae  etettt 
eich  heraas»  das  HiC=zHiA  aod  IgA=liB  ist.  Fället  mao  ans 
aus  den  Mittelpualiteii  der  BerfihruDgskreise  auf  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  die  Senlcre<ihten  OD,  OE,  OF,  ferner  O^Di, 
0|£|,  0|F|,  u.  s.  w.y  so  ist 

I.  (L)  OD:OC-R(ODB):R(OAB)=^iOB:GB  =  OBiOOg, 
OE:  0A=  R(OEC):R(OAC)  =  lOC:HC=z  Od  OO^, 
OFiOB=R(OFA):R(0'BA)=lOA:IA  ^OAiOO^; 

folglich  ist  auch,  indem  OD=:0£=:OF:sq  ist, 

Q^t0Ax0Bx0C=0Ax0Bx0C—00iX0O^XOO9. 

(2.)  OiDj^:OiC=R{OiDiB):R(OtCB)=iOiB:GB  =,OiB:OiO, 
OiEi:OiA=R(OiEiC)iR(OiAC)^lOiCiHiC=  OgCzOiOp 
0iFi:OiB=iR(0iFiA):R(0iBA)=iOiA:I^A  ^O^AiOiO^; 

folglich  ist  auch 

9th0iAx0iBx0iC:=z0gAx0iBx0iC:0gOx0iO%X0i0i. 

II.    (1.)    OA:^j^\=^R(OAC):RilAC)=OH:r, 
qB :  j  g^j  =^R(OBA):R(GBA)=OI:t. 

0C:\^^^=R(0CB)iR(HCB)=:0G:r; 

folglich  Ist  aach 

OAX  OBx  OC:  OGx  OBx  Ol—  OGx  OHx  0/:r* , 
oder 
r*:\0OiXiOOtX{009^i0OiX\0O^Xi00^:0AxOBx0C. 

(20     0],Ai  j  f'j^  I  =Ä(0,ilO:Ä(/|ilC)  ^OiH^.r, 

O^B:  I  ^^^  (=Ä(0|Äil):Ä(CI»J)  =Oi#i:r, 

O^C:  \^^\=R{OiCB).R(HtCB)=OiGir; 

folglich  ist  auch 
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0^.4X0,  AXOkC:  (^  GxOt£r,xOi/i  =  Qi  Gx  0,FtX  0|/i  :r«» 

r»:  1 0,  Ox  S  Oj  0»X  4  O»  O, 
=  iOiOxiOiOtXiO,Os:0|JxOtÄxO,C 

UI.  (1.)  Aas  den  anter  I.  (1.)  aafgefubrteo  Proportionen  er« 
fiebt  flieh,    wenn  man  die  ersten  und  dritten  Verhältnisse  nimmt, 

^:OAxOBxOC=:ixOAxOBxOC:GBxilCxlA, 

oder,  indem  man  das  erste  und  dritte  Glied  mit  8  roultipllcirt  und 
(3^)*  statt  8p»  setzt,  und  femer  beachtet,  dhBS  GBz=:\00i,  HC 
=  ;00i.  /ilsiOO»  ist, 

(2^)»: OAx  OBxOC^  OAx OBx 0C:\00{X\00iX\00^. 

Vergleicht  man  diese  Proportion  mit  der  unter  II.  (1.)  gewönne- 
oeo,  so  erhält  man  nach  einer  leichten  Umänderung 

(2p)«:  Oilx  OÄX  OC=  OOi  X  00,X  OOa :(2r)«. 

(2.)  Hier  eigiebt  sich  der  Beweis  gans  nach  Analogie  von 
HL  (1.). 

{.39.  Schlnsshemerknng.  Die  vom  (.6.  bis  $.38  anf- 
gestellten  Sätze  werden  hinreichen,  um  die  mannigfaltige  Anwend- 
barkeit des  im  {.  1.  enthaltenen  Satzes  darzufhun;  und  nur  dieses 
b«iwecfct  die  vorliegende  Arbeit.  Dieserhalb  sind  auch  Sätze 
der  verschiedensten  Art  zusammengestellt,  ohne  ihren  Innern  Zu- 
•ammenhang  zu  beachten  und  ohne  darauf  zu  sehen,  ob  dieselben 
mehr  oder  minder  bekannte  Wahrheiten  enthalten;  nur  die  Art  der 
Beweise  dorfte  in  Betracht  kommen. 
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» .• 


">  -  I 


•    I  • 


ineLosang  der  Gleichungen  vom  dritten  und  trieiten 
Grade  vermittelst  desselb^a  Pmcipf« 

vo 

Herrn  Dr.  B.  Sommer 
iD  Coblans. 


I.    Die   cobische    Gleichuog. 
Setzt  man  in  der  Gleichung 

^eczaeiri'af  «o  entsteht 

and  zwar  ist  ai=2Za-i-a^  bi^3a^-{^iaa-{-b,  Cj  =ra*  +  aa*+6« +  c. 

■ 

Setzt    man    nun    :ci  =z~y  ,  so  wird  die  Gleichung  io  ;r».. . 

«a* + a^oTa*  4- fia^a  +  ^2 — Ö; 
hier  ist  <ra=a|X,  6a=:6|A^,  ea=CiA'. 

Setzt  man  endlich  ar-  =  -5 — |-,   also  asm==— — ,-,     so  wi 

arg  — 1  •      x% — I 


und  zwar  ist  nan 


*»*  +  fl«^»*  +  ^*8  +  Cj  =0, 


3+iia  — fta— ^^'fl       j,    3— IIa— i^-f-3c^ 


''» -"  TTSTfVf c^ 


,     6,= 


t  +  fls  +  «*  +  c*  ' 


'^»-i+aa+ft^  +  cii 


vitrUn  €rad$  pärmiUeisi  4nuik§H  FHäeipt.  3BI< 

Die  letsCere  Gleiehong  in  0^3    wird  niMl  eine  rein«  cabi«cbe 
GleiehoDg  werden»  wenn  113  and  63  verschwindet,  d.  h.  wenn 

S  +  ffj-^A»' — 3c^  =  0, 

3— a.  — 6a  +  3c,  =  0 

ist,  d.h.  wenn  69= 3  und  Zc^^=^a^  ist.    Drücken  wir  nun  03,  613, 
^  10  a,  A,  c  ans,  so  wird  successive 

6iX*=:3    and    3c,X«=ai, 
wiAer  • 

i^=J:Y  j-  und    a|6i=39c,; 
di«  letitere  Gleichung  enthält  kein  X  mehr  und  gibt 

oder  reducirt 

2(a«-3Ä)a=9c— 116. 

Wir  haben  daher  den  Werlli  a  so  zu  bestimmen,  dass 

9c— «16 

ist,  und  den  l\erth  i  so  zu  wählen,  dass 


46») 


Wählt  man  daher  o  und  iL  In  dieser  Art,  dann  wird  die  Glei- 
chung in  3t^  geben,  wenn  wir  nur  den  einen  Werth;  den  Ale  Ceblk 
würze!  liefert»  betrachten: 

"^»""^V  l  +  «a+4»  +  Ci' 
oder«  mit  Bertobsicliligung  der  Gleicbangen  637:3»  ic%'=SLo%\ 

^  ^      J  3"-«>  _      4 /  3-^(3a-Fa) 
^•-- V  3  +  cis  -^\  3-^A(2a+«)' 


«od  da 


ar«  +  l      A^3-fl      Mx^a)-^! 


,  > 


Sommer:    Eine  Lßikm$'4€r  eisMmigm  mmr  äHUm  mmä 
ist,  so  finil«!  sieb  w  durch  As  Gleichung 

Hx-<,)  +  l_     //3-i(3«  +  a)  ... 

i(;r-a)-l  — ""V  S  +  i(3a  +  fl)'  ^*' 

wo  «  und  1  die  ennittelteo  Werthe,  ntmlich  resp. 

haben. 

Da  die  beiden  anderen  Werthe  von  s^  durch  Hultiplicatioo 

des  erhaltenen  mit    5 entstehen,  so  ergeben  sich  diese 

gleichfalls  hieraus. 

Die  Gleichung  (&)  aeigt  unmittelbar,  dass  es  einerlei  tat«  ob 
man  den  positiven  Werth  von  l  einfährt  oder  den  negattven. 
Denn  eine  Umänderung  von  A  in  — X  gibt  in  (A): 

—  A(ar— «)  +  l  Jf  3+k(ßa  +  a) 

— i(ar  — «)— l"      V  3— A(3a+ii)' 

die  Identbch  mit  (A)  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  Jede 
der  beiden  Seiten  von  (A)  in  1  dividirt. 

IL    Die    biquadratische  Gleichung. 
Behandelt  man  in  gans  ähnlicher  Art  die  Gleichung 

indem  man  successive  ;r  =  :rt  +0,     «|  sc  -7^    und   or»  =s   ^ r 

»  x^  ^"  I 

seist,  so  wird  entsprechend: 

a^ssia  +  a,    Ai  =6a«+3o«  f  6,    Pk  =s4«»4-3aa*^86«-fe, 

dl  =  a*  +  a«*  +  6fl^  +  c«+rf; 
OssHiX,    A^£=:6iX*,    c^sciX*,    d^tsifjl« 


und 


*«-l  +  eg+4fc+CÄ+il,'    '^•-l  +  fl,+«^  +  c^+4' 


w^ifn  «f Mfef  9irMmki  ämmtm  Prineipi.  9tt 

Die  Gleicbaiig  in  x,  wird  rtai  quadVAlisch  werd«a,   weiiii  Og  und 
c,  vMvehirinden ,  d.  h.  weAii 

•  r 

oder  wenn  <£,=  !  und  0«  =  «»  ist    Dies  gibt,  io  Oi,  61,  e|,  <f| 

ansgedrffckt:    €^A*=1  und  aj|=:cii*;  dah^r  bat  man  ils=±i/ ^ 
tnd  ^*  ^  ^1^1,. 

Die  letztere  Gleicbung,  In  a,  b,  e,  d  aaagedräckt,  führt  aar 
GJeicbong 

* 

die  sich  aaf  die  cubiscbe  Gleichung 

(e*— 4a»  +  8c)a«  +  (a%  -|- 2iie  -  46> -f  lM)a« 

+  (a«c+8ai{-*4»e}a-f  aV— c*=:  0 

redacirt.     Aua  dieser  Gleichung  ist  nun  a  so  bestimmen,  1  findet 
man  daoD  ans 


i=±v*=±v 


4a -fa 


4««+3a««+2Ä«+r' 
ie  Gleichung  in  s,  wird  aber  jetit  die  Gentait  annehmen : 

«i* +  *»*«■+ 4  ÄS  0, 
oder,  &t 

^      l  +  ffa  +  6.  +  ck  +  rf,' 
TwMeiet  der  Gieiehnngen  1  ss  «{^  and  e^sro,: 

r 

•o  ist  die  Gleichung  In  ic^ : 


'I 


*/ 


t  ■ 


»  / 


1%  SMB.mm  lir  s%s»ftr  den  Weiih  .    . 

TImUXXTII.  m 


3S8  iJ^$mHw/lfß*€n  fi^S€kmr, 


»         I '  •» 


A(ar— a)— 1 

einsQsetien  braucht»   am  aus  dem  bekannten  Wertfa«  filr  m^  den 
▼OD  X  abzuleiten. 

Wir  unterlaaeeo  die  weitere  Ausfahruiig. 


£a  sei  noch  bemerkt,  dass  auch'  hier  bei  de^  ersten 
der  Casus  farreducibilis  sich  nicht  in  einen  reducibiRs  vervrandett 


1  ,    ^  V    • 


• 


I      I    .    . 


Uebangsaaf^^aben '  für  Schäler. 


>••— ' 


AncCors  D'«.  Chriatiano  Fr.  Lindman,   LecC.  Strengo •%]!■•{• 

I.  Invenire  integrale^  aequattotiis  d^f^rentiftlis 

dx'       dy      x^dx 

II.  Integrare  aeqnationem  dilTerentiaiftiih 

in.    Per  duo  puncta  data  transeunt  rectae»   quae  angalom 
=  A  efBclunt;.  invwiire  tocum,  uhi  ejusniodi  rectae  aeimutuoseeent. 

IV.    Circulus  est  datus  et  per  punctum  eztremum  diametri 
eujusdam  duetae  sunt  rectae ;  ia  fai»  iafretiienda  wixA  ejmwudi 
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pnctr,  «t^oadratMy  j^rffs  fnter  fianctaiii'  qiM^lhiVii' et  {M^lpll«- 
riam  sitae  sit  aeqoale  reetangalo«,  oojos  aiivni**lBttt8  »it  dikmetlN',' 
alteroB  ivo  dMuitia  puncti  quaeaiti  a  diemetre  ad  di|faii^<  dl«- 
netmiD  perpoDdicaiari.  v       ' 


V.  laveDire  ^  ex  aeqnattone 

o*|(Cotv^  - 1)«+  (I  — tgy.)«!  =  6«, 
(cfr.  Tom.  VlII.  praec.  pag.  335.  probl.  5.)- 

VI.  Dato    puocto   intra  angulam  rectum,   reperire    minimam 
rediD,  qaae  per  hoc  punctum  ducta   lateribus  auguli  recti  ter- 

DiDCäir. 

•  ^ 

SVL    Inveoire  valorem  quantitatis 

■ 


si  est  jr=:0. 


!»   .  .» 


VoQ  Uwni  Friedrich,  MaDn,    Praftstor  an  der  Kaotottnclial« 'in i 

Franeofeld   im  Kanton  Thargan. 


/  _ 


:  ! 


1)  Wenn  man  im  Endpuiilcte  B  der  Geraden  AB  (TjblL  IX. 
Fig.  15.)  eine  Senicrechte  errichtet,  auf  derselben  vom  Pui^te  B 
aos  ein  Stück  BC=^iAB  abträgt«  um  C  mit  einem  Radius  gleich 
CB  einen  Kreis  beschreibt,  hierauf  A  mit  C  geradlinig  verbin- 
det und  den  Abschnitt  AD  von  A  aus  auf  4^  ab.trägt:  so  ist 
bekanotlich  AB  im  Punkte  E  so  getheilt,  dass  ^^f  als  mittlere 
geometrische  Proportionale  der  Längep  BE  uniAß  erscheint. 
In  dieser  Figur  ist  aber  auch,  wenn  ihan  noch  äie  l^ehne  DB 
äeht,  der  "Winkel  CDB  die  mittlere  arithmetische  Propprtio- 
nale  zwischen  den  VPiqkeln  CBA  und  CAB. 

2)  Es  wM,  gestützt  auf  den  xuletit  erwähnten  Satz,  die  Avf* 
gäbe  gelost  werden:  „Man  kennt  das  gi^Sssere  Stück  einer  nach 
den  iUMern  und  mittlem  Verhältnisse  getheilten  Geraden,  es 
aoll  das  daxo  gehörige  kleinere  Stfick  gefunden  werden.** 

3)  Ein  Vieleck  mit  ungerader  Seitenzahl  ist  regelmässig, 
wenn  sämmtliche  Seiten  Tangenten  eines  Kreises  und  wenn 
sitnmtHche  Centriwinkel  von  übereinstimmender  Gt-ü^^e  knd. 
(Vttter  Orotriwinkel  sind  hierbei  natürlich  die  Whkel' detj^nlgen 


999  m9€0Um9: 

4)  Jede^  glelebtieitige  Vieleck  mit  ufigeratf«r  8^te«- 
saliiy  welchem  ein  Kreis  einbeschrieben  werden  fatnik/'fat  i^g«i- 
mSMig. 


MiBcellen. 


Ue4>er   eine  geometrische   Aafgabe. 

Ten  Rem  Friedrieh  Menn,   Profeesor  an  der  Rantooeschale  tu 

Praaenfeld  im  Ksntnn  Thorgsa. 

Aufgabe.  Man  kennt  von  einem  Dreieck  die  Lfinge 
einer  Seite  (sso),  die  Summe  der  beiden  anderen  Sei- 
ten (^«)  nnd  die  Hohe  auf  die  bekannte  Seite  (=:A); 
wie  kann  dasselbe  constrnirt  werden? 

dusnng.  Trage  auf  irgencl  einer  Geraden  eii|  Stfick  JM^t 
(Taf,  IX.  Fig,  16.)  auf,  suche  die  Mitte  O  Yon  JÜT  und  schoeide 
fron  O  aus  auf  JK  die  Stöcke  OA  =  OB^  la  ab.  Errichte  so- 
dann in  0  auf  JK  eine  Senkrechte  und  durchschneide  dieselbt 
liQ  Punkte  Bf  ?on  A  aus  mit  einem  Radius  =  J(X  Hieraof  be- 
schreibe man  um  0  mit  den  Halbmessern  OB  und  OJ  Kreide 
iui4  stelle  die  Geraden  Dg  Ei  und  D%E%  her,  welche  In  der  Cot* 
ferpung  h  zu  «/Al*  parallel  sind.  Die  Punkte  <ir],  (y^,  G^t,  G^,  in 
welchen  diese  Parallelen  4en  klctnereo  jener  Kreise  schneiden, 
verbinde  man  mit  O,  setze  die  Verbindungslinien  fort,  bis  der 
greise  Kreis  in  den  Punkten  Fi,  F^»  F^,  F4  ge*ehnitt»n  wtrdi 
Mid  Wie  von  den  solet«t  erwähnten  Punkten  Senkivchte  auf  JH 
Die  Penkte  Ci,  (\,  C^,  C^,  in  welchen  diese  Senhraehten  die 
Parallelen  DiEf ,  D^E^  treffen»  darf  man  dann  nnr  mit  A  nod  B 
verbinden»  um  Dreiecke  ACiB^  AC^B,  AC^B,  AC4B  yon  ve^ 
langter  Beschaffenheit  zu  erhalten. 

Beweia.  Daae  jedem  dar  gefimdenf«  Preieeke  die  MHangle 
Seite  ot4  die  vergeeohriebane  H9he  ankemBit,  gßlA  iwnitttihr 


^Mvi^^f»^  1^^^ 


MM  im  ^Mftnirtkw  kevf^r  %  Mt  flaM  iiAir,fiaif|i,9(|i  liewcisen, 
itm  m  F<4ge  4fr  ConalrvctiM  4ie  Simn^e  der  ap4efeQ.4fW#« 
l4Ci^BCi  *^  B^}  c^$  geworden  «ei. 

JedeaSUla  ist  Yennuge  der  CfftstructieD »    • 


oder  aoeli 


ferner: 


(G,  O)«  =  (ÄO)««  l4»-4««j  (2) 


CiJUxrk  (Si 


mi 


(F,0)»=i*«  (4) 

« 

MctUnir««  wtr  4ie  WfHlie  «w  (3).  G))  u»d  (4)  i«  (l>.  mi4  Imh 
uichMii  «vir  FtM  ivttcb  iV.  aoist:  A*:<r«s:(i4«-<ia^):ij*  «dw 
(ifs~A^)£r* st  «*:«»,  also  «ach; 

(Ä«— A«)«»  =  o«J5r«.  (9) 

_  #  _ 

H^  ist  offenbar  =  /Af .  üf £*.  Vermöge  der  Construction  Ut  ober 
JMssJA-^-ö  (wenn  wir  nämlicli  den  Abschnitt  ^^  mit  fr  besuch - 
nen)  ood  JA  =  |(f  —  o) «  also  JAF  s  i(i  ^  a)  f  fr.  Ebenso : 
MK^ils-i-l^ — fr;    also: 

Sabsötoiren  wir  den  Werfb  von  üf*  aus  (0)  In  (B),  so  gewin« 
nen  wir: 

Beuicboen  wir  die  Seitenlangen  ACi  und  SC|  beaiebungaweise 
doTcii  jp  und  Vy  so  ist  bekannten  planimetri^chen  Sfttaep  zufolge  i 

A»==Ä*—fr«  und  fr=— -^ *-. 

Indem  ma»  diese  Werthe  In  (7)  einsetzt  and  dann  gehörig  reihi* 
cirt,  gelangt  man  sur  Gleichung:  ^* 

Lost  man  diese  Gleichung  nach  i*  auf,  so  ergibt  sich : 

j*  =  j:*+SLry+y*  =  (a:+y)*,   folglich:    «  =  a:-fy. 

Die  Summe  der  beiden  Dreiieeksseiten  AC{  und  BCi  hat  also 
hl  Folge  nnserer  Constnietion  di»  Torgg^chriebene  GrOsse  $  in 
der  That  erbalten. 


Mit  Miiceihü. 

•  '  S'ö  dargeBtMt,  nimmt  sieh  dl^  Sache  ciemllbh*  v«M%Mt  imd 
kdh«t&ta<^kartlg  aui,  nnd  Soch  ?^t  der-  Ge JaokeDgang »  weleber 
diese  Lösung  an  die  Hand  gab,  bnehi^  irinfaeh  und  eiiileudbfeDd. 
Nachdem  nämlich  die  zwei  Eckpunkte  A  und  B  des  Di«MeckB  der 
,  Bedingung  AB  =  a  ^emäsd  hergestellt  sifki ,  handelt  es  sich  nur 
noch  um  «Gevrinnung  des  dritten  Eckpunktes  C.  Dieser  ist  an 
zwei  Bedingungen  gebunden: 

1)  von  AB  n\ftk  A  entfernt  zu  sein;  und     • 

2)  in  Beziehung  auf  die  Punkte  A  und  B  eine  Eotfemuogs- 
summe  =i'iu  haben.  *  '* 

In  Folge  der  ersten  Bedingung  muss  C  einer  der  zwei  Gerades 
angeboren,  welche  man  in  ditr  Entfetnung  h  zu  AB  ziehen  kano; 
in  Folge  der  Bedingung  2)  muss  C  ein  Punkt  vom  Umfang  der- 
jenigen Ellipse  sein,  welch«  A  und.^  zu  Brennpunkten  und  s 
zur  grossen,  mithin  ^^y^ — ia^  zur  lialben  kleinen  Axe  bat.  Die 
an  ß  gestellten  Forderungen  erftHlt  sondft  Jedei*  Ponbtv»- welcher 
dieser 'Ellfif»se  und  eineV  jcinerPaT&llelen  zugleicb  ^  aDgehOrt.  Ea 
fragt  sich  daher  nur:  wie  kann  .C  den  aufgestellten  Bedmgungen 
gemäss  gefunden  werden  ^ o  h  n  e  . ,  furaiUobes  Construiren  einer 
Ellipse?  Die  Eigenschaft  „C  soll  ein  Punkt  der  bezelchneteo 
ElTipse 'seines    lässt  sich  in  verschiedenen  Formeti  gebend  z.  ß. 

auch  in  folgender:  ''*''<' 

.     •  ,  *  *  »  , 

Wenn  man  um  O  (Mitte  von  AB)  mit  einem  Halb- 
messer =:  jf  einen  Kreis  beschreibt,  so  ist  C  s'o  gewiss 
ein  Punkt  derjenigen  Ellipse,  welche  A  und  B  so  Brenn- 
ppipktea  un^d  «,  zur  grossen. Axe  hat,  a|&  4ie  dur^b  C 
gehende  und  auf  AB  senkrecht  stehende  Gerade. sicli 
zur  halben,   durch  ,C  gebende.n  und  auf,  AB  senkrecht 

'  '  »1  >■■■■  b.    ■        ,wmm      •    0  , 

stehenden  Kreissebne  verhält,  wie  y  l$* — io'  zu  {s. 

'     0!ese  Form 'der  Bedinfgu'ng  2)  ist  es,  wetche,  zui^amraenge- 
bäliten  mit  der  Bedingung  I),  zu  obiger  Losungsweise  ttthrte. 

Aus  der  Figiit  ist  idicbt  zu  erkennen,  dass  vier  oder  zwei 
(glelchschenkeüge)  oder  kein  Dreieck  von  verlangter  Art  ersehet* 
nun*  werden,  jq  nacbdomA  kleiner  odec  gleich  Adftr  grösser  «la 

Vif«-ia«  ist 


1 1  ' 


Von   dem    Herausgeber. 

>  » • 

IVeil»  w^nif.  n^an  ^  als  constant  betrachff9,t|  allgemein 


{. 


ti  •     •         .  r»    1        I- 1    •  •••Ml       '    .    ,  I  .i;»*       j    i         \  «lifii    -  » 

/»ft    J«-y»    ^. 1       .       1 2 

I 

olgficfa  allgemeiD 


Mut 


■I    » 


-1      .    -1  . 

Keil,  w«no  man  y  als  constaat  batracbtet,  allgemein 


»•• 


/•+i_£V_y»       _        1  _L__      _2_ 

folglich  allgemein  i 


SO  ist 


1  > 


-1  -l 


Vc^eicbt  mao  dies  mit  dem  Obigen,  00  komnit  die  Gleichpii^ : 

1  —1  — X  —1 

icbglaobe  «icht»    dlMM  man  Mcbmia^vi^rstelien  «rlrd,i  frenB' 
of»,  daM'die4-  Un^iftB  iaty  und  da«ß.  .Oo«ri%ot  dea  .Ganodi 
eibeo  im  Allgemeinen  nnd  WeaeDtüchen  i^aiis  wMMß  da- 

{»Sniden  hat,    »^daaa  die  Function  .  /^^  .  ^  ^^ä    zwischen    den 

S€h  d«r  Verftnderlichen,  nämlich  wenn  x  und  y  gleichzeitig 
werden,  unendütih .  wird)*  (oi.  m.  Archiv.  ThL  XXII«  8. 414). 
g^e  nnr  fielleicht  noch  weiter,  als  jener  treffliche  Mathe» 
^)  io^enicb  gieicb  yon  vpia  herein  die  Integration,  9U|iri0ic^(S;p. 
^ea  Gr&naan  far  aiffBnlä«sig.  er.kUin«. .  Analyairen  ym^ 
eiinal  das  Integral  .    . .       ,..,./  t  .  ■    .    ,  .  \  ,  v.i.  .".i 


— 1  -I 


964  MiHtis^n. 

etwas  nlh«r.    Man  sagt»  allgemein  ist  ßlr  ein  cons^tes  x 


/ 


.  lolglicb 

und  diQs  Ist  in  der  That  so  lange  auch  gans  richtig«  sa  lange  s 
nicht  verschwindet.  Wenn  man  aber  x  =  0  setaf ,  .  so  ist  ror 
stehendes  lolegral  eigentlicfa  das  folgeodet 

also  nach  der  obigen  Formet; 

Hieraus  sieht  man  aber  schon ,  dass  es  gaoa  unzalässig  tet,  d:=:0 
zu  setzen,    weil  -    zwischen  den  Gränsen  — 1  und  -|-1  nnendiidi 

wird.  Also  die}  in  der  höheren  Anaty«ts  iberall  unT^rflcblidi 
fest  zu  haltende  Bedingung  der  Stetigkeit  nicht  mehr  ereilt  ist 
Wenn  man  nun  aber  die  zweite  Integration 

aotfftihrt/so  tSsst  man  ja  eben  a  zwischen  den  Gfftnxeii  •*-!  md 
-f  1  auch  verschwinden,  ihid  thot  also  ^was,  iraii  sich  gldeh 
von  vorirn  herein  als  onzulfissig  erwiese  bat;  und  kommt  dans 
zuletzt  Unsinn  heraus,  so  hat  man  sich  darob  gar  hiebt  zu  ver- 
wMrdern.  Was  leb  hier  gesagt  habe,  «HU  im  WeseaMelien  auch 
Cottfirof  sagen«  mid  { ch  wenigstens  glaube,  dass  er  valtheo- 

men  ftecht  hat.  Man  entwickele  doch  /  ^  =  A  y~"^dy  aach 
einmal  auf  gew5hnUeh#  Weise,  so  kommt 

Also  nichts  als  WlderspfClelMt  iMd  wet  also  das  6«s«f»  dermis- 
tigkteit  Ji^nmb  irerMzt,  begeht.  Im  allgemeinen  wralg*t#ni^ 
Immer  Unsinn,  hat  wenigstens  immer  ZwelM'lii  dl«  erililfkraeo 
Resultate  zu  setzen  und  dieselben  eher  besonderen  Untersnchnsg 
so  unterwerfen.    SapUnH»  s^tl  6. 
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EDtwickluiig  der  Torzuglichsten  Eigenschaften  einiger  mit 
den  goniometrischen  zunächst  verwandten  Functionen. 


Ton 

Herrn  Professor  Knar 

io  Grats. 


Es  iai  Iftngst  ab  Tbatsache  anerkannt,  dass  diejenigen  Rech« 
nongsoperationen ,  welche  aich  auf  dem  gewuhnlicben ,  vom  ein- 
ftdieren    lam    mehr  zusammengesetzten    fortschreitenden,    Ent- 
wtcklongsgange  der  Arithmetik  ergeben,   fSr  das  Bedfirfniss  der 
Mathematik  in  ihrer  gegenwärtigen  Aasdehnong  nicht  als  genügend 
betrachtet  werden  kGnnen.     Dadurch  hat  sich  von  Zeit  zu  Zeit 
die  Nothfrendigkeit  herausgestellt ,  noch  andere  Functionsforroen 
als  eelbstSodig  in  die  Wissenschaft  aufzunehmen»  deren   Unent- 
I»e1iriichkeit  oder  wenigstens  Nützlichkeit  in  wirklich  vorgekomme- 
nen Fällen  durch   die  Erfahrung   gelehrt   wurde.     Hiebe!   ist  es 
kitht  begreiflich,  dass  man  nicht  immer  gleich  anfangs  im  Stande 
^r,  den  ganzen  Umfang  der  Anwendbarkeit  solcher  neuer  Punc- 
ttonen  lu  Gberschaoen,  da  dieselben  bei  der  speciellen  Veranlas- 
nng  ihrer  Einführung    nicht  sogleich    in   ihrer   einfachsten    und 
iHgemeinsten  Gestalt  auftraten,  und  man  zuweilen  auch  erst  später 
ftft  Art  ihres  Zusammenhanges  mit  anderen    bereits  vorher  be- 
kittDteo  Fvnctionen  einsah,  um  ihnen  demgemftss  ihren  gebfihren« 
^  systematischen  Platz  in  der  Wissenschaft  anweisen  zu  kCnnen, 
'er  häafig  ein  ganz  anderer  ist,  als  er  sich  bei  der  historischen 
Intwiddung  ergeben  bat 

TkeUXXYII.  25 
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Vorzfiglich  taaglich  sor  gcmeinschaftlicben  Ableitaog  neuer 
Dothwendiger  oder  doch  sehr  ofitzlicher  Formen  zeigt  sich  die 
sogenannte  Exponentialreihe  f'Gr  e*,  weil  eich  aus  ihr  mehrere 
der  wichtigsten  Functionen  leicht  und  ungezwungen  bilden  eod 
auf  solche  Art  unter  einander  In  Verbindung  bringen  lassen,  derea 
erstes  Erscheinen  in  der  Wissenschaft  auf  ganz  verschiedeDeo 
Wegen  in  der  Wirklichkeit  erfolgte.  Hieher  gehurt  s.  B.  dj« 
Function 


e^r-r 


aus  welcher  die  Bern oullTschen  Zahlen  mit  ihren  mannigfaitigeo 
Anwendungen  bei  den  goniometrischen  Functionen  und  der  »Sam- 
mirung  verschiedener  Reihen  entspringen ;  hieher  kann  femer  der 
Soldoer'scbe  lotegrallogarithmus  gerechnet  werden;  eben  «o 
die  schon  von  Lambert  empfohlenen ,  dann  von  Gndermaon 
neuerdings  vorgeschlagenen  hyperbolischen  Functionen»  die  freilich 
die  allgemeine  Anerkennung  als  selbständige  Functionen  bisher 
noch  nicht  zu  erringen  vermochten,  ungeachtet  ihre  Nützlichkeit 
in  vielen  Fällen  nicht  geläugnet  werden  kann;  endlich  mfissefl 
hieher  vorzugsweise  die  goniometrischen  Functionen  gezählt  wer- 
den »  deren  Benennung  schon  hinlänglich  zeigt,  zu  welchem  spe- 
ciellen  Bedarfe  sie  zuerst  aufgefunden  und  angewendet  worden, 
deren  wirkliche  Cnentbebriicbkeit  in  allen  Zweigen  der  Hathenutik 
es  jedoch  ganz  unerlässlicb  macht,  sie  nicht  bloss  als  geome(ri«cbe, 
sondern  als  allgemeine  analytische  Functionsformen  zu  betrachten 
und  dieser  Anschauungsweise  gemäss  zu  bebandeln. 

Es  ist  kein  Grund  vorhanden  au  der  Vermqthung.  mit  de« 
eben  aufgezählten  nach  und  nach  zum  Vorschein  gekoromenea 
Functionen  müsse  die  Anaahl  der  aus  der  Exponentialreihe  eot- 
springenden  neuen  Formen  als  vollkommen  al^eschlossen  ange- 
sehen werden,  vielmehr  wird  man  schwerlich  in  der  Erwartoqg 
sich  getäuscht  finden,  dass  an  dieselben  noch  manche  andere  ofits- 
liehe  Form,  besonders  zum  Behufe  der  Integralrechnung,  sieb  i 
M'chliessen  dürfte,  welche  ans  der  nähmlichen  Quelle  abgeleitet 
werden  kann  und  zugleich  eine  hinlängliche  Menge  eigeothin, 
lieber  ihr  zugehörigen  Eigenschaften  besitzt,  um  eine  abgesonderte 
Behandlung  als  selbständige  Function  nothwendig  zu  aachea* 
Bereits  vor  längerer  Zeit  hat  Louis  Oll  vier  Un  2.  Bande  vM 
Crelle's  Journal  f.  r.  u*  a.  Mathematik  gezeigt,  dass  H^ 
Summen  aller  ohne  Ende  fortlaufenden  Reiben,  die  a«s  dem  >ll' 
gemeinen  Gliede 


1.2.3....(ni-|-m) 
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fir  f  =  0,  I«  2,  3,  Q.  s.  f.  entopringen^  roogen  die  Glieder  durch- 
gängig mit  gleichen  oder  mit  abwechselnden  Zeichen  genommen 
«erden,  bei  allen  ganzen  und  additiven  Werthen  von  n  und  m  durch 
Exponeotialgrussen  ausgedrCIckt  werden  kGnnen,  und  diese  Aus- 
drucke, als  selbstSndige  Functionen  betrachtet»  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzen,  wie  die  Sinus  und  Cosinus,  die  freilich  eben- 
^fls  zn  denselben  geboren.  Olivier  hat  dabei  vorzüglicb  den 
Fall  vor  Augen  gehabt,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  und  als  Beispiel 
iDsbesoDdere  n  =  3  angenommen.  Neuerlich  hat  Hellwig  im 
21. Bande  von  Grnnert's  Archiv  ffir  Mathematik  und  Phy- 
•ik  diesen  Gegenstand  einer  allgemein  gehaltenen  Betrachtung 
mterzogen,  sich  aber  als  besondere  Beispiele  ebenfalls  auf  die 
U»6tik  Fälle  ffi  =  2  und  ii;=3  beschränkt.  Allein  nicht  diese 
allgemeinen  Ableitungen«  sondern  nur  eine  genaue  Untersuchung 
der  einzelnen  Fälle  vermag  zu  zeigen,  ob  die  dabei  sich  erge. 
benden  Functionen  irgend  einen  wirklichen  Nutzen  zu  gewähren 
im  Stande  sind  und  ob  sie  zugleich  eine  so  scharf  ausgeprägte 
Eigeothurolicbkeit  besitzen,  um  ihre  Einführung  als  selbständige 
Fooctionen  dadurch  zu  rechtfertigen.  Bei  der  Vornahme  einer 
M{chen  Untersuchung  drängt  sich  der  Fall  n  =  4  zuerst  auf,  weil 
offenbar  die  ans  dieser  Annahme  entstehenden  Functionen,  be- 
sonders wenn  di^  Glieder  der  Reiben  mit  abwechselnden  Zei- 
chen genommen  werden,  die  nächste  Verwandtschaft  mit  den 
gonioroetrischen  haben  mfissen,  da  sie  aus  diesen  letzteren  gerade 
80  entspringend  gedacht  werden  können,  wie  eben  diese  aus  der 
Exponential reihe  hervorgehen.  Ich  habe  mir  desshalb  im  Nach- 
«tebenden  die  Aufgabe  zur  Lfisuug  vorgelegt,  die  eben  ange- 
deatete  besondere  Art  der  Functionen  genauer  zu 
untersuchen,  ihre  vorzGgtichsten  Eigenschaften  zu 
entwickeln  und  die  ungemein  grosse  Mannigfaltigkeit 
QndEigenthflmlichkeit  derselben  nachzuweisen.  Riebei 
mM  auf  die  allgemeinen  von  Olivier  und  Hellwig  angewende* 
ten  Herfeitnngen  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden,  son- 
dern nur  die  überall  klar  hervortretende  Analogie  mit  d6n  gonlo- 
metrischen  Fonctionen  gleichsam  als  Leitfaden  dienen.  Vielleicht 
gefingt  es  mir  auf  solche  Art  die  Aufmerksamkeit  anderer  Mathe- 
matikverstlndigen  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenken,  die  dann  ohne 
Zweifel  im  Stande  sein  werden,  durch  tieferes^  Eingehen  In  manche 
hier  nur  kurz  berührte  oder  ganz  mit  Stillschweigen  übergangene 
Dntersuchung  noch  andere  mehr  verborgene  Eigenschaften  dieser 
Fonctionen  zn  entdecken,  und  dadurch  zugleich  den  Umfang  ihrer 
AB«ren4b«rfcell  vielleicht  nicht  unt>eträchtllch  zu  erweitem. 
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§2. 

Betrachten  wir  die  Summen  der  vier  nachstehenden  ohoe  Ende 
fortlaufenden  Reihen,  deren  Glieder  zu  einfachen  ßildungsgesetzen 
folgen >  um  dieselben  durch  Beifügung  der  sogenannten  allgemei- 
nen Glieder  noch  mehr  hervorheben  zu  müssen,  als  selbständige 
Functionen  von  Xf  deren  Eigenschaften  und  Znsammenhang  mit 
anderen  bereits  bekannten  Functionen  erst  nachgewiesen  werden 
sollen  9  und  bezeichnen  dieselben  durch  ^x,  %Xf  ifix«  £a;  derge- 
stalt, dass 

tpx  —  l  -"41  +  8!""  121+ 16!  ■" 

X^-  1  -"61  +  9!""T3l  +  171""  •'•' 
*^""2""6!  +  10!""  141+  18!""  '  •' 

«•8        ^1        ^11        M.15        4*1^ 

^  «■>»«'  «Cr  «Cr  «•> 

**=  3!""7!  +  iri'"l5i  +  T9!""-"* 

sein  soll.  Die  Functionftzeichen  9,  %»  tf;,  |  werden  hier  niemals 
in  einer  anderen,  als  der  eben  festgesetzten  Bedeutung  gebraucht 
werden,  desshalb  reichen  sie  vollkommen  hin  zur  Unterscheidung 
dieser  Functionen  sowohl  unter  einander»  als  auch  von  allen  an- 
deren, ohne  dass  es  zu  diesem  Zwecke  der  Einführung  besonderer 
Namen  für  dieselben  bedarf.  Nur  in  dem  Falle,  wenn  man  die  vier 
obigen  Functionen  zusammengenommen  zu  bezeichnen  wQ nacht, 
durfte  ^  der  Kürze  und  Deutlichkeit  des  Ausdruckes  wegen  an- 
gemessen erscheinen,  sie  mit  einer  eigenen  gemeinscbafllicbeD 
Benennung  zu  belegen.  Ich  schlage  biezu  f3r  dieselben  den  Na- 
men „hypercyclische  Functionen"  vor,  dessen  ich  mich 
künftighin  stets  bedienen  werde.  Ich  muss  jedoch  aasdrGcldicb 
bemerken,  dass  durch  diese  Benennung  durchaus  keine  Verbin- 
dung jener  Functionen  mit  dem  Kreise,  sondern  nur  ibre  Ver^ 
wandtschaft  mit  den  goniometrischen  oder  cyclischeo  Functionen 
angedeutet  werden  soll. 


§.  3. 

Einige  Eigenschaften  der  hypercycllschen  Functionen  trgAem 
sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Glieder  in  den  Reihen  des  {.  8. 
durch  so  hSchst  einfache  Betrachtungen,  dass  es  ganz  ilberfljteaig 
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letn  würde»  sie  erst  omständlich  ableiten  und  begründen  sq  wollen. 
Diese  Eigenschaften  aollen  daher  hier  nur  kurz  angefahrt  werden. 
Sie  besteheo  in  folgenden: 

L    Fflr  Ä  =  o  ist  90  =  1»  3(0  =  0»  *0  =  0»  l0=0- 
3.    Ferner  findet  man 

and 

wo  t  das  bekannte  Zeichen  ftr  V  — 1  ist. 

S.  Die  Reihen  des  $.  2.  sind  für  jeden  beliebigen  wie  im- 
mer grossen  Werth  von  a  convergeot  und  daher  die 
hypercyclischen  Functionen  beständig  stetig,  so  dass 
eine  Onterbrechung  der  Stetigkeit  bei  ihnen  niemals  Statt 
findet.  Diese  gilt  nicht  bloss  für  reelle,  sondern  auch  ßlr 
beliebige  imaginäre  oder  compleze  Werthe  von  x. 

L  Die  Convergena  jener  Reihen  wird  nicht  aufgehobesj  wenn 
man  sämmtliche  Glieder  anstatt  der  abwechselnden 
dnrcbgängig  mit  einerlei  Vorzetcben  behaftet  sich  vor- 
stellt. Es  gelten  daher  hier  alle  Gesetze,  welche  ftir 
von  solcher  Besehaffenheit  erwiesen  sind. 


6.  Wird  X  so  angenommen,  dass  In  einer  der  Reihen  des 
§,  2.  irgend  ein  Glied  grösser  ist,  als  das  nächstfolgende 
der  nähmlichen  Reihe,  so  muss  auch  sowohl  in  dieser 
als  in  jeder  der  drei  übrigen  Reihen  jedes  andere  Glied, 
in  welchem  der  Exponent  von  x  grösser  ist  als  in  dem . 
zuerst  betracliteten,  gleichfalls  grösser  sein,  als  das  zu- 
nächst darauf  folgende  Glied  derselben  Reihe. 

6.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  jeden  Werth  von  x, 
fGr  welchen  das  erste  Glied  in  einer  der  Reihen  des  §.  2. 
grösser  ist  als  das  zunächst  daraus  folgende,  auch  das 
dritte  grösser  als  das  vierte  und  so  ferner  jedes 
additive  Glied  der  Reihe  grösser  als  das  nächste  sub. 
tractive,  und  folglich  die  Summe  der  ganzen  Reibe 
oder  die  hypercyclische  Function  notb wendig  additiv  sein 
müsse.  Desshalb  hat  jede  hypercyclische  Function  für 
hinlänglich  kleine  x  stets  einen  additiven  Werth  und  bleibt 
auch  ununterbrochen  additiv  wenigstens  so  lange,  bis  das 
erste  Glied  der  entsprechenden  Reihe  dem  zweiten  gleich 
wird,  folglich  wenigstens 
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X* 


g>x  so  lange,  bU  1=  vf  oder   jr  =  t/24=%21336.... 


o?* 


XX  «o  lange,  bU  ^  =  -^1   oder   0?=  Vl*20.=  3,3(Ky/5J 
if;a:  so  lange,  Uit*  ^  =  -^.-  liNier  x  =  V360=:  4,35588. 


a:'      a;'' 


£ar  so  lange,  bis  ^  =  ^   oder  x=:  ^840= 5,38366. 

wird. 

7.  Die  Reihen  des  §.  2,  con vergiren  fiir  kleine  Wertbe  v 
sehr  rasch.  Die  Abnahme  der  Glieder  beginntsc 
bei  den  ersten  derselben«  sobald  x  die  eben  angeg' 
uen  Gränzen  nicht  übersteigt ;  för  grossere  W«rtfaerc 
tritt  die  Abnahme  erst  bei  späteren  Gliedern  ein 
zwar  bei  desto  späteren,  je  mehr  x  zunimmt.  Jene  Rei 
sind  daher  nur  dann  zur  bequemen  Berechnung  der  fay] 
cydiscben  Functionen  geeigneti  wenn  x  die  obigen  61 
zen  nicht  bedeutend  übertrifft,  für  beträchtlich  grusi 
Wertbe  von  x  hingegen  müssen  andere  HilCsisitlel  aiu 
sucht  werden,  um  auch  in  solchen  Fällen  die  Berechoi 
mit  möglichster  Bequemlichkeit  ausfuhren  %u  fcoonen. 


i.  4. 

Die  Wertbe  der  hypercyclischen  Functionen  lassen  sieb  ol 
Schwierigkeit  durch  die  Sinus  und  Cosinus  imaginärer  B 
gen   ausdrücken.     Bezeichnen    wir   zu   diesem  Zwecke  dorci 


einen  der  4  imaginären  Wertbe,  weiche  V  — I  haben  kaoD,  v 
zwar,  um  hiebei  eine  ganz  bestimmte  Annahme  zum  Grande  xo 
gen,  setzen  wir 

1— i 

Bei  dieser  Bedeutung  des   Zeichens   to,  welche  in  der  Fo^ 
beständig  beibehalten  wernen  soll,  ist 


wo  m  und  it  beKebig»  ganze  Zahleo  «ein  kOnoea.    Feroer  findet 
■mn  noch 

1       V2      1+t        . 

Svbsfitiiirt  man  nun  in  den  bekannten  Retfaenentwickinngen  für 
cesj?  und  sinrr  sowobi  xw  ab  aacb  aswi  anstatt  Xp  so  wird  man 
mit  geburiger  Berücksichtigung  der  eben  angesetzten  Wertbe  der 
Potensea  tob  «e  erbalten: 

MT*     ar*     i^*     «r*  (t)".*F* 

=  *+  2""«—«^  +  ^+      •+    (2n)!   +•■" 


—  I— 2  ~4I'*"  6!  +81      •••■•"      (2ir)r    ■*^"*" 
«n«r— «[^  +  ^-3j--5j-  +  •••+    (2«_1)|    +-J' 

Dnrdi  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden  Reibenpaare  fiber- 
zesgt  man  sieb  sogleicb  von  der  Ricbtigkeit  folgender  Ausdrücke: 

cos  xnv-|*co6  jrwt 
fpx  = g > 

sinjnp      sinarto»      totsinorio  -f- to sin  artet 


■»■«•^■•^ 


•      •  •      • 


cos  a7to-—>  cos  artet     tcosa:tot*--tcosjrte 
♦x= 2i = 2 ' 

_  sinaw      sinartof  _  tosinarto  -t-  tot  sin  artet 
^■""2^+     2te     "^  2 


§.  5. 

Deo  eben  gefundenen  Werthen  kann  eine  Fer&nderte»  an  fer- 
neren Ableitungen  ungemein  brauchbare  Form  gegeben  werden. 
Deoo  es  ist 

X       xi  X       xi 

folglich 
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• 


cos  jwt  =  CO«  p^ .  cos  ^  — mn  ^ .  sin^  . 

»mxw  =aln:^-co8^-cos^.sin^. 

sin««»'  =  «In  :^  •  cos  ^  +  cos;^  •  sin^- 
Diese  Werthe  in  $.  4.  substituirt  geben  nach  gehSriger  Abkarzm^: 

« 

I 

y«  =  COS^.COS;^. 

,.  1     ,    ar  m    ,     i  x      .    xi 

Wegen  eines  epSterhin  davon  su  machenden  Gebrauches  soll 
hier  noch  bemerkt  werden,  daes  durch  Addition  vod  Subtractioo 
der  beiden  AuadrOcke  fOr  xx  und  ix  folgende  Werthe  xnm  Vor- 
schein kommen: 

X  XX  X  ^d 

%x-{^lß:=V^.€xa-^. eoB  -r^  nnd  x«— fer=— iV2.co8;^-»lti— ^. 


9.  6. 

Zuweilen  erweist  es  sich  als  nOtzlich,  die  hypercyfJiseheo 
Functionen  durch  Exponentialansd rücke  darzustellen.  Dieso 
erreicht  man  sogleich,  wenn  nur  In  den  Formeln  des  $.  4.  Anstatt 
der  gonlometrischen  Functionen  die  gleicbgeltenden  ExpoDential- 
grossen  elfigeüahrt  werden.    Dadurch  indet  man: 


t0t 
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5-  7. 

Noch  lassen  sich  die  hypercyclii<chen  auch  durch  die  hyper- 
bolischen Functionen  ausdrQcIcea.  Denn  es  ist  belcanntlich, 
wenn  die  letzteren  von  den  ^leichoamigen  goniometrischen  Fun- 
ctioDen  durch  den  Gebrauch  der  grossen  Anfangsbuchstaben 
vDterschieden  werden » 

eo8ar  =  Cos:ri       und       sinjrs — iSin^n, 
folglich 

CMXw=CoBxu)i,  cosxwi=CoBXio,  sina;io  = — iSlnxwi, 

sin  xwi=.  t  Sin  xw. 

Settt  man  diese  Werthe  in  §.4.,  so  erhält  man  auf  der  Stelle: 

^x  =     l(Cos  xw  -f  Cos  xwi) , 

iSinxvoi  ,  Sin^ano      «>£  _.  ._. 

Z«  = ^^-{—^^  ^-^iSxnxw-^iSxnMii, 

i 

^x  =     Q  (Cosono— •  Cos^noi) » 

.             S\uxwi  .  {Sindne  w ,^,  .-,. 

Sar= 2j^  +— ^jjj^=  —  2(Sinarw  +  iSina?iw> 


$.  8. 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  angefthrten  Formeln 
seigen,  dass  die  hypercyclischen  Functionen  weder  durch  gonio- 
metrische  noch  durch  hyperbolische  oder  Exponentialgrossen  in 
reeller  Form  sich  darstellen  lassen,  sondern  durch  jede  dieser 
Arten  Ton  Functionen  nur  in  imaginärer  Gestalt  ausgedrflckt 
werden  koooen,  ehgleiob  aus  §.  3.  belcannt  ist»  dass  die  enteren 
fti  jeden  beliebigen,  reellen  Werth  von*  x  selbst  reell  sein 
missen.  Diess  berechtigt  su  4em  Schlüsse,  dass  die  hypercydl- 
■chen  FoDctiofien  .wirklich  eigenthümllche,  von  allen  andern 
▼orgenaoiiten' Arten' Ton  Functionen,  wesentlich  rersehitfdene^  nar 
nit  ihnen  in  einem  bestimmten  leidtt  «rkenabare»Ziwammenh«ige 
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stoheode  Zahlformen  sind.  Es  darf  jedoch  nicht  unbemeikt  bW- 
ben,  dass  durch  eine  Verbindung  der  goniometrischen  wUl 
den  hyperbolischen  Functionen  oder  den  ElxponentialgrSsseo 
die  hypercyclischen  auch  in  reeller  Form  dargestellt  werden 
krmnen.  Denn  führt  man  in  den  Werthen  des  §•  5.  anstatt  der 
Sinus  und  Cosinus  der  imaginären  Bogen  die  ElxponentialausdrtfdLt 
oder  auch  die  hyperbolischen  Functionen  ein,  so  erbilt  man : 


9a;  =  cos^. 2 =  cös^.Cos^, 

JL        —  iL  *  •L 

1     ,     X    ev«  +  e    V«       1         X    ev5— e"*Vl 

X^^^9\u;^' ä +  V2^'^'V2 2 

1  X      g^       X  1  X      ^,      X 

X     e v^ -^-^  ß    ^^  X  X 

^fX 5=  sin  ^ 2 =  «*" y^ •  S»" yä ' 


^         1    .    a:      ev«  +  c    V«       1  ar     £V«  — e    V« 

«*=y2""v5' 2 va*^^v5 2 

\  X  ^1  X  X 

Allein  diese  aus  zwei  verschiedenartigen  Fonctionen  snsam 
roengesetzten  Formen  dürften  jedenfalls  schwieriger  zu  behandeln 
sein»  als  die  einfachen  hypercyclischen  Functionen,  so  dass  mao 
schwerlich  im  allgemeinen  versuchen  wird,  diese  letzteren  auf  die 
anderen  zurflckzufäbren.  Nur  in  besonderen  Fftllen  kann  aach  die 
eben  gefundene  immerbin  bemerbenswerthe  Form  gleichfalls  voo 
JNutzen  sein. 


l  9. 

Ans  den  Gleichungen  des  §.  4  lassen  sieh  omgekebit  die 
Werthe  von  eos«i0»  eoBxnd,  sindrio»  sinjm,  so  wie  aas  des 
Gtslcbspgea  des  f  6.  die  Wartbe  der  Esponentialgriissss  ^, 
Mr*^9  e^,  er^^,  endlich  aas  §•  7.  Gosose,  Cos^m»  Simxm» 
Shkxwi  darch  die  hypercyclischen  Fanctisnen  darsleUsa.  Bim 
fadst  almlieb  aaf  diesem  Wagst 
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noxv=tp(x9-|->&r)  =  — tSinjnot»  «iiiartot=tot(2^ — i|:r)=:tSioj:io 

■  • 

Sabetitnirt  man  lo  diesen  Aaediücken  durchgängv^  x  anstatt 
I«  and  folglich  —  =  j;iot  anstatt  o?,  so  kOnnen  hiedurch  die  Werthe» 

Too  cosx,  sinx,  eosxi,  sin  ort»  e*,  e^',  e*'»  t"**,  Cosd?,  Sin:c 
Cotxi,  Sinjn  mittelst  der  hypercycliscben  Functionen  iinaginärer 
Veränderlichen   dargestellt  werden,   «renn,  man  etwa  eine  solche 
CiDfi)rmang  ^u  irgend  einem  Zwecke  braachbar  Qnden  sollte. 

■ 

§.  10. 

Die  eben  angegebenen  Wertbe  der  Exponeotialgrössen  e^*^, 
r-**,  e***,  «— *«^  fuhren  mittelst  einerjganz*  ei d fachen  Bemerkung 
zo  eben  so  leichten  als  wichtigen  Folgerungen.  Uiese  Potenzen 
«od  n&hmlich  so  beschaffen ,  dass  aus  einer  jeden  von  ihnen  die 
drei  übrigen  hergeleitet  werden  können.  Desshalb  mfissen  zwischen 
ihnen,  und  folglich,  wenn  man  an  ihre  Stelle  die  obigen  Wertbe 
setat,  auch  zwischen  den  hypercycliscben  Functionen  nothwendig 
drei  Gleichungen  vorhanden  sein,  durch  deren  Auflösung, 
wenn  sie  anders  in  einer  allgemein  auflösbaren  Form  sich  er- 
geben, an«  einer  jeden  solchen  Function  die  drei  anderen  sich  fii^- 
den  lassen  wurden. 

*  •  •  » 

filan  erhilt  diese  Gleichang^i  am  leichtesten  auf  folgende 
Welse.  Zuerst  mnUiplieirt  man  die  beiden  Wertbe  v^me^' und 
f*'*,  dann  auch  jene  van  e*^  und  e^'^  susammeo*  Daduiidk 
kommen,  wegen 

«».«-«•  =:e**»-'*  =  e®=l    und   e*»*.e-*»'=e*»'"-«»'s=«^=l, 

folgende  zwei  Gleichungen  zum  Vorscheine: 

l  =  (90:  + 1^ j:)*  —  (tax*  ""  «*fi*)*  I  . 

«0«  welchen  miin  durch' Addition  und  Subtraction  s^letch  awei 
^tt  gesuchten  Gleichungen  erhält»  nShmlich: 
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Die  dritte  noch  abg&ogige  Crleichang  ergibt  eich  aw  der  Be- 
nierkang,  daee 

Ut.    Setzt  man  hierin  anetatt  C»«  und  e»  ihre  Werthe,  ee  liat 
man  anf  der  Stelle  die  Gleichung: 

j.  11. 

Die  beiden  ersten  so  eben  gefundenen  Gleichungen  swiedicii 
den  hypercycllechen  Functionen  haben  glch,  wie  man  steht,  nicht 
bloss  in  reeller  Gestalt  ergeben,  sondern  sie  sind  auch  alge- 
braisch und  rational,  hing^en  die  dritte  jener  Gleichnnga 
ist  transcendent  und  zugleich  imaginär*  Diese  letzte  ist  nickt 
allgemein  auflösbar.  Desshalb  kann  mit  ihrer  Hilfe  auch  die 
schon  vorhin  angedeutete  Aufgabe»  nfthmlich  aus  dem  gegebencB 
Werthe  einer  hypercyclischen  Function  die  drei  ilbrigen  zu  be- 
rechnen, nicht  gelost  fr  erden.  Die  beiden  ersten  in  j.  10.  aufge- 
stellten Gleichungen  kSnnen  daher  nur  dazu  dienen,  zwei  von 
jenen  Functionen  zu  bestimmen,  wenn  die  zwei  anderen  als  be- 
kannt angenommen  werden.  Auch  die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  nicht  ohne  Schwierigkeit,  weil  sre  in  der  Regel  auf  Gleicbuo- 
gen  des  Tierten  Grades  fuhrt,  deren  Wurzeln  im  allgemeioeD 
wieder  nur  durch  imaginäre  Zahlformeo  dargestellt  werden  können. 
Nur  in  den  zwei  Fällen,  wenn  entweder  tpx  und  ^x  oder  %x  oDd 
(x  als  gegeben  angenommen  werden,  lässt  sich  die  Auflosung  der 
beiden  obigen  durch  blosse  Gleichmigen  des  zweiten  Grades  be- 
werkstelligen. Diese  beiden  FäHe  sind  es  daher  allein,  auf  wdcbe 
ich  mich  hier  beschränken  will.  Betrachtet  man  zuerst  jps  und  \^ 
als  gegeben,  so  wird  man  aus  jenen  Gleichungen  finden: 

9:r=:^V[V((l-2z*.«a:)H(X«*-l«*)*)  +  l-22*.fcr], 
^=1^V[y((l-2x*.|ar)«+(x*«-fcr^«)-l+3x«.fcrJ; 


sobald  hingegen  qu?  und   ^x  als  bekannt  angenommen   werdez» 
erhält  nwn  daraus: 

>ra»^V[V((l--9««+t*^Hi9**.tJ^~29;r-«»]. 
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KMe  Wertbe  l«Meii  sieh  ooch  in  aodere  Fonn^n  bringen, 
welche  iwar  mehr  Terwickelt  sind»  als  die  vorstehenden,  die  aber 
dennoch  in  manchen  Fällen  von  Nutzen  sein  können.  Solche  ver- 
inderte  Formen  findet  man  dadurch.  Indem  man  entweder 

^^•f^'  =  y       und        9):r  — ^a;  =  z 

oder  anch 

^^-fS^ssjf        und        x^  — £^=^z 

letit;  dann  aos  den  Gleichungen  des  $.  10.  die  Werthe  von  y  und 
i  Wstimmt  and  aus  diesen  entweder  ipx  und  iffx  oder  %z  und  £ar 
ableitet  Die  Resultate  dieser  Rechnung,  die  zu  einfach  ist,  um 
m  umatfindllche  Auseinandersetzung  zu  erfordern,  sind  im  er- 
ittn  Falle: 

— i  V  [V  «1 -2xj:- go:)«  +  (2^:«- lo:«)«) -x*H  &r^ ; 

Qod  im  zweiten  Falle: 

X»=     IV  [V  (0  — SPa:"  +  ^Ä«)«  +  4^a:«.'^a:«)  +  l— ipj?«+tf)ar«] 
+  IV  [V  ((1  —  <pa^+Mfx^'^  +  iyar« .  HfX^  —  1  F  tpx^-^^Jt*] , 

i»=     iV[V  ((1  — 9dr»  +  ^d?*)«  +  49.i:*.  -^x")  + 1—9*"  +  t/;jr*] 
—  iVLV  ((1  —  SWf* +  *«*)* +  49J?«.^ar«)  —  l  +g)a?«-i|;x*]. 


$.  12. 

MU  Bllfe  der  eben  aufgestellten  Formehi  kann  die  dritte 
^  i'  10.  gefundene  Gleichung  dergestalt  abgefindert  werden,  dass 
iW  nicht  die  sämmtlichen  hypercyclischen  Functionen  enthalte, 
Modem  nur  zwei  derselben  und  zwar  entweder  q>j:  und  t^**oder 
1*  vnd  {a;.  Es  bedarf  dazu  eigentlich  nichts  weiter,  als  in  jener 
Gleichung  anstatt  der  zwei  wegzuschaifendeii  Functionen  ihre 
Berthe  aus  j.  11.  zu  substituiren.  Allein  die  auf  solche  Art  un- 
ttiiteihat  aidi  ergebenden  Gleichungen  sind  flberaus  complioirt 
^hedflrfen  sehr  bedentender  Verkflrsangen,  um  auf  den  eiufadb-. 
^  Ausdruck  gebracht  zu  werden.  Zur  leichteren  Vornahme 
^«•«r  Terkflninigen  setzen  wir: 
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so  wt  Tornüfte  i,  II.: 

folglicb 


«•«»  =  — 5 
und  daher 

Anf  %\tAch9  Weis»  findet  man  auch 

Durch  Erhebung  zar  zweiten  Pot«oz  ergibt  sich  hieraus, 
man  leicht  sich  fiberzeugen  wird, 

(mjf — w£a:)*=  — A-\-Bi        und        (wyc  — wi^r)'  ^— ^— 
Mithin  ist 

v(j/c—teix  =  ±iV{A  —  B{)      und       wj«— ii)i|a:=±iV{'*+^ 

Bei  diesem  Verfahren  bleiben  die  Vorzeichen  anf  der reclil 
Seite  onentechieden.  Diesu  kann  anch  nach  der  Nalor  ^ 
Uegenstandea  nicht  anders  sein,  weil  es  dabei  offenbsriDrj 
Zeichen  ankommt,  otit  welchen  die  auf  der  rechten  ä«te  sm^ 
ziehenden  Wo^''^'»  genommen  nerdeo.  Um  nun  hier  nicbb  \ 
bestimmt  zu  lassen,  stellen  wir  uns  vor,  dass  bei  der  £nttricUi{ 
von  \'[A—Bi)  das  Vorzeichen  des  eisten  Gliedes  miljvi"! 
von  wixz-^vi^  fibereinstirome.    Daraus  Tolgt:  i 

«il*— «"13^=  +  iViA—Bti  =  /v  (1  -  tpx*  +  v-r«— Äv*  *^'- 


yht  der  anf  der  linken  Srite  beBndÜcht'  Ae^< 
jc  durch  die  l>loaee  Verlndanralr  4es  Z4lefa«ns  tm 
fc  Ober.  Ea  nnss  daher  die  nlfamltebe  VerSndfnng 
^chten  Seite  vorgenomman  irardvn,  mmI  •ohH  ist 


J 
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tp^jr— «0JS4r= — <V(^  +Ä0=— tV(l — qw?«  +  ^a^ + 'it^a? .  ipsc). 

Werden  endlich  diese  nunmehr  auch  dem  Zeichen  nach  vollt^ 
festgestellten  Werthe  in  der  dritten  Gleichung  des  §.  10»  substi- 
tsirt,  so  nimmt  dieselbe  folgende  Form  an: 

^M?-f  n(y^-f  iV(l — ^ptft*  +  ^a:*— 2t>j:.^j:) 
Gans  auf  dieselbe  Welse  findet  man  auch : 

^x —  vpx  zn  V(l  — 2%ar.  |a; — tj;**  +  i|j;*) ; 

nd  daher  durch  Substitution  dieser  Werthe  zwiscbed  den  Fiin* 
ctionen  xa?  ond  £s:  die  Gleichung: 

wi%x^w^  +  V  (1  —  Sj;«.!^:  +  tjrar* —  i^^ 


9.  13. 

Obgleich  sich,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  awisehen  den 
FoDctionen  ipx  und  ^x,  wie  auch  zwischen  %x  und  $jr,  nur  trän- 
scendente  und  zugleich  imaginäre  Gleichungen  aufstellen  lassen, 
nnteriiegt  es  doch  keiner  Schwierigkeit,  zwischen  den  nähmlichen 
FoDctlonen  Differentialgleichungen  ausfindig  zu  machen» 
die  nicht  nur  reell,  sondern  deren  üifferentialquotienten  sogar 
algebraisch  sind.  Denn  differentitrt  man  die  in  $.2.  angege- 
benes Reihen,  so  wird  man  sich  sogleich  fiberzeugen,  dass 

dwx  .         djx  dMfX  dLe 

Mt.  Durch  Mnitiplication  der  ersten  und  dritten,  dann  auch  der 
Kwetten  und  vierten  dieser  Gleichungen  erhält  man  hieraus: 

d(px  .     dipx  ,  dtx  däx 

t'-dJ-^^H^     und    ^x.-^  =  y».^, 

wd  wenn  man  In  der  ersten  von  diesen  neuen  Gleichungen  an- 
statt jfc  und  ^f  In  der  andern  aber  anstatt  ^x  und  iffx  die  Werthe 
MS  §.  11.  substituirt,  kommen  die  beiden  Differentialgleichungen 
v»  Vofschdne: 

V[V((1  —  g>a:* + 1)^4*)*  +  iipx* .  t^a:*)  +  i(px .  ^x]d(px  . 
s -^ V[V((1  ^^+  -^Ä»)»  +  4^*. ftr»)  -* 8919« if»}difx, . 


und 

V[V((I  -  2xa:.fer)«-K2««— {««)«)— H-2»r.fer]rfz« 
=  V[V((1  -a^ar.  fer)«+(7ar»~£dr«)«)  + 1  -.2x*.«*]ifejr. 

{.14. 

Diese  beiden  Differentialgleichungen  eind,  wie  eine  leichtf 
Untereuchung  zeigt»  nicht  unmittelbar  integrabel.  Auch 
dflrfte  es  schwer  sein,  bei  ihnen  die  Absonderung  der  Veränder- 
lichen SU  bewirken  oder  einen  integrirenden  Factor  ausfindig  u 
machen.  Da  aber  zirischen  den  bypercyclischen  Functionen  ^x, 
^x  und  %Xf  ix  sowohl  diese  Differentialgleichungen  als  auch  gleich- 
zeltig  die  in  {.  18.  gefundenen  Gleichungen  als  bestehend  erwie- 
•eo  sind»  so  müssen  diese  letzteren  allerdings  als  Integrale  der 
anderen  betrachtet  werden»  nur  sind  sie»  weil  sie  keine  unbe- 
stimmten Constanten  enthalten»  nicht  die  allgemeinen»  sondern 
nur  besondere  Integrale,  worin  die  Constanten  dergestalt  be- 
stimmt sind»  dass  ßlr  d;=:0  zugleich  ^^  =  1»  x^=:0»  ^=JD 
und  £rr  =  0  wird.  Wir  sind  daher  aus  dem  Vorhergehenden  be- 
rechtigt zu  schliessen»  sobald  zwischen  zwei  Veränderlichen  y  und 
s  eine  der  beiden  Differentialgleichungen 

=  -V[V((1 -»•+»•)•+ 4f*x»)  -  2yx]ifa 
oder  auch 

=  v[y  ((I  -2y*)*+Cy»-2*)«)  +  i-2yi]d* 

als  bestehend  gegeben  sein  sollte»  niflssen  hiezu  beziehungsweise 
die  Gleichungen 

oder 

als  besondere  Integrale  gehören»  unter  der  Voraussetzung»  daM 
in  der  ersten  gleichzeitig  y  =  1  und  s  =  0»  in  der  andern  hinge- 
gen y  =  0  und  z  =  0  sei. 

Auf  den  ersten  Anblick  scheint  durch  diese  Kenntnis«  eigendicb 
nichts  gewonnen  zu  sein»  da  die  aufgestellten  beiden  beson- 
deren Integralgleichungen  wegen  ihrer  trauscendenten  und  imagi- 
niren  Form  eiae  directe  AnOteong  nicht  zulassen  und  daher  keine 
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der  zifi0i  TetindkilicheB  «a«  de«  g^ebenen  W^rtb^  der  apderen 
durch  41606  filoiebiiogeo  jinaiitteibar  bertfobo^t  werden  kann»  In- 
dem wir  «htr  MNimefar  wissen»  das«  das  Verbalten  der  sfieA  Verr 
äoderlichen  y  and  z  in  dem  ersten  Gleichungspaare  dasselbe  sei« 
wie  der  beiden  hypercyclischen  Functionen  tpx  und  ipx»  in  dem 
anderen  hingegen  wie  %x  und  ^»  so  icaan  dieser  Umstand  dazn 
benutzt  werden,  um  wenigstens  auf  indirectero  Wege  die  Auf- 
l6SBt)g  der  'tfbigen  Gletcfaungen  zu  erhaiten.  Denn  nimmt  man  ^&^ 
gegebene  Veränderliche  y  oder  z  alsWerth  der  «StatspreohendeD 
hypercyclischen  Function  an,  nfthrolich  in  der  ersten  Differential- 
gleichnng  y  fär  rpx  und  z  für  '^Xy  in  der  zweiten  Gleichung 
aber  y  für  %x  und  z  fiir  |:r;  so  lässt  sich  daraus,  wie  diess  sp&- 
terhin  ausführlich  gezeigt  werden  'wird,  zuerst  der  zugehörige 
Werth  von  x  und  hieraus  femer  auch  die  andere  hypercy^Hsche 
Fonetiott  als  l^erth  der  zweiten  Verändeftieheo  besUnmien,  wo« 
durch  eben  die  Auflosung  der  Gleichung  bewerkstelliget  evscfieint 

Die  beiden  in  §.  13.  gefundenen  Differentialgleichungen  können 
doreh  Mnltiplication  mit  schicklichen  Factoren  anf  andere  zuweilen 
minder  zusammengesetzte  Formen  gebracht  werden.  So 
z.B.  erhXit  man  dai^ns,  indem  man  die  erste  mit 

vlV((l — 9»«*  +  *^*)*+  i^x^:^x^)  —  2<pa: .  ^x\ , 
die  1  weite  hing^pgen  mit 

nmitiplieirt,  4ia  iMiden  ne«eo  weit  einfadiären  DiSerentialglei- 
ehuagcs 

(1  —  g>x^  -f  "fpx^dtpx 
und 

Es  Ist  jedoch  eichtbar,  dass  durch  diese  Umwandlungen  die 
frfflier  vorhanden  gewesetie  gielchförmige  Anordnung  der  Verän- 
derlichen in  beiden  Theilen  der  Gleichungen  verloren  gegangen 
ist,  ohne  dass.  in  Bezug  auf  leichtere  Ausfahrung  der  Integration 
irgend  etwas  Wesentliches  gewonnen  wurde.  Zugleich  darf  nicht 
tttiraehen  spondsü,  dalis«  durch  selthe  Multipllcatioiie*  snweileo 
Partien llre  Aufldsungen  in  die  Differentialgleichungen  gebracht 
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werden  kSnnen,  welche  denselben  in  ihrer  fHlhereo  Fom  nidii 
Bukommen.  Das  vorstehende  Beispiel  seigt  diess  ganz  deutlich, 
•indem  den  beiden  hier  zaietzt  gefundenen  Dilerentialgleiebongeo 
die  particalären  Aaflosnngen 

1— 9«*+^«*=0       und        x^*— {ä*=0 

beziehungsweise  Genfige  leisten,  ohne  dass  dieselben  den  GM- 
cbnngen  des  {.  13.  entsprechen. 


S-  16. 

Indem  man  die  in  {.  13^  aufgestellten  Werthe  der  DifferentiaL 
quotienten  aller  hypercyclischen  Functionen  wiederholt  differeotiift, 
erhAlt  man 

d^s        dSx_             d^q>x_    d^x_  d^fpx  _    d%x_ 

Ar*  """"  dx  ^"^*»     ii?»  — ""  dx ^*'    Ar*  ""^itr  -"""^' 

d^x d(px_    ^        ^3PL^    djx  _  d*3[a?_    dipx 


Ar*  dx  '     Ar*         dx ""    ^   *    Ar*  Ar 

d^x dxx dhpx_    dq>x_  d^x_    djx  _ 

"35^—     Ar—    ^^'    Ar»-     Ar  •"""'*'  "55*'^"" Ai^""*'' 

d^jx  _    d^x_    .  d^lx_     dyc d^x  _    rfya? 

S^""     Ar—    **'     Ar»-      dx—    ^^' Ix^^    'dx^''^' 

Hieraus  ist  ersichtlich ,  dass  jede  der  vier  hypercyclischen 
Functionen  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr  vierter  Differential- 
quotient  wieder  der  ursprdnglichen  Function,  jedoch  mit  ent 
gegengesetztem  Vorzeichen,  gleich  ist,  oder  mit  anderen  Worten, 
jede  von  ihnen  ist  eine  Auflösung  der  linearen  Differentialglei-' 
ebung  des  vierten  Grades 

^  =  — y        oder        rf*y  +  yAr* =0* 

Demoach  besteht  das  allgemeine  Integral  dieser  Differential- 
gleichung in: 

y^Ci.tpx  +  C^.xx+Cg.ilfX+C^.ix, 

wenn  durch  Q,  C«,  Ct,  C4  vier  willkfirlicbe  Constanten  beseicb- 
■et  werden. 
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j.  17. 

Deo  Torhergehend  angeführten  höheren  Differentialquotienten 

derbyperq^ciisehen  Functionen  liegt  die  Voraussetzung  zum  Grunde, 

dua  dabei  a  als  absolut  Teränderlicb  und  g>x,  xx,  ^x,  ix  als 

davon   ab h ans; ig  betrachtet    worden  ist     Es  könnte  jedoch  in 

oianchen  Fällen  erwünscht  sein,  jene  Gleichungen  dergeiütalt  ab- 

mindern y    dass    darin   eine    der  hypercyclischen    Functionen   als 

orsprangiich  TerSnderlich  und  x  als  Function  lierselben  angesehen 

werde.    Diese  UmSndening  kann  ohne  Schwierigkeit  entweder  mit 

Hilfe  der  allgemeinen   zu  diesem  Zwecke  in  der  Differentialrech- 

nang  aufgestellten  Regeln  oder  auch  dadurch  bewerkstelliget  wer- 

dao,  indem  man  einen  jeden  der  im  Anfange  des  §.  13*  gefundenen 

Differentialquotienten  noch  ferner  drei  Mal  unter  der  VorauRsetzung 

differentUrt,  dass  die  zuerst  differentiirte  hypercyclische  Function 

absolut  verSnderlich  sei,  und   dann  in  der  letzten  sq  erhaltenen 

Gleichung   die   aus   den    früheren    Gleichungen    hergenommenen 

Werthe  der  anderen  hypercyclischen  Functionen  an  ihrer  Stelle 

8obstitnirt    Auf  jede  dieser  beiden  Arten  kommt  ßir  die  Function 

^  folgende  Differentialgleichung  zum  Vorschein: 

{thx.da^ — l0d^x.€Px.dx-i-l6{d^x)*).d^x — ^x.dx^szO. 

Für  die  drei  anderen  hypercyclischen  Functionen  ergeben  sich 
eben  solche  Differentialgleichungen,  die  aus  der  augeführten  durch 
blosse  Vertanschung  des  Functionszeichens  9  mit  einem  der  übri- 
gen 2»  ^  oder  £  entstehen. 


Da  wir  in  $.  13.  gesehen  haben,  dass  die  Differentiaiquotieu- 
teo  der  hypercyclischen  Functionen  selbst  wieder  solche  Functioneu 
sind,  so  müssen  durch  Umkebrung  jener  Formeln  auch  die  Inte* 
grale  derselben  ebenfalls  dergleichen  Functionen  sein,  und  es  ist 
tngieich  einleuchtend,  dass  sich  auf  diese  Grundiutegrale  andere 
mehr  zusammengesetzte  auf  sehr  mannigfaltige  Weise  werden  zu- 
rockf&hren  lassen.    Die  AnzaM  solcher  Integrale  ist  zu  grqss  oder 
eigentlich  unbeschrSnkt,  als  dass   versucht  oder  f;rwartet  werden 
kvunte,  eine  vollständige  AufzShIung  derselben  hier  vpraunehmen, 
•ie  wurde  auch  erst  später  möglich  sein,  nachdem  wir  in  der  Cn- 
temchnng    der   Klgenschaflen    der    h3rpercyclischen    Functionen 
weiter  fortgeschritten  sein  werden.    Desshalb  will  ich  gegenwärtig 
aar  einige  der  einfachsten  hieher  gehörigen  Integrale  als  Beispiele 
taRihren  «od   anch  In  der   i^olge 'bOchsfens  durch  kurze  Anden» 


/ 
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tungen  auf  eiue   Ervreiterang  dieser  Formeln  hiowetseD.  £ 
näbmlich: 

flxdx  =  — tpx  +  C,    ftpx'^dx  =  ■j-\^lq>x .  %x -^-i^x .tx-\ri 

fipx.fpcdx^  »Zar*+C,  fq>x.^xdx=:i!ßx-\-C,  ftpxixdx^—^^ 

f%x^dx=:ixx.ifX'-lg>x.ix+C,   f%x.^xdx:=z\^x^\C 

f^x.ixdxznlix'^^  C,    flx'Hx=z\ix.i\fX'^lfpx.ix  +  C, 

Hiebe!  musa  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Richtigkeit  i 
rerer  der  aogeffihrten  Integrale  'zwar  erat  aus  dem  «msgleicli  K 
folgenden  mit  Leichtigkeit  und  unmittelbar  sich  erkennen  la 
wird»  aber  auch  mit  Hilfe  der  in  §.  4.  oder  §.  6.  enthaltenen  Vü 
ohne  besondere  Schwierigkeit  nachge^Tiesen  werden  kann. 

(.19. 

Bei  den  bisher  erwiesenen  Eigenschaften  der  bypercycli« 
Functionen    ist    die   Veränderliche   x   durchgängig    als  mit 
nähmlichen  Werthe  behaftet  angenommen  worden.    Wirmü 
nunmehr  zur  Vergleichung  jener  Functionen  f&r  verschiede 
Jedoch  .unter  einander  in  einem  bestimmten  Zusammenhange 
hendoy  Werthe  der  Veränderlichen  schreiten.    Die  bauptsachl 
sten  EU  diesem  Behofe  dienlichen  Formeln  findet  man  ganz  lei 
fndem  man  in  den  Ausdrucken  des  §.  4.  oder  §.  6.  y  anstai 
setzt  und  dann  die  hiedurch  zum  Vorscheine  kommenden  We 
mit  den  früheren  einzeln  multiplicirt.    Auf  diese  Weise  wird 
sieh  Ton  der  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  überzeugen: 

Z(*  +  y)  +  X  (^— »)  =  2(2;r.  tpy  - tx. V^Sf). 
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£(*+y)— f  (^ -y)  =  2(^^.xy  +  9^-ty)- 

(.  20. 

Indem  mao  die  vier  ersten  mit  den  vier  letzten,  vorstehenden 
Gleiefaongen  paarweise  addirt  und  sabtrahirt,  ergeben  sich  daraus 
foigende  Werthe  : 

•  * 

£(«+y)=9^'ly  +  3F-*y+*^'Xy  +l^-9>y» 
9<*— y)=9^W+X^fy  — *^-'<'y+?a?.xy. 

x(«— y)  =  *-9«*xy+xa?-«f  +  'l^^-6y-f^.*y, 

t(^— y)=     9>a:.^ty— %a?.Xy +i/^a?.9?y+6a:.fy, 

{(«— y)a=-9«p-£y+a:«-*y— **.zy+S^.9y- 

Diese  Ausdrücke,  wenngleich  nie  etwas  mehr  znsammenge« 
setzt  sind,  besitzen  dennoch  eine  angenlailige  Analogie  mit  den 
Formelny  durch  welche  die  Sinus  und  Cusinus  der  Summe  und 
^^B  Unterschiedes  zweier  Bogen  dargestellt  ta  werden  pflegen. 
Wirklich  sind  auch  die  ersteren  eben  so  hier,  wie  die  letzteren 
m  der  Goniometrie  eine  ungemein  reichhaltige  Quelle  der  mannig. 
faltigsten  Folgerungen»  so  dass  beinahe  die  ganze  Theorie  der 
hypercyclischen  Functionen  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann. 
Ke  wiehttgsten  dieser  Folgerungen  sollen  nun  etwas  näher  be- 
trachtet werden»  um  daraus  die  eigenthumUebe  BeschaffeDheit 
jener  Functionen  vollständiger  beurtheilen  zu  können»  als  diess  aus 
deo  Über  erwiesenen  Eigensdiaften  mdglich  ist. 


'    k 


8.21. 

Um  mii  dem  einfachsten  zu  beginnen»  setzeri  wir  in  den  vier 
•fsten  Foimeln  des  §;  19.  y^s=ir»  Indem  zugleich  bemerk!  werden 
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muss,  dass  69  gaos  überOflssig  wäre,  die  ofthmliche  Sobstil 
aach  in  den  vier  anderen  Formeln  vorzunehmen,  weil  darauf 
weder  die  gleichen  Resultate  wie  frfiher  eich  ergeben,  oder 
fern  aie  von  diesen  verschieden  ausfallen,  diess  aaf  die  Gleich^ 
des  §.  10/  führen  würde,  die  wir  bereits  kennen.  Darcb  di 
gegebene  Substitution  erbalten  wir  mit  Berficksichtigang  der 
beseichneten  Gleichungen: 

qflx  =  2  (y  j:«  —  ^ar*)  —  1=1—  4xx .  f jr , 

'fix  =2(9)j:.3[ar— ^ar.ta:), 

|2^=  2(9)0?.  £jr-|-xj?.^ar).  | 

Durch  diese  Ausdrficke  sind  wir  offenbar  In  den  Stand  g« 
aus  den  bekannten  hypercyclischen  Functionen  für  irgend 
Werth  der  Veränderlichen  x  die  Functionen  für  den  xweifa< 
Werth  2x  zu  finden. 

J.  22. 

Die  eben  geloste  Aufgabe  kann  auch  umgekehrt  gestefll 
demnach  verlangt  werden,  aus  den  gegebenen  hypercycli< 
Functionen  für  den  zweifachen  Werth  2x  dieselben  Rlr  den 
fachen  Werth  x  zu  berechnen.  Diess  hat  keine  Schwicrij 
sobald  die  beiden  Functionen  qfix  und  t|;2ar  als  bekannt  ang« 
men  werden,  denn  man  erhält  durch  die  Auflösung  der  v^ 
gellenden  Gleichungen:  I 

ipar=  4v[V((l  +  92a?)«  +  ^2««)  +  1  +g)ar], 

Ix  —  J  V[V  ((I  —  92ar)«  +  ^i2a:^  +  ^2ar] , 

^0?=  4V[V((1  +9>2a?)*+*ar*)  - 1  -92ar], 

Ix  =  4V[V((1  — y2j?)«  +  ^2a:«)— if;2a:] . 

Es  ist  klar,  dass  diese  Formeln  gebraucht  werden  kö| 

um  ans  den  gegebenen  Werthen  von  ^x  und  ^x  jene  vod 

XXX 

X-R»    V'a  wd  C-^  zu  finden,  indem  man  darin  x  anstatt  2^ 

X 

folglich    2  anstatt  x  snbstituirt. 

Ferner  verdient  es  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  i^ 
erhaltenen  Ausdrücke    eine  ganz  ähnlieke  Zeriegvng  gesti 
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wie  die  gieicbgeltenden  des  $•  IL»  da  wir  Uevoa  tn  der  Felge 
käoen  Gebrmacb  macbeo  wolleo.  Aus  demselben  Grunde  seilen 
Mch  die  weiter  mCglicben  Fälle»  wenn  nähmiicb  nicht  qf2x  und 
}fix,  sondern  irgend  ein  anderes  Paar  aas  den  bypercycliscben 
Fooctionen  von  2x  als  bekannt  angenommen  wird ,  gans  mit  Still- 
•diweigen  fibergangen  werden* 

(.23. 

Setzt  man  in  den  Formeln  des  §.  19.  durchgängig  ^  anstatt 
I  und  substituirt  dann  anstatt  der  einzelnen  bypercycliscben  Fun- 
ctionen Ton  jft  ihre  Werthe  aus  {.3.,  so  kommen  folgende,  Ar 
imaginSre  Werthe  der  VerSnderiicheo  geltende  Gleichungen  zum 
Vorscheine : 

Z(*  +  yO  +  X(a?— y«)  =  2(xa?  ..spy  +  ^«  •  KV)  • 

i(^+yO+  f  (^— yO  =  2(6ar .  9y-r  x«  .^), 
9(^  +yO— 9(*— yO  =2i(xar.{y— fcr.xy), 
X(«  +yO— %(«— yO  =  2i(V'a:.l3f  +  yar.xy). 

*(^+y«)— '^(^— yO  =  2i(6a;  .£y -f  z^«xy)» 

Diese  acht  Gleichungen  enthalten  eben  so»  wie  diese  bei 
den  acht  Gleichungen  des  §.  19.  der  Fall  ist»  die  sfimmtlicben 
16  Prodncte  je  zweier  hypercycllscher  Functionen  von  ae  und 
voA  y,  Desshalb  können  umgekehrt  die  Werthe  der  16  Prodncte 
aofl  den  bezeichneten  16  Gleichungen  gefunden  werden.  Man 
wird  auf  diese  Art  mit  Weglassung  derjenigen  Prodncte,  welche 
ans  den  wirklich  angeführten  durch  eine  blosse  Verwechselnng 
der  Buchstaben  x  und  y  hervorgehen»  erhalten: 

itpx.tpy=fp{x  +y)  +  9(^— y)  +  9(* + yO  +  9(*— y»>» 

^•Ä  =  x(* +y)c-  x(^— y)  -»x(«+yO + «%(*— yO, 

*z«  •  xy  ==*(*+y)— ♦(«— y)— <*(^+yO  +  <*(«^yO» 
4xa:.ty={(*+y)+£(*-y)— £(*+yO-«(«-yOr 
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Mitteist  dieser  Ausdrflclce  lässt  sich  jedes  Prodact  zw 
beliebigen  hypercyclischeo  Fuhctiooen,  und  durch  wiederl 
Anwendung  derselben  Formeln  auch  ein  Product  von  drei 
noch  mehreren  solchen  Functionen  in  eine  blosse  Summe 
Unterschied  von  eben  dergleichen  Functionen  yerwandelo, 
hier  die  nähmlichen  Dienste  zu  leisten  vermag,  wie  die  ähali 
Verwandlungen  der  Producte  mehrerer  Sinus  oder  Cosinii 
blosse  Summen  oder  Unterschiede  derselben. 

Um  z.B.  den  Ausdruck  tpmx.'^nx,dx  zu  integriren,  verw^ 
man  das  Prodnet  g>ma:.ilnta^  mittelst  der  dritten  obigen  Fo^ 
indem  man  darin  tnx  anstatt  x  und  nx  anstatt  y  setzt  Dai 
erhält  man: 

(pmx  •  i^mx  =  JtMm  +  n)x  +  it/;(m  —  n)x  —  J^(m  +  ni^x  —  i^inH 

und  hieraus  vermöge  §.  18.: 


fq>mx .  tpnx .  dx 

l{m-\-n)x     t(m  —»»ja? £(m  -1-  ni)x     t  («» *—  ni)x 

4(m+«)  ^  4(»i— n)    .  4(M+nt)  "  4(m— «£) 


+  C. 


Dt^es  Integral  erscheint  allerdings  thellweise  unter  im« 
nSrer  Form.  Dasselbe  kann  jedoch  sogleich  in  eine  durcbg&i 
reelle  Gestalt  gebracht  werden,  wenn  man  die  Functionen  £(mj-i 
und  £(m — ni)x  verniu^te  §.  20.  zerlegt,  anstatt  der  Functionen 
einfach  imaginären  Veränderlichen  nxi  ihre  Werthe  aus  $.  3.  s 
und  dann  die  Glieder  gehurig  abkörzf.  Auf  diese  Art  wird  i 
finden: 

.  tni^fmx .  Tjma?  —  Imx .  q>nx)  f  njfpmx  .fw^— t^^wr.  *ifnx)     p 
"*■  2(111«  fn«)  Z^^' 


§.  24. 

Unter  den  Producten,   deren   Werthe  in  §.  23.  gefandeo  ^ 
den,  yeMienen   diejenigen   besonders  bervoi>grtobeii  zu  «^cr^ 
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m  wekftmr  die  beiden  Kactorelk  einerlei  hypevboli9cb«  Fan- 
dioe  mJL  Nimtit  man  tn  didsed  Fier  Ptodacten  y^^a:  an«  eo 
gehen  dieselben  id  zweite  Potenten  übe?  ond  man  erhält s 

9;r«=i(92j?+l+<p(l+i>+<p(l— I». 

•d«r  iMb 

^«=  i(yir+ 1 +.29(1 +10»), 

X«»  =  l(*2ar— 2<«|;(I  +  .>J , 

^o:«  =  1(— yÄr  —  1  +  2g)(l  + 1», 

tl:«  =  J(-t/Är  — 2ii|;(l+<):i?). 

well  ^  —  i)^  =s g;(l  +  i)^  und  •^(1—0^=— -^(l  +  flo?  Ist,  wie 
man  sich  ans  der  Beschaffenheit  der  Retben  des  {.  2.  oder  auch 
tu8.den  im  Anfange  des  §1  23.  enthaltenen  Gleichungen  leicht. über- 
zeugt, wenn  man  in  der  dritten   und  fünften  derselben  ^  =  0; 

«etit. 

Mnltiplieirt  man  die.  eben  gefandenen  Wertbe  von  ipafl,  p^^ 
t»*,  iz^  nach  der  Ordnung  wieder  durch  ipxf  yx^  ipx,  ist  und 
verwaedelt  die  auf  der  rechten  Seite  des  Crleicbbeitszeichens  sich 
Mgebeadeo  Prodacte  vemufge  §»33.  neoecdings  in  SiimineDoder 
Cotorschlede»  so  werden  «laderch  dte  dritten  Potenzen  der  by« 
p«rcyelMclie»  Fnoetionen  in  blosse  Summen  oder  Unterschiede 
Mieher  Fanctiooen  umgeformt,  und  es  iat  zugleich  klar,  dass  dareh 
wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  auch  die  vierten  and 
aocb  höheren  Potenzen  in  Summen  und  Unterschiede  verwandelt 
werden  fctanen»  wa«  in  manchen  Ffillen  von  Nutzen  sein  mag. 

So  z.  B,  findet  man  auf  die  eben  bezeichnete  Weise: 

1 
9«»  =  jg(9)ar  +  9ipx  +  39(2  + 1)«+39(2— t» 

und  folglich  Ist 

r     B^.-  1  fT^\^^^  ,3x(2  +  iV     3x(2^0x\ 
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Di€  VvrwandluDg  diMes  leisten  Werthes  ia  eine  dHrchaw 
reelle  Form  kann  aaf  dieselbe  Art  bewerketelliget  werben,  vrekke 
▼orhin  an  dem  Beispiele  des  (.  33.  gezeigt  worden  iet. 


6.  25. 

Betrachtet  man  das  Jm  Vorhergehenden  zar  Darstellung  der 
Potenzen  der  hypercyclischen  Functionen  gebrauchte  Verfahren, 
so  wird  man  sich  fiberzeugen,  dass  jede  solche  Potenz»  sobald 
der  Exponent  eine  ganze   additive  Zahl  ist,  als  Summe  oder 
Unterschied  einer  bestimmten  (endlichen)  Anzahl  von  Gliedern  sich 
ausdrficken  lässt,  deren  jedes  nebst  einem  constanten  Coefficieotea 
noch  eine  hypercyclische  Function    eines   Vieffachen   von  x  il« 
Factor  enthält,  wo  aber  unter  den  Vielfachen  nicht  bloss  solche 
mit  reellen  und  zwar  ganzen  addititen,  sondern  auch  mit  com- 
plexen   Factoren   vorkommen.     Es   muss  nun  gewisse  Gesetze, 
und  auch  Formeln  als  Ausdruck  derselben  geben,  mittelst  welcher 
jene  Darstellung  in  allen  einzelnen  Fällen  in  Ausführung  gebracht 
werden  kann,    ich  habe  solche  Formeln  durch  Induction,  als  dem- 
jenigen  Wege,  welcher  sich  zuerst  darbietet,  um  dieselben  nicht 
nur  zu  finden,  sondern  auch,  nachdem  sie  gefunden  wurden,  aof 
bekannte  Art  strenge  zu  erweisen,  au  erhalten  gesucht  und  auch 
wirklich  ausfindig  gemacht.     Allein  die  hiedurcl^  zum  Vorschein 
gekommenen  Ausdrücke  halben  sich  so  sehr  zusammengesetzt  ge- 
zeigt, dass  ich  es  nicht  wage,  sie  vollständig    hier  mitzutheileo, 
noch  weniger  aber  den  zur  Erkenntniss  ihrer  allgemeinen  Giitig- 
keit   erforderlichen  Beweis   zu  führen.     Am   wenigsten  complicirt 
bat  sich  noch  die  Formel  ffir  die  Potenzen  der  Function  ^kt  er- 
gehen.    Da  wir  nun  dieser  Formeln  zu  den  ferneren  Ablettunfren 
nicht  eben  nothwendig  bedfirfen  werden,  will  ich  mich  begntlgeo, 
nur  die  zuletzt  genannte  allein ,  mit  Uebergehung  der  fibrtgeo,  so 
weit  hier  anzugeben,  um  die  dabei  obwaltenden  Gesetze  deutlich 
erkennen  zu  lassen,  hingegen  zur  Beseitigung  jeder  irgend  ver- 
roeidlicben  Weitläufigkeit  die  Ansetzung  der  dazu  gehSrigen  all« 
gemeinen  Glieder  nicht  vornehmen,  wie  diese  auch  aus  dem  nihai- 
lichen   Grunde   bei   meiner    gegenwärtigen  Arbeit    in    der  R^el 
bisher  geschehen  ist  und  auch  in  der  Folge  der  Fall  sein'wuti. 
Die  Formel  selbst  ist  folgende: 
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« 
t 

+  (3)  .v(n— 6)«+.... 

+  (l)  •  fsK» -^  •+<>«+«)»(»- 1  -  0«] 
+  (5)[v(»-2+2.>+9.(n-2-2i>i 

+  (5)(j)[v(«-3+i>  +  9.(n-3-i)*l 
+  (^  •  Mn  -4  +  U)x  +  qp(«  -  4— 4i>] 
+  (3)'  (1). [^»(«  -4+2i>+^»-4-90a-] 

+  (4)'  (l)- W"— *  +30«+9(i«-5-3i)ar] 
+  (J)(2)  [v(n-5+»>  +  y(ii-5^t>] 

+  (j)[9P(«-6+«»>  +  9>(n-^6-6t>] 
+  (J)  (").[9(li-6+4i>+9>(it-6^£);r] 

a.    «•    f. 

Zur  riehttgen  An^^odmig  diMer  Formel  rnnis  bemerkt  werden» 
«bttdieiD  den  swei  ereten  Zeilen  befindlicben  reelf%n  VIelfacben 
▼OD  X  nur  80  weit  fortgesetzt  werden  dürfen,  als  die  Factoren 
▼Oft  «nidblisttbtrftcthr  werden;  bei  den  nackfoigenden  complexen 


J 

p 
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Vielfachen  von  x  aber  darf  der  Factpr  von  t  niemals  grosser 
sein,  als  der  dabei  stef^nde  reelle  Tbeil  des  Coefficienten  von  ;r, 
wesshalb  alle  Glieder,  worin  diess  der  Fall  sein  würde,  ganz  hin- 
weggelassen  werden  «müssen.  Für  alle  geraden  Werthe  von  % 
ist  noch  insbesondere  beizufSgen,  das»  von  demjenigen  Glied« 
der  zwei  ersten  Zeilen,  welches  von  x  nnabhfingig^aosfUltyiiBr 
der  vierte  Theil,  von  denjenigen  nnter  den  übrigen  Glieden 
hingegen  j  bei  welchen  der  Factor  von  t  dem  dabei  befindlicbeo 
reellen  Theile  des  Coefficlenten  von  x  eben  gleich  ist,  bot  die 
Hälfte  dessen  genommen  werden  darf,  was  In  Gemissheit  der 
Formel  als  CoefBcient  desselben  Gliedes  sich  ergeben  würde. 

.Didsen  Bemerkungen  gemiss  erhält  man  z.  B.  für  11=^6: 

+ 15 . 6[9)(3  + 1>  +  9)(3— 1>] 

+ 4.m6[<p(2+2i>+9(2-2i>]+i.20JB[9(l+i>+9(l-i>]. 

Man  wird  wohl  ohnehin  nicht  dbersehen  kSnnen,  dass  dieser 
Werth  etwas  kürzer  sich  darstellen  lasse,  weil  9(3-|-3t)a?=9)(3— 3t)j:, 
9(2 4- 2i)ar  =  9(2— 20 j?»  9(l-f  t)jr=  ^(l— t};r  ist;  nur  zum  Be- 
hüte der  leichteren  Vetglelchung  mit  der  allgemeinen  Formel 
wurde  er  im  unabgekürzteo^Zustande  hieher  gesetzt 

Späterhin  soll  o^oii  ein  ändetfis  Verfahren  angedeutet  we^ 
den,  mittelst  dessen  gleichfalls  die  Potenzen  der  hypercydi* 
sehen  Functionen  durch  Function^p  vielfacher  Werthe  der  Ver- 
änderlichen ausgedrückt  werden  kiftnneni 


ff.  26. , 

Durch  Hilfe  der  Gleichungen  des  §«  19.  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  die  hypercycHschen  Fiiacliönen  Air  alle  in  einer  arithme- 
tischen Progression  fortschreitenden  Werthe  der  Veränderlichen 
aus  einander  nach  und  nach  keräileiteii.  Durch  Substitution  von 
x-\'{fl — l)y  anstatt  x  erhält  man  nähralich  daraus: 

9(ar+ii3f)=29y.9(ar+(«— l)y)— 2^.^(Ä'+(»-l)y)— 9(x+(n— 2)3f), 

:^(«+«»)=29y.^(ar+(n— %)+2i^y.9(a:+(ii— %)— V<Ä+(n-2)y^ 
t(«tl•y)s29>y.i(x•|-(l•-.l)Jr)•^aty.X(«^»^)yH•K«4<(ll-%) 
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ond  «neb: 

9(*+«f)=-2Xy.«a:+(tt-^I)y)-%.X(Ä+(«-^l)sr)+^4:+(n-2)^^^ 

♦(*-Hv)=    2xy.z(a:f(n-l)y)-%.f(ar+(n-l)^)+*(x+ 

Wird  hierin  nach  nnd  nach  ar=:2,  3,  4  u.  s.  f.  angenommen» 
so  ergeben  sich  die  h3rpeTcycli6chen  Functionen  der  in  ärithmeti- 
sclicr  Progression  fortschreitenden  Werthe  a:+2y,  or-f  %  ar-f4jf), 
u.  8.  r,  and  xvFar  eine  jede  vo»  iboeo#an8  zwei  verschiedenen  For- 
meln, sobald  die  Functionen  vob  ^,  y  nnd  a?-f  ^  belcanni;  sind» 

Addirt  man  die  vier  ersten  und  die  vier  letzten  vorste- 
henden Gleicbnngen  paarweise  zusammen  und  halbirt  sie  dann, 
80  findet  man  neue  zu  gleichem  Zwecke  taugliche  Formeln,  in 
welchen  die  hypercyclischen  Functionen  für  x-{^ny  nur  von  jenen 
for  a:+(n— 1^,  nicht  aber  zugleich  fÖr  ar-|^(n— 12)^  abhüngen, 
Formeln,  die  auch  unmittelbar  aus  $»20*  erbalten  werden,  indem 
man  dort  x-|-(ft— %  anstatt  x  substituirt.     Es  ist  nähmlich: 

—{y.2(^ +  («  —  %). 

-ty.T/;(.r  +  (w  — l)jr). 

♦(*+«»)  =  W.-^C^+C«— l)y) + W'tix  +  (n  -  l)y) + t^.<p(a:+ («— l)y) 

-iy.f(xf(n-l)y), 

E(»+iijr)=9»3r.{(«+(n-l)y)+3;jf.i|;(ar+(n-l)y)+,/,y.j(a:+(n— l)y) 

•  < 

f.  27. 

«  1  •  * 

I 

Dsr  einbekste  Fall  anr  Anwenduag  der  TArbeegebentei  A«»- 
drilcke  tritt  dann  ein,  wann  ia  denselben  ysaeor  an^nonime»  w|i\dl 
MuMh  gehen  die  vier  ersten  in  folgende.  Aber 4 


fp(ji-\'l)x=sL2tpx,qmX'--^x.^nx-^w(n^\)x\ 


Die  fibrigeo  ans  {.  96.  dorcb  die  n&hmlielMt  iiubstitiilioii 
ergebenden  Werthe  will  icb,  als  far  die  Folge  leicht  entbebrlkk, 
ganz  übergehen. 

Man  siebt  wohl  auf  der  Stelle,  dass  mit  Hilfe  der  eben  gehn- 
denen  Formeln  die  hypercycliscben  Functionen  aller  Vieifachen 
von  X  berechnet  werden  können »  sobald  nur  jene  tod  jc  be- 
kannt sind. 

Es  ereignet  sich  zuweilen»  dass  man  die  hypercycllsdieii 
Functionen  keineswegs  fiir  sämmtliehe  Vielfache  von  x,  son- 
dern entweder  nur  für  gerade,  oder  auch  ausschliesslich  für  qd- 
gerade  Vielfache  zu  erbalten  wflnscht.  Ffir  solche  Fälle  können 
aus  §•  26.  andere  hiezu  bequeme  Ausdrücke  hergeleitet  werden. 
Setzt  man  nlihmlicb  darin  zuerst  ^=:2a?,  so  erhält  man  für  die 
ungeraden  Vielfachen  folgende  Formeln: 

9)(2n  + 1)0?  =  292ar.9(2n— l)a:— 2ff;2ar.  t(2n— l)ar— 9CAt— 3)jp, 
X(2«  +  l)j?  =292ar.  x(2n — l)ar— 2^20?.  {(2« -  l)ar— %(2jt— 3)», 
nffCin  +  l)x  =  292a:.  ^^(211— l).c  +  2i|;2x.9(2fi— l)a;— ^(2«— 3)*. 
|(2ii  +  1)07  =  292ar.E(2n— I)ar +2t2a:.x(2ii— l):ir— £(2» -3)*; 

ffir  gerade  Vielfache  abci^  findet  man,  indem  man  %c  anstatt  jt 
substituirt  und  zugleich  y  =  2d?  setzt, 

9)(2n + 2)x = 2fp1x .  qt^nx — 2t|;2ar .  ^2iur — 9>(2ii — 2)  jt» 

X(2n +2);r  =  2g>2x .  x2iix— 2t|;2ar .  i2nx'-x(2n'-2)x . 

^;(2n+2)x=2g>2x.^2nx  +  2ilf2x.(p2nx'^ip(^n—2)x, 

S(2jt+2);i?  =  2q>2x.i2nx  +  2<Äa:.x2»u?— {(2ii— 2)ar. 

Hit  den  hier  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  mancherlei 
Veränderungen  vornehmen  und  mehrere  verschiedenartige  Folge* 
rangen  daraus  ziehen,  mit  deren  umständlicher  Auseinandersetzung 
ich  mich  nicht  aufhalten  will,  da  sie  uns  zu  ferneren  Ableitungea 
Bieht  nothwendig  sind.  Nur  die  Bemerkung  glaube  Ich  aasdtäek- 
lich  beifügen  zn  mfissep,  das«  slcfa  daraus  auf  dem  Wege  der 
Inducftion  allgemeine  Formeln  aufstellen  lassen,  mittebt  wei. 
eher  die  h]rpercyclischen  Functionen  der  vielfai^hen  Wertbe-«r 
durch  die  Functionen  des  einfachen  Werthes  2r  ausgedruckt 
werden,  and  zwar  ktenen  In  diesen  FerAU.in  vser;  Pvodaele  md 


1 
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Potenxeo  dieser  letzteren  Functionen  mit  ganzen  additiven  Ex- 
ponenten Torkomroen«  wie  diess  aus  der  Beachaffenlieit  der  vor- 
stehenden Gleichungen  sogleich  einleuchtet.  Es  genOgt  jedoch» 
hier  Dur  die  Möglichkeit  solcher  allgemeiner  Formeln  von  der 
angeieigten  Beschaffenheit  erkannt  zu  hahen,  die  wirkliche 
HerleitoDg  derselben  soll  auf  eine  andere  Weise  bewerkstelligt 
werden,  welche  besser  geeignet  Ist,  eine  Uebersicht  fiber  die  Ge- 
Mmrotheit  aller  verschiedenen  hiebe!  möglichen  Ausdrücke  zu 
gewähren. 


Bezeichnen  wir  der  Körze  wegen  die  in  {.  9.  angegebenen 
Werthe  der  Potenzen  e*^,  s~*^,  e**'.  e-*"''  durch  die  einseinen 
Buchstaben  A,  B,  Cf  D,  nfthmlich: 

B  =  e— *■  =  qpa:  —  iij;a:  —  u)%x  —  toiix » 

D  =:  e~  *•'  =  tpx  +  v^X'-'toi%x  -f  vnix. 
Dareb  Erhehnng  zum  Exponenteii  n  erhält  man  hieraus 
Jii  =  ««»,    Ä»=e-"'r*    f>  =  e"^',    /)» =:  e-"*«''. 

Aqs  §. &  ergibt  sich  aber,  wenn  dort  nx  anstatt  x  gesetzt,  wird: 

wi 


folglich  ist,  wenn  hierin  anstett  der  Potenzen  von  e  die  angege- 
b«Bca  Werthe  eingefiShrt  werden, 

ifmx=:^HA»  +  B»+0  +  D»), 

>    ■       •  ■        •  • 
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SubiBtitnurt  man  nuo  io  diesen  Forroelo  aos^it  A^  ß,  d  D 
ihre  glekb  nufoBg^  aofge^tellteo  aus  $»  9.  eotnommeneo  Wertbe, 
ap  ejrbftll.  tdaq  allgeroeipe  Auadracke  für  die  bypercycliscben  Fm- 
ctionen  von  nx  durch  die  Functionen  der  einfachen  Werthe  ;r, 
deren  Analogie  mit  denjenigen,  durch  welche  die  Sinus  und  Co«- 
nas  der  vielfachen  aus  den  Sinus  und  Cosinns  der  einfacheo  Bo- 
gen gefunden  werden»  nicht  verkannt  werden  kann. 

5.  29. 

In  den  vorhin  angegeben^es  Werthen  von  A»  B»  C»  JD  rad, 
wie  man  sieht,  die  sämmtlichen  bypercycliscben  Functionen 
von  X  enthalten,  daher  nrOsse«  diese  ietsteren  auch  in  den  daraos 
hervorgehenden  Ausdrflcken  für  tpnxt  Xtj:.  ^itx«  inx  sanimtlicii 
vorkommen,  wenn  nicht  etwa  zufällig  eine  von  ihnen  durch  ge- 
genseitige Aufhebung  der  damit  behafteten  Glieder  daraus  ver- 
schwinden sollte.  Wir  wissen  aber  aus  ^.  11.,  dass  die  beiden 
Functionen  %x  und  Ix  durch  die  beiden  andern  q>x  und  ^x»  wie 
auch  umgekehrt  ^Xt  ^x  durch  x-«,  {4;  darge^y^lt  werden  kusaea 
Substituirt  man  nun  in  den  Ausdrücken  för  A,  B,  C,  D  entweder 
anstatt  xx  und  ix  oder  anstatt  ipx  und  ^x  ihre  Wertbe  aus  §.  IL, 
so  werden  darin  im  ersten  Falle  nur  die  Functionen  tpx,  ^Xf 
im  anderen  Falle  hingegen  nur  %x,  ^x  noch  vorkommen,  so  daM 
dann  auch  die  bypercycliscbeif  Functionen  von  nx  ausschliesslicb 
nur  entweder  durch  q)x  und  ^x  oder  durch  \x  und  ix  ausgedruckt 
gefunden  werden.  Die  durch  die  eben  angeaeigten  Substitutionen 
anfänglich  sehr  verwickelt  sich  ergebenden  AnsdrCIcke  f&r  A,  B, 
C,  D  werden  durch  die  bereits  in  §,  12.  vorgenommenen  Ver* 
kfiriungen  nngemein  vereinfacht  Wir  haben  namücb  dort  kcIiid- 
den,  dass 

urfyp— fP$JP  Ä:iV(l— W*+#'**— ÄV*«^'*)» 
w%x — u)iix  =  — tV(l  —  (pa^  +  ^a:*  +  2i(px,iffx), 

ipx  —  i^x  =  V(l-r-2x:r .  ga:— i'x«*  +  tfcr«) 

sei.  Setxt  man  nun  entweder  die  beiden  ersten  oder  die  bei' 
den  letsten  von  dteaan  Werthen  in  den  AusdrOcken  ffir  A,  B, 
C9  D»  so  gehen  dieselben  entweder  In  ' 
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B = ipx — i^x  +  fV(l  —  ya:*+ '^x'^  +  ^Upx.  n^x) , 

Z> = 9:r  + 1^—  tV(l — q?«'+^«*  -T  2j^.^d7) » 
oder  im  «weiten  Falle  io: 

^  ^  — v)%x  +  «Jifer + V(l  —  2350: .  |a?— tjja:*  +  iSj:*)  , 

Aer.  Je  nacbdem  dann  entweder  die  vier  ersten  oder  die  vier 
letzten  von  diesen  Wertben  In  den  AnsdrOcken  def  (..28.  für. 
Tiur,  jjiuc^  ^nx,  tnx  angewendet  werden,  findet  man  diese  Fun- 
ctionen entweder  darch  tpx  nnd  ilfx  oder  durch  xx  and  ix  dar- 
gestellt 


}.  3a 

Dem  Vorhergehenden  gemSIss  besitzen  wir  drei  Terschiedene 
Arten  Ton  Ausdrucken»  mittelst  welcher  die  hypercycliscben  Fun* 
cfionen  von  nx  durch  die  Functionen  von  x  dargestellt  werden 
koooen,  nährolicb  entweder  durch  die  sSromtlichen  Functionen 
9^>  X^f  ^^9  i^  ^^^  ausschliesslich  durch  <px,  ^x  oder 
endlich  durch  %a;>  {x^  Die  weitere  Entwicklung  dieser  Ausdrflpke 
kann  auf  überaus  mannigfaltige  Weise  bewerkstelliget  werden» 
je  nachdem  man  die  Potenzen  A*,  B*^,  O,  D"  nach  steigenden 
oder  fallenden  Potenzen  der  einzelnen  Functionen  g>Xp  j^,  ^jfX, 
iz  ordnen  wilF,  so  dass  eine  vollständige  AusfObreng  alier 
solchen  Entwicklungen  noth wendig  einen  sehr  beträchtlichen  Um- 
fang einnehmen  mOsste.  Diese  liegt  jedoch  gänzlich  ausser  dem 
Zwecke  meiner  gegenwärtigen  Arbeit.  Ich  begnfige  mich  daher, 
for  jede  hypercyclische  Function  nur  eine  einzige  solche  Ent» 
vicklnng  wirklich  vorzunehmen»  welciie  gleichsam  als  Probe  dienen 
soll,  um  zu  zeigen»  welcher  Behandlung  der  Qegenstand  fthig  sei« 
ond  zugleich  eine  V^H^stellung ;  von  der  Beschaffenbeil  der  auf 
^e  Art  an  erlangenden  Resultate  zu  geben. 

Setzen  wir  zur  Verkürzung  der  Ausdrücke 

jf^gwr— t^       und        s=^-fl^». 

Tkcü  XX  VII.  17 


898  Knar:   BilMciaungd€r'wfrfaoUch9tett&gemclMfUnei^^ 
so  Ist 

und  folglich»  wenn  diese  Werthe  in  den  vier  ersten  in  §.29. 
gefundenen  Ansdrdcken  von  A,  B,  C»  D  sobstituirt  werden, 

^=,-»V(l-»«)=y-V(y^-l),  Ä=y+»V(l-y*)=y+V(sr*-l). 

Nun  überzeugt  man  sich  auf  demselben  Wege»  welchen  La- 
grange bei  der  Entwicklung  der  Sinns  und  Cosinus  vielfacher 
Bogen  betreten  hat»  ohne  desshalb  hier  eine  umständliche  Ans« 
einandersetzung  nothwendig  zu  machen»  dass 

M  ■ 

ii-=»  ^-  v(»»  -  i))"=(2y)- + i(2y)— -• + ^^xr  ^y^ 

+  — rxä — (2sr)— •+ -' 

B»«  (y+ V(»"-l))-=C2y)-  -7(2y)"-*+^T^(2y)-* 

€>  =  (»  +  V(*« - 1))-  =  (2*)«  -^(2»)-«  +  ^^^~^(2«)-* 


,(„-»4)(n-8) 

1.2.3.       ^'^    +• 


••» 


JD-  =  (,- V(**-  l))-=t  (2x)-  +  j  (2«)—» + =^-W-^ 

I 

ist  Werden  diese  Werthe  In  den  Ausdrucken  von  ijfmS:  und  ffnx 
des  §j28.  irabstitairt»  und  zugleich  diejenigen  Glieder,  welche 
glelcb»  Potenzen  von  y  und  von  i  enthalten,  gehörig  zasammeo' 
gezogen»  so  findet  man: 


«tf  den  ffonfcmetriicken  %unäeM  verwandten  Functionen.     399 

= \mr  +  *-)  -  ^-i-^-« + ,»-») +'!l^J2«-«(yi-^ + ,--4) 

fi(« — 4)(n— ÖL    - 


n 


^ TäJ 2-»-«(y— •  +  ,— •) ..,.], 

=^I2«(y-2«)-  j2-«(y«-«-j"-»)  +  ?^^  2"-%-«-2«-*) 

'  1.2.3 — ^2-- V-«-»-*)  +  •... 

+  -J72    2  "-^(jr"-^—«-"-«) 

•  ,  n(n  +  4)(n  +  5)  ,^       -,         *  ^v        , 

+    1.2.3    -^""''<y^'"^^"""'>+-i' 

irut 


—  V  3  J^V*""""'  V'«*  +••••; 


^=:2[9jr»-.^j)y4r— «.  *;rH(j)9'«»-*.t(;;r* 


,6 


—  (11  Jy«*-'.^«* +  ....]* 


tr* 
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Nimmt  man  in  diesen  beiden  letzten  Gleichangen  nach  und  nadi 
n — 2,  n — 4,  n — 6,  u.  s.  f.,  dann  aach  — n,  — n  — 2,  — «—4, 
—  n— 6,  u.  8.  f.  anstatt  n  und  setzt  die  hiedurch  zum  Vorscheioe 
kommenden  Wertbe  in  den  vorhergehenden  Ausdrficken  von  ifiu 
und  ^nXf  so  erhält  man  endlich: 

fi(ii— 4)(n--5)  ,j^_     _^     /«— 6\ 

n.   s.    r. 

+  (" J  ^<pie—-*'i>x* - (" J') ?»«— «.t««* ...1 


Q.     S.     f. 


Bnd 
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U.      8.      f. 


«(«+3) 


n.    0.    f. 


403  i^nar;    Entwicklung  der  vor%ügUcluten  Eigensckafttn  tiniger 

Jeder  der  beiden    gefundeneo  Ausdrücke  besteht  ans  swei 
deutlich  tod  einander   geschiedenen  Doppelreihen,  die  aber, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt»  so  beschaffen  sind»  dass  sie  wech- 
selseitig in  einander  übergehen,   wenn  in   denselben  da« 
Vorzeichen  von  n  gelodert  wird.    Die  erste  Doppelreihe  enthält 
in  beiden  Ausdrucken,  sobald  n  additiv  ist,  anfangs  eine  oder 
mehrere  Potenzen  von  <px  mit  additiven  ExponentcD,  erst  im 
weiteren. Verlaufe   kommen  darin  Potenzen  von  ipx  mit  sabtra- 
ctiven  Exponenten  vor ,  hingegen  in  der  zweiten  Doppdreibe 
beGnden  sich  in  dem  vorausgesetzten  Falle  keine  anderen  Potenzen 
von-  q>ar  als  nur  solche  mit  subtracti  ven  Exponenten.    Ganz  das 
Umgekehrte  tritt  ein,  sobald  n  subtractiv  angenommen    wird. 
In  diesem  Falle  enthält  nur  die  zweite  Doppelreihe  aofUnglich 
t^otenzen  von  90?  mit  additiven  Exponenten,  in  den  spfiter^o 
.Gliedern  aber,  so  wie  in  der  ganzen  ersten  Doppelreihe  kommen 
keine  anderen  Potenzen  von  fpx  zum  Vorscheine,  als  nur  solche 
mit  subtractiven  Exponenten.    Nun  wissen  wir  aus§. 27.j  dass 
In  den  Ausdrücken  für  qma  und  ilnix  ausschliesslich  nur  Potenzen 
von  q>x   mit  additiven  Exponenten    vorkommen   können.     Wir 
sind  daher  berechtigt  zu  schliessen,   dass   in  den  -  vorstehenden 
zwei  Formeln  diejeoigen  Glieder;  welche  Poteiizen  von  quc  mit 
subtractiven  Exponenten  enthalten,  gegenseitig  unter  einander 
sich  vollständig  aufheben  müssen.     Durch  eine  genaue  Un- 
tersuchung und  Vergleichung  der  einzelnen  mit  solchen  Poten- 
zen versehenen  Glieder  In  den  beiden   zusammengehurigen  Dop- 
pelreihen wird   man    diess   auch    vollkommen    bestätiget   finden. 
Dieser  Umstand  erleichtert  den  Gebrauch  der  beiden  obigen  For- 
meln sehr  beträchtlich,  weil  man  dabei  diejenigen  Glieder,  worin 
Potenzen   von  q>x    mit   subtractiven    Exponenten    vorkommen 
sollen,  gar  nicht  zu   entwickeln   nuthig  hat,  da  sie  ohnehin 
später  wieder  wegfallen  würden.    Man   braucht  daher  stets. nar 
.eine   der   beiden   Doppelreihen,   entweder  die  erste   oder  die 
zweite  anzuwenden,  je  nachdem  n   additiv  oder  subtractiT 
ist,  und  auch  bei  derselben  nicht  weiter  vorzugehen,  bis  dario 
Glieder  mit  subtrii ctiven  Exponenten  von  ^x  erscheinen  sollen. 

§.  31. 

Um  auch  ßir  die  Functionen  ptx  und  |iu;  ähnliche  Ausdrficke 
zu  erhalten,  besteht  das  leichteste  Bfittel  darin,  die  vorhergehend 
für  ipnx  und  ^i>nx  gefundenen  zu  differentiiren.  'BeschrSokt 
man  sich  hiebei  zur  Verkürzung  der  Formeln  auf  den  Fall,  weon 
n  additiv  ist,  was  auch  zum  wirklichen  Gebrauche  vollkommen 
zureicht,  well  ohnehin  )((— «ar)=  —  iinx  und^(^nx)=:i^inx\Bt, 
so  wird  man  auf  diese  Art  nach  Weglassung  des  gemeinschaft- 
lichen Factors  n  erhalten: 
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Bd  der  AnwendoDg  dieser  zwei  AusdrüclLe»  welche,  wie  sclion 
rorlMr  bemerkt  warde,  nur  für  ganze  additive  Wertbe  von 
II  geltee,  darf  in  der  EntwieldoDg  ihrer  Glieder  nicht  weiter  vor* 
l^esebritteo  werden,  hie  Potenzen  von  ipx  mit  subtracUven  Expo- 
Denteo  Torkommen  sollen,  weil  alle  noch  folgenden  Glieder  von 
selbst  wegfallen  mOssen,  indem  sie  sich  mit  den  bereits  wegge- 
lassenen ans  den  zweiten  Doppelreichen  des  §•  30.  entspringenden 
GBedern  gegenseitig  aufheben« 

■ 

5.  32. 

In  {.  30.  und  §.  31.  ist  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden, 
mI  welche  Weise  die  Entwicklang  der  Functionen  (pnx,  %fur, 
fiur,  £fur  unmittelbar  aus  den  Formeln  des  $.28.  oder  {.29. 
bewerkstelliget  werden  könne,  ohne  dabei  der  Reihen  zu  bedfirfen, 
mittelst  welcher  die  Sinus  und  Cosinus  vielfacher  durch  die* 
selben  Functionen  der  einfachen  Bogen  ausgedrückt  werden« 
Will  man  aber  diese  letzteren  Reihen  als  bekannt  voraussetzen 
ud  sich  darauf  stützen ,  so  wird  dadurch  die  Arbeit  nicht  unbe- 
trSebtlich  erleichtert*  Aus  $.  4.  ergibt  sich  nähmlich,  wenn  dort 
«r  anstatt  x  gesetzt  wird, 

fpnx  =s-^(cosfurtd  -f  cosiurio), 
Xfidr=-5(sinftrtol  -|-  t'siniu^io), 

^|m:r= -g  (cos  fUPioir- cos  luno) , 

w 
fßup  =  ^(t  Bin  n^noi + sin  n^no)* 

Hier  kSnnen  nun  die  imaginären  Bogen  nxu>i  und  nano  als 
Vielfache  von  xwi  und  xw  betrachtet  und  demgemiss  vermit- 
telst der  gedachten  gonioroetrischen  Reihen  die  Sinus  und  Cosinus 
jener  Vielfachen  durch  die  Sinus  oder  Cosinus  der  einfachen  Bo- 
S^  xwi  und  ans  auf  die  bekannten  verschiedenen  Arten  ausge- 
Irfiekt  werden.  Setzt  man  dann  noch  anstatt  cosjnol,  sinxwi, 
M«to,  sin  ^no  ihre  in  $.  9.  angegebenen  Werthe,  so  erhfilt  man 
eleobar  Ausdrücke  für  ipnx^  jjuxt  n^nx,  inx,  welche  mitdenjeni* 
gen  fibereinstimmen  müssen,  die  durch  das  vorhergehend  ange- 
wendete Verfahren ,  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  des  {.  28. 
geleitet  werden  können. 

Ein  einzelnes  Beispiel  wird  genfigen,  die   no  eben  erklirte 
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Methode  vollkommen  deutlich  su  machen.  Ich  wihle  hiem  au 
den  Terecbieden  goniometrischen  Reihen  diejenige,  mittelst  welcher 
der  Cosinus  eines  vielfachen  durch  den  Cosinus  des  elo- 
fachen  Bogens  nach  steigenden  Potenzen  geordnet  gefonden 
wird.    Dieser  Reihe  gemäss  ist  fär  ungerade  Werthe  toi  a: 

cosiunoi  =  ( — 1)  *  I  jcosdTcot %i — (cosonoi)" 


.  n(it«->l)(n«-9),  _        T 

+ gi ^(cosanw)» — ...  h 


«•*!. 


cosn^rto  =(—1)  ■  1  jcos^no «s — ^(cosaric)' 

+  -^ ^ "  (cos  ä:«)*— . . .  J ; 

und  fHr  gerade  Werthe  von  n: 

"r       n*                   n*(n*— 4) 
cosnartt7t=( — l)*l  1  —  'n{!^o%xtio()'^-\ jl (cos^rwt)* 

"^  ^^  -(cosawö*+...J» 


"W^V^^B^^ 


61 

co%HXw  =  ( — l)*l  1  —  ^  (cos  jrw)*  +  -^ — ji (cos^no)^ 

^_ ^(cosjrip)*+...  J. 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  den  obigen  Aus- 
drücken f&r  qmx  und  ^nx  erhält  man»  wenn  zugleich  cosa:iot:=y 
und  cosj;w=x  gesetzt  wird,  ffir  ungerade  ii: 

,«« = 4.(- l)'i-*Q(y+z)-2^i-V+«') 


+  "-^^'=^oy+^)-....]. 


^a:  =  |.(-l)'^[fiy-x)-2^-^(»«-.«) 


it(n«-l)(n«-9)  -1 
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uod  f&r  gerade  n: 


f«4(-j)^2-^*(y.+ ,^ + ^^^V+»*) 


n*(n«— 4)(n«— 16) 
61 


(y«  +  2«)+_]. 


-^^^^=^--^(,•-0  +  ....]. 
KiiD  i&t  aber  TerniOge  ^.%.i 

and  daher 

y«  +  2a  =  2(9)a:*— t/za«), 

y»  +  2*  =  2(9jr*— lOyo:».  il^w^  +  S^a?.  ^/a?*) , 
y«  + 1«  =  2(9Par«— IS^jar^.-^a:«  +  ]39>;r^.  ^;r*— -^x*), 

a.    8.    f. 

y  —  i=-2tt/;j?, 

y* —  2*  =?  —  4iq>x .  t/;a: , 

3f* — 1*  = — 2i(4^;r'.  ^4?— 49?x .  ij/x^ , 
y  ft  -  2«  =  -:-  2i(59a:* .  t/;a: — lOya:« .  t/;.T»  +  ^ar*) , 
3^«—  2*  = —2/(690?*.'^^— 20g)x'.^x'  +  690?.  ^a?*) , 

a.    8.    f. 

Werden  die««  Werthe  Id  deo  vorhergehenden  Aosdrflcken 
sobstitairt »  80  ergeben  sich  daraus  endlich  flir  ungerade  n  die 
Formeln : 
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+  -^ gj^^ ^(ip«»— lOya:*  •  -^x^+ö^  j:  .  ^a:*)  — ....  J. 

,  n(if«-l)(n«— 9),     .    ,^     .       .^-  ^,         1 

+  -^ ^T — ^ — ^(VJ?*— 10^x*.ya:*+6^,^P«*)— ...  Ji 

biDgegen  für  gerade  n  6ndet  man: 


•±?r«2 


§.  33. 

In  dem  Terfahreii  des  {.  32.  kann  insoreme  eine  Abindeniog 
▼orgenQmmen  werden »  dass  man  dabei  anstatt  der  GleichoDgen 
des  •§.  4.  jene  des  §.  5.  zum  Grunde  legt.  Dadorcb  erhiU  man 
in  der  Regel  mit  grosser  Leichtigkeit  neue  von  den  vorhergehen- 
den verschiedene  Entwicklungen  der  bypercycliscbeo  Fun- 
ctionen von  nXt  mittelst  welcher  diese  letzteren  aber  nicht  bloss 
durch  die  hypercyclischen   Functionen  von  x,  sondern   zugleich 

X  ftx 

durch  die  Sinns  und  Cosinus  der  Bogen  ~;a  und  -r^  aosgedrilckt 

werden. 

Denn  durch  Auflösung  der  Gleichungen  des  $.6.  ergibt  sieb: 

xi  fpx  ,   xi         iyfX 

und  auch 
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Ferner  folgt  ans  denselbeo  GleichopgeD,  wenn  man  darin  lur 
ustatt  X  setzt, 

nx        nxt 

1     .    nx         nxi       i         nx     .  nxi 
apMP=;^ein^.co«^-^coa^.8io^, 

,  .    nx     ,  nxi 
»^  1     .    na:         »wrf       »         nx     .  nxi 

Entwickelt   man   nun    in   diesen    letzten   Auddröcken   die    Sinns 

nxi 
DDd  Cosinna    des  imaginären  Bogens  --^   vermittelst  der  gonio- 

metrischen  Reihen  entweder  nach  ateigenden  oder  fallenden  Po* 

xi 

teozen  des  Sinus  oder  Cosinus  von  7-^;  und  substitntrt  anstatt  der 

letzteren  ihre  vorhin  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  fSr  die 
Functionen  g>nx,  piX,  vmx^  |na?  Formeln,  welche  meistentheils 
einfacher  sein  werden»  als  vermöge  $,  30.  oder  §.  32.,  in  welchen 

aber,  wie  schon  bemerkt  wurde,  auch  die  Sinus  und  Cosinus  von 

X  nx 

-7^  nnd  -To  vorkommen,  die  daher  gleichfalls  als  bekannt  vorans- 

gesetzt  werden  mfissen. 

Als  Beispiel  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  nehme  ich 
die  goniometrischen  Reihen ,  durch  welche  die  Sinns  und  Cosinus 
eines  vielfachen  Bogens  durch  den  Sinus  des  einfachen 
nach  fallenden  Potenzen  dargestellt  werden.  Diesen  Reihen 
gemäss  ist  f&r  alle  additiven  ungeraden  Werthe  von  11: 

«.^=(-lM(2ain^«--("7')(e.in^- 

+  ("2')(28in^>-.-("3^)(2.in^-r+..J.co.^. 

^«(2r3)fo,ia£lv.-^"C"-^)<"-'^)f2,}a£Ly.-«  4.   1 
+  "O^^""  V  y        •        1.2.T     V^*'"yy       +  -J  • 
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folglicbf  weon  bierin  anstatt  cos-r^  and   sin -ja  von  den  vorhin 

angegebenen  Wertben  die  beiden  ersten  gesetzt  und  zugleich 
die  gemeinscbartlicben  Factoren  t"~^  und  ^  herausgehoben  werden: 

CO«  yäLV"™  v2^  V«'"  v2^ 

/«-3\  _2$*_  /n-4\  J«*^ 


.  nxi      t 


Hieraus  ergeben  sich  nun  fQr  additive  und  ungerade  Werthe 
von  n  folgende  Formeln: 

^("^)(i|)--("'')(a)-'-]' 


1     ,  «jr       fpx 
^^V2 


.1  nx     ^  2^x  ^ .  .  n  ^  2tff jr  ^     ^ 

«(»-3)     2»ar  .,_^  .  it(«-4)(ii-C)  ,  2»x  .  ,  ,  .      , 


mtt  ätm  gmlometrtteken  xunOcAit  »ermaiuUen  Punettontn.    4|  i 

n(n-4)(n~5)     2i<>jr       _. 
+ 1.2.3      TT^^Y  ^'  •1  • 

,  1     .    nx      9>j;         .  2^«    "    ,  ,  /»»— 2\,  2$«  >  _  , 

«»•  väL^»'"  vä/  V«"V2^ 

-2r2^^'v2rfT^Y+TfT^Y--* 

«(n~3)     2^1?  v,^,w(it-4)(n-5)     2»a:     ^^ 

"i:2~(T~i""Y  +    1.2.3    (T~r)    +-1- 

Bei  "der  Anwendung  dieser  Aasdrficke  darf  nicht  ausser  Acht 
gelassen  werden,  dass  vermöge  der  Beschaffenheit  der  hiebet 
gebraachten  goniometrischen  Reihen  keiner  derselben  weiter  fort- 
geführt werden  darf^  sobald  in  ihm  Potenzen  mit  subtractiven 
Exponenten  zum  Vorschein  kommen  sollen. 

Trollte  man  bei  der   vorstehenden  Entwicklung   anstatt  der 

beiden  ersten   die  beiden  letzten  gleich  anfangs  aufgestellten 

•  • 

oc%  sex 

Werthe  von  cos--^  und  sin— ^  substituiren»  so  wfirde  man  offen- 
bar die  hjrpercyclischen  Functionen  von  nx  durch  ganz  fthnliche 
Reihen  mittelst  der  beiden  Functionen  jp^  und  ^  ausgedrückt 
fakdes. 

9.34. 

Ans  den  letzten  In  $.  28.  enthaltenen  Gleichungen  lassen  sich 
«Bgekehrt  die  Werthe  von  J",  £",  0>,  A"  finden.  Es  Ist  nähmllch: 

^:=ztpnX'^iipnx — ttyffix  •\- toi^^  ^ 
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Aus  den  nähmlichen  Gleich  aiigen  des  {.  28.  erhält  man  abei 
auch«  wenn  darin  9t  =  1  angenommeD  wird. 


t 


fer =^(— J+fi-tC+tZ>) ; 
woraus  ferner  dorcb  Erhebung  zur  Potens  n  folgt: 

Entwickelt  man  nun  hier  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleich« 
heitszeichen  stehenden  Potenzen  verrouge  des  polynomischen  Lehr- 
Satzes  und  substitutrt  anstatt  der  einzelnen  Potenzen  tod  A^ 
Bf  C,  D  wieder  ihre  aus  den  gleich  anfangs  aufgestellten  Ans* 
drucken  hergenommenen  Werthe,  so  ergeben  sich  offenbar  Forroein, 
mittelst  welcher  die  Potenzen  fpa^,  %x*,  ^^»  &p*  durch  die 
hypercyclischen  Functionen  vielfacher  Werthe  der  Veränder- 
lichen a  ausgedruckt  erscheinen,  worin  aber  auch  zugleich  Pro- 
dncte  von  eben  solchen  Functionen  vorkommen.  Um  noch  diese 
letzteren  wegzuschaffen^  kann  man  sich  der  Gleichungen  des  §.  23. 
bedienen,  mit  deren  Hilfe  man  auf  Ausdrficke  kommen  wird,  die 
mit  den  in  §.25.  gefundenen  flbereinst&mmen  mfissen.  Ich  halte 
jedoch  den  eben  nachgewiesenen  Weg  zur  Herleitung  der.  bezeich- 
neten Ausdrficke  keineswegs  fQr  einfacher,  als  jenen  des  §.25^ 
schon  desshalb,  well  man  auch  hier  ohne  Anwendung  einer  lo- 
duction  scbwerlich  zur  Kenntniss  der  dabei  obwaltenden  Gesetie 
gelangen  dfirfte.  Ich  will  daher  nicht  länger  bei  diesem  Gegen- 
stände verweilen. 
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$.  36. 

fi0f  w  ieb  den  ebeo  bebinriellaii  .TbeU  noiner  Aw%»fco  ▼•i^ 
lasM,  m»  so  anderen  Cntttsochungen  Qberzogehen,  muM  ich  noch 
eiae  sehr  einfache  Folgerung  herleiten^  Setet  nmn  rAiholieh  in 
den  am  Anfange  des  $.34.  aufgestellten  Ausdrdcken  anstatt  A, 
B,  C  J>  ihre  Werthe  ans  §.28,  so  erhUt  man  auf  der  Stelle  fol- 
gende Gleichungen: 

{fx  —  1^ — wzx  -h  u>iix)*  =  tpnx — iymx  ^u>tnx  +  winx» 
(qu;  +  <^«+toftaf — ida)«  =  ^nx  +  iViM?-f  toizft^:— trfiid;. 


Anal<^[ie  dieser  AusdrOcke  mit  dem  Moivre'schen  Lehr- 
sätze tritt  so  dentlich  hervor,  dass  sie  kanm  erwfihnt  zu  werden 
brandit;  rie  ist  sogleich  die  Ursache,  wesshaih  Ich  nicht  mit 
Stillschweigen  darfiher  hinwe^eben  wollte,  ohgleich  ich  daron 
weder  Irgend  eine  Anwendung  machen,  noch'  auch  in  eine  nMiere 
Auseinandersetzung  der  verschiedenen  Formen,  deren  sie  f&hig 
siad,  mich  einlassen  oder  ihre  unmittelbare  ZurOckfÜhrnng  auf  den 
Moivre'schen  Lehrsatz  zeigen  werde. 

Noch  ▼erdient  ausdrücklich  bemerkt  zu  werden,  dass  fiberall, 
wo  im  Vorhergehenden  von  den  hypercycliscben  Functionen  viel- 
facher Werthe  nx  die  Rede  war,  die  Voraussetzung  stilkchwei- 
geod  zum  Grunde  lag,  n  sei  eine  ganze  Zahl.  Die  Ausdehnung 
der  Untersuchung  auf  andere  als  ganze  Werthe  von  n  würde 
jedenfalls  eine  bedeutende  WeitlSufigkeit  erfordern  und  dtirfte 
vielleicht  nicht  ohne  Schwierigkeit  sein,  wie  das  Beispiel  der 
iholichen  Ausdehnung  bei  den  goniometrischen  Functionen  zeigt. 
Öesahalb  kann  ich  hierauf  nicht  nfiher  eingehen,  sondern  begnfige 
alcb  mit  der  oben  gemachten  Andeutung,  indem  ich  auch  ferner- 
b'o  beständig  an  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  n  eine 
ganze  Zahl  bezeichne,  festhalten  werde. 


§.36. 

Zur  genauen  Beurtheilung  der  Beschaffenheit  der  hypercycli- 
Mhen  Ffafettonen  Istes  von  grosser  Wiehttigkeit,  dUe ^dia^enigeD 
Werthe  der  Ver&nderlichen  x  zu  kennen,  für  welche  jede  einzelne 
der  genannten  Functionen  gleich  0  wird.    Die  Aufliiidang  dieser 

TkfUXXVn.  tt 
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Wertbe  hat  rficksicbtiich  der  beiden  Fonctioneii  9  «od  ^  dwcha» 
keine  Schwierigkeit 

Wae  zuerst  die  Function  9  anbelangt,  bandelt  ee  sich  damai, 
alle  reetiea  und  ImagiliXrein  Werthe  von  jr  feo  beatUnDeB,  weiche 
der  Gletcbfitig  4pxs^9f  oder  wenn  man  ainetatt  ^ur  da»  WertI 
ans  $.  6.  nimnit  der  Gleiohnng 

m 

Genflga  lebten.  Letztere  Ifisst  sich  offenbar  in  die  swei  einielofB 
Gleichungen  serlegen: 

cost^äO    und    <iO8  7^=0. 

Nun  ist  biekaont»  dass  ein  Cosinus  nor  dann  gleich  0  wird, 
sobald  der  zugeburige  Bogen  eio  ungerades  VielFacbes  too  -3 

ist^  Folglicb  OMUM»  wenn  n  was  immer  fiir  einet  ganze  Zahl  be* 
aaiebpelj  ;um  der  tirsten  vAudsi^  beiden  aufgesteUtcp  Gleicbuflgai 
M  genOgen, 


:j^=±(a»-.I)^    und  daher    j:=db^ ^ ^ 

hingegen  um  der  zweiten  Gleichung  zu  eotsprechen»      .   * 
;p^=±(2ii-l)^    und  daher    arÄ±i ä^^'» 

•ein.    Hieraas  ergibt  sich,  das«  qpd^ssO  sein  werde«  aebaU  f&r  j 
Irgend  einer  der  ll?ertbe  aus  den  beiden*  Beihea 


±~2^»    *"~2~'    *""2~'    *  ""ir^ 


9  •■•• 


«V2  .       ,  3jrV2  ,  6«V2   .       .  7?gva   . 

angenommen  wird,  und  ausser  diesen  beiden  Reiben  gibt  es  kei- 
nen andern  weder  reellen  noch  imaginären  Werth  von  j?»  Ar 
welchen  9jr:=0  sein  kSnote. 

Des  klainsto. unter  den  eben  gefhndenen  feilen H silhe^ 
nShmlich     a     »  spielt  bei  den  bypercyclischen  ^nnctioneh»  wie 


niB  warn  dem  vreitoreo  Verlaufe  der  Untersuchung  entnehmeD  wird, 
ottgeflbr  dieselbe  Rolle,  wie  bei  den  goniometrischen  Functionen 

der  Kreisquadrant  oder  -5«    welcher  ebenfalls  der  kleinste  Werth 

TOD  X  ist.  Zur  welchen  cosjr  =  0  wird.  Cm  des  bfinfigen  Gebrau- 
ches willen,  der  im  Nachstehenden  von  dem  ersteren  Wertbe  wird 
gemacht  werden,  erscheint  es  zweckmässig,  ein  möglichst  ein- 
faches Zeiebeo  dafilr  anannehnM«,  wos«  Ich  wegen  der  eben  ge- 
dachten Analogie  das  Zeichen  »i  wähle,  so  dass  in  Hinkunft 
beständig 

ff,  =:  ^  =2,22144  14690  79183  i2351 

•eto  soll.  Dieser  Bezeichnung  gemäss  hat  man  daher  filr  jede 
beliebige  ganze  Zahl  n 

V±(2n — l)jr,  =  0    und  auch    9>±(2n — l)ff|.t=0. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  Wertbe  von  x  finden, 
fiir  welche  yx=0  wird.  Denn  setzt  man  in  dieser  Gleichung  an- 
ititt  ^x  den  Werth  aus  $.  5.,  so  zeigt  sich ,  dass 

X  xt 

rad  daher  entweder 

• 

X  '  xt 

8in;r^=0    oder    sin--;5=0 

■ein  müsse.  Der  ersten  von  diesen  Gleichungen  wird  n)ir  Genfige 
geleistet,  wenn 

— ^=J:ii»  folglich  x=J:9tiE|/2=  J:29tiE| 

ai^enofflaien  wird,  ffir  die  andere  Gleichung  hingegen  mnss 

xt 

--;5=-|-nff  und  daher  d;  =  J:nffV2.t=  J:2nffi.» 

sein.    Demnach  ist  flir  jede  beliebige  Zahl  n,  mit  Einschlnss  von  0, 

^■^^nni=iO    und  auch    vJ:2Rff|.tt=:6, 

während  filr  -hei«««  «ad^r^fi  iwetiaB  -mler  iomginiren  Werth 
TOB  Xt  der  nicht  in  einer  der  beiden  Formen  :t2ii7r,  =  db^'VS 
oder  J:SRS|.<s=J:n»V2**  enthalten  ist,  ^^=0  sein  kann. 
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§.37. 

Wenn  ßir  x  eotweder  %i  oder  anch  ein  Vielfaches  voo  S| 
aDgeoommeD  wird,  lassen  sieh  die  hypercyclischeo  Fonctiooen 
ganz  leicht  in  reeller  Form  durch  Exponentialgrossen  oder  dorcli 

h3rp6rbolische  Fnoctiooen  darstellen.    Denn  für  0?=%=;    ^      ist 

cosp5s=:cos2-=Co8-g=4(«»  +  e  *), 

sio;^=sin2-=tSin^=:g(e*— s   •), 

and  folglich  vermSge  §.  6. 

1  «       1      —     -* 

^s^=0,    x»h  =  y^-Co»^=2v2^**+*   *^' 


In  Bezog  auf  die  Vielfachen  von  SS|  mflssen  wir  die  boden 
FAlle  unterscheiden«  wenn  entweder  ein  gerades  oder  ein  un- 
gerades Vielfaches  anstatt  x  angenommen  wird. 

Für  dP=2fi9Si=fiiKV2  ist 

cos-rrj  =cosji«=(-l)", 

sin  Trs=sittii9i=:0; 

xi 
cos  Tra=cosiwri=  CosniKss  i(e«x  +  e"^*)» 

eln---^=sinii9rf=:£8infifc=:^(s^— eT«^ ; 
mithin 
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fp2mni  =  (—  !)■ .  Co8  n jt  =  ^  ^      (^^ + «^^»    ^2« «^  =0, 

ßr  x^(2ii — l)»i  =  ^ 5^ hingegen  erhält  man: 

C0t^=CO8 2 =  0, 

,    X         .    (2n— 1)»      ,     «... 

co«^=co«^^ g-^— =:Co8 2 =4(e     •      +e        •     ), 

iior^sthin 5-^  =  5  («     •      — « 


■nd  hieraus  folgt: 

>(2»—  1)»4  =0, 

Ich  erlaube  mir  die  Folgerong,  welche  sich  hier  nebenbei 
ergeben  hat»  die  aber  ans  den  aogleicb  nachher  beisubringenden 
Foraein  nach  unmittelbar  erwiesen  werden  kOnnte»  besonders 
henrorzuheben»  dass  Ifir  jede  ganze  Zahl  n  stets 

22nff|=— £2n9r|     und    x(2n — I)9r|^S(2fi — l)»i 

ist«  indem  ich  dabei  bemerke,   dass  diese  beiden  Gleichungen  In 
eine  einxige  zusammen   gezogen   werden  kOnnen»   wenn  man 

seist. 

Die  Torstehenden  Ausdrdcke sind  zur  wirklichen  nSherungs- 
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weisen  Berechnung  der  bypereyclieehen  Panctionen  gans bequem, 
sobald  man  sich  dabei  der  logarithmischen  oder  der  von  Goder- 
mann  berechneten  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen  bedieneB 
kann;  wenn  man  aber  eine  grossere  Genauigkeit  verlangt,  als 
diese  Tafeln  zu  gewähren  vermögen»  wird  man  sie  hieza  wesi^ 
brauchbar  finden.  In  einem  solchen  Falle  »wird  man  sich  (or 
d;=:»|  mit  Vortbeil  der  Reihen  des  §.2.  bedienen»  bei  deren  An* 
Wendung  jeder  beliebige  Grad  der  Genauigkeit  erreicht  werdeo 
kann.  Auch  flir  a:=23s,  ist  dieses  letztere  Verfahren  noch  keines- 
wegs mit  allzu  grosser  Unbequemlichkeit  verbunden,  doch  wird 
man  leichter'  zum  Ziele  gelangen »  wenn  man  die  Formeln  des 
(.  21.  anwendet.  Auf  diesen  Wegen  habe  ich  In  20  Decioul- 
stellen  genau  gefunden: 

^7ti  :=2,30129  89023.07294  87346» 

X^i   s=£7C|  =  l»77425  71174  66456  76432» 

9>2^=^  11,59196  32755  21520  62775» 

^2^  =— e2;r|  =-8»16619  19136  7292^  17991. 

Für  höhere  Vielfache  von  »i  wird  der  Gebrauch  der  Reihen 
des  {.  2.»  wie  schon  in  §.  3.  bemerkt  wurde»  fortwährend  unbeque- 
mer» wesshalb  für  diese  Fälle  auf  andere  Weise  vorgesorgt 
werden  muss. 

5.  38.   ' 

Die  vier  ersten  in  $.26.  aufgestellten  Gleichungen  nehmeo 
eine  weit  einfachere  Gestalt  an»  wenn  darin  anstatt  y  entweder 
»1  oder  ein  Vielfaches  von  %  gesetzt  wird.  Beschränken  wir 
uns  hier»  um  nicht  weitläufiger  zu  werden»  als  geradezu  nothweo- 
dig  ist»  auf  die  beiden  ersten  Fälle»  in  welchen  entweder  g^^ 
odev  y±t2iti  angenommen  wird.  Pfir  y^=^ni  ist  vermSge  §.36. 
^:ir^9r|=^0»  daher  gehen  die  bezeichneten  Gleichungen  in  fei- 
gende  Über: 

%{x  +  n»i)  =  -2i>;^  .  l{x  +  («  — l)»i)— %(a?  +(n -2)jri), 

^{x-^-Mti)  =     2'^jrcj  .9(0:  +  (n  —  l)ni)  — ^(j:  +  (n— 2)»i), 

£(.T  +  nitx)  =     2'^7ti .  %{x  +  (n  —  Däj)  —  {(a:+ (n  —  2)«i). 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  hypercyclisehen  Fumstlo- 
nen  fSr  die  in  einer  arithmetischen  Progression  fordaufendeo 
Werthe  der  Veränderlichen 


x-^^nif    ar-hSiTi,    :r-|-4)^»    ^-|>6«|»««.. 

aacb  uod  nach  gaoz  leicht  gefunden  werden,  indem  man  darin 
%^%  3»  4,.«..  annimmt,  sobald  die  Functionen  für  x  and  x-^-ni 
bereits  bekannt  sind. 

}.  39. 
Werden  die  Gleichungen  des  §.  38.  nach  der  Ordnung  durch 

9)(«+(n— l)ni),  z(ar  +  (n  — 1)»,) 

gctheilt,  «o  erhiilt  man :  , 

y(*-H««i)     _n  ■  _  ■  f)(a?-f(n--2)«|)  1 

9»(«+(«-2)«,) 

£(*  +(«-1)»,)  -^"*  +  {(«  +  («-!)«,)-  ''^  +  ««  +  («- 


!)»,)• 


X(« + (ii-4!)«i) 


»(«+{ii-l)«i)     ^*'"»     9(«+(«-l)«,)     ^^'*i     y(j;4-(ti-l)«,)' 

V<«+(*«-2)»,) 

«(*+Cn-2)«,) 

Hienms  ergibt  sich  ferner,  ioden  man  n—  1  anstatt  n  setst 
nd  die  anf  solche  Art  sam  Vorscheine  Icommenden  Werthe  in 
te  UUberen  substituirt, 

-y(x-Kn-iK)=^+r- 1 

a(4H-n%)         ,  1 


1 

»      1 

^x+(n — 3)«|) 


v(«+(n-l)«,)     -*^*'+.. 


Nimmt  man  nun  abermal«  in  den  zuerst  angegebenen 
drücken  11 -^2  anstatt  n  an,  setzt  die  auf  soklieWet»e  erba 
Werthe  in  den  letzten  Formein,  und  ftbrt  in  dieser  Art  dei 
stitution  fort;  so  überzeugt  man  sich,  dasa  jeder  von  dei 
Quotienten 


y^jx  +  HTti)  f(ar-f  it»i) 

9(ar+^n—  l)«,) '  2(«+(n-~l)«i) 

In  einenKettenbrucbsicb  verwandeln  lasse» dessen T heil br 

l 
sämmtl ich  gleich   ^ sind,  mit  alleiniger  Ausnabine  des] 

mallgen  letzten,  welcher  in  den  eim^lnen  Quotienten  oad 
Ordnung  entweder 


V(a:  +  «i)  • 


oder 


1 

fi(ar  +  »,) 

1 

X(*  +  »*i) 

1 

yf*  +  «i) ' 

^x 
1 

V(a'  +  «,)' 

1 


sein  wird,  jenacbdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  ZaU 
Die  Gesammtznhl  aller  Theilbrflche  beträgt  n — 1,  wobei  Di 
lieh  das  erst«  Glied  2v3S|  nicht  mitgerechnet  ist 

Die  Form  der  KettenbrOche  för  die  bezeichneten  ^^o^^ 
erscheint  zwar  nicht  besonders  bequem,  um  die  Werthe  der 
und  dann  ferner  ihre  Zähler  aus  den  Nennern  wirklich  zu 
nen;  sie  dürfte  jedoch  nicht  nur  an  sich  selbst  bemerlcens 
sein,  sondern  sie  gestattet  öberdiess  eine  Folgeraog»  ditaofei 
andern  Wege  sich  nur  schwer  nachweisen  lassen  mSchte. 
trachtet  man  n&hmUch  dabei  n  als  fortwibrend  nieehmeiid 


Ut  klar»  dass  jeder  einselne  von  Jenen  Quotienten  eich  ininier^ 
mehr  dem  endlosen  Kettenbmcbe 

2^»|  + !— I 


i^nx  + 1 


lynti  -f . . . . 


n&bem  infiMe,  dessen  Wertb  bekanntlich 
rh  +i/(vjri«+ 1)=  V'^Ti  +  x% .  V2=4,81W7  73809  «5351  65547 

»t  Diese  gefundene  ZabI  ist  daher  die  gemeinsebaftllehe 
Grinse,  welcher  sich  jene  Quotienten  bei  fortwährendem  Wachs- 
thaae  tob  n  ohne  Ende  nähern. 


{.  40. 

Setst  man  in  den  vier  ersten  Gleichungen  des  {.26.  jf=2^» 
M  erhält  man  wegen  vr^=v^9r|=:0  folgende  IVertbe: 

qK* +2iwri) =292jri .  g)(jr  +  (2ii — 2)«,) — 9(x + (2« — 4)«i), 
X(*  +  2»«i)=292»| .)((«+ (2n-2)ir.)-x(«  +  (2i«-4)«i), 
^x  +  2««i)=29)2«i  V(«  +  (2n  -2)«»)  - 1^(0?+  (2»— 4)3ri), 
{(dr  -|-2iiS|)  =29>2jr|  .£(«  +  (2«  -2)nfi)— £(a?+  (2«— 4)«i). 

* 

Indem  man  hieHn  fiir  n  nach  und  nach  die  Zahlen  2,  3,  4,.... 
anoimmt,  fiberseugt  man  sich  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
l^leidinamigen  hypercyclischen  Functionen  (I3r  die  in  arithmetischer 
Progression  fortschreitenden  Werthe  der  Teränderlichen 

Xs    x-^-^nit    :r-f4nP|,    dr-f«^»    j;-f8^»*»-- 

laatsr  recurrirende    Reihen    bilden,   deren    gemeiuschafUiche 
Rdatioosseala 

ist»  wonach  aus  den  beiden  ersten  Gliedern  einer  jeden  solchen 
Reibe  alle  folgenden  sehr  leicht  gefunden  werden  k5nnen. 

Ferner  iet  aoeh  ohne  geoauere  AusfiEIhning  einleuchtend,  dass 
dsreb  das  gleiche  Verfahren,  wie  ea  in  $.  39.  angewendet  wurde» 
aas  den  ▼eteteliendeii  Gleicbnngeo  die  Quotienten 


4Sß  Jfnmr:   Btiiwi€kkm§4er  99nü9l$ek$t9H  Bi0€mektfih^  eHä^tr 

9<x+(2n-2)»i)'    l<«  +  (ait-.2)»i)' 

Vr(ar  +  (2n-2)wj)'    5J+(2ii— 2)»i) 
in  der  Form  von  Kettenbrfichen»  bei  welchen  alle  TbeilbHIdie 
mit  alleiniger  Ausnabme  des  letzten  gleich  — q  q      aind,  darge- 

stellt  and  dadurch  zugleich  dieGrtnsen  angegeben  werden  b5B- 
nen,  welchen  sie  liei  dem  fortwährenden  Wachsthome  ¥or  «  inmer 
mehr  sich  nähern.  Letztere  ergibt  sich  (iQr  alle  vier  Qaotleoteo 
durch  den  eadlossa  Ketteabrncb 

2^29S|  — 4 

2^29S|  — -4 

^^^"^""2^2%-..... 

dessen  Werth,  wie  man  leicht  findet,  9>2n;jdbV((9>2^)*— 1)  be- 
trägt Biebei  ist  rOcksichtlicb  des  Vorzeichens»  mit  welchem  die 
Torkommende  Wurzel  genommen  werden  soll,  zu  bemerken,  dass 
die  beiden  Glieder  gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben 
mOssen,  je  nachdem  die  Reihe,  zu  welcher  die  Gränze  gesucht 
wird,  numerisch  betrachtet  eine  steigende  oder  fallende  ist, 
was  in  jedem  einzelnen  Falle  schon  aus  der  Beschaleoheit  der 
ersten  Glieder  beurtheilt  werden  kann.  Demnach  ist,  da  wir 
den  Werth  von  qflni  In  §.  37.  mit  dem  Zeichen  —  behaftet  gefin- 
den  haben,  die  Gränze  einer  steigenden  Reihe: 

92«! -v((9>2»Pi)a-l)=— 23,14069  26327  79260, 

hlngegiSB  flir  eine  Reihe  mit  abnehmenden  Gliedern: 

92«i  +  V((g>2»i)*-l)  = -0,04321  39182  63772. 


{.  41. 

Die  Formeln  des  {•  38.  oder  auch  des  {.  40.  kSnnen  nun  so- 
nächst  dazu  gebraucht  werden,  um  die  hypercyclischen  Functio« 
nen  aller  höheren  Vielfachen  von  n^  mit  grSeserer  Beqvcmiicb- 
keit  SU  berechnen  als  nach  g.  37.  in  Bezug  auf  die  f\^cttoii  f 
handelt  es  sich  dabei  nur  um  gerade  Vielfache  und  flIr  die 
Fmiction  ^  nur  um  vngerade  Vielfache  roa  «^,  da  wir  ans  f.% 
wissen,  dass  Mr  jede  ganze  Zahl  n  tnaier  90bt-^l)9i^  tsO  orf 
^Atir.  =0  ist    Desehalb  rfnd  hier  die  «HeielNUigeD  des  f  4A  m 
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iireekniMigBtoa  annivreaden.  Setct  man  oihmlich  In  der  ersten 
TOD  ihnen  d?=0  nnd  in  der  dritten  ;r  =  %,  so  findet  man 

92n9i^  =292«! .  9(2»  — 2)9^  — 9(2ii— 4)»!  • 
uod 

9fAt  + 1)3%  =292«! .  v<2fi  —  I)wi  — y(2fi— 3)jr, . 

wonu»  naeb  nnd  nach  die  Werthe  der  Function  9  fllr  alle  ge- 
rtdcD  und  der  Function  v  ßlr  alle  ungeraden  Vielfachen  Ton 
«1  mittetet  der  bereits  bekannten  Werthe  von  92^1  und  yff|  sich 
berachaeo  Ineeen^ 

Was  die  Functionen  %  und  |  anbelangt,  wissen  wir  aus  {.  37., 

das« 

XnsTi  c:  ( —  !)■+*  •  Initi 

ist.  Dieser  Eigenschaft  gemäss  braucht  man  f&r  jedes  Vielfache 
foo  9C|  stets  nur  eine  von  den  beiden  Functionen  %  und  £,  z.  B. 
2>  lu  berechnen ,  weil  die  andere  von  selbst  daraus  sich  ergibt, 
Dlbmlich 

Jtnni = (—  1)"+* .  jpi«!. 

Hiesa  sind  die  Formeln  des  §.38.  ganz  bequem»  sobald  sum 
die  Functionen  für  alle  Vielfachen  von  iti  nach  der  Ordnung  zu 
erhalten  wOnscht«  Setzt  man  in  der  zweiten  aus  ihnen  d:=0, 
M  ergibt  sich 

oder  auch,  wenn  man  anstatt  i  die  Function  %  einfährt» 

X»«x  =  (— l)»+^2^jri.x(n— IK  — X(«— 2)»i. 

Sobald  aber  die  Functionen  entweder  nur  f&r  gerade  oder 
auch  ausschliesslich  fär  ungerade  Vielfache  von  fti  berechnet 
Herden  sollen,  sind  die  Gleichungen  des  §.40.  yorzuziehen,  weil 
bei  ihrer  Anwendung  der  uberflflssige  Theil  der  Arbeit  erspart 
Ueibt.  Denn  nimmt  man 'darin  d:= — niTi,  so  erhält  man  (3r  die 
Fanction  %  die  Gleichung 

Xn«i  Ä  292»! .  j(«  — 2)iri  —  x(«  - '*)»i  t 

aue  welcher  die  Functionen  der  geraden  oder  der  ungeraden 
Vielfachen  von  »i  ausscbliesslich  gefunden  werden,  je  nachdem 
man  darin  anstatt  n  entweder  die  geraden  Zahlen  4,  6,  8, ....  oder 
die  angeraden  Zahlen  3,  6,  7,  •...  setzt 

Auf  den  eben  Torgezeicboeten  Wegen  sind  feigende  Werthe 
^a  2D  Deehnalslellen  gcnao  berechnet  worden: 


424  ün»r:   Eniwicl$iun§  4er  9aritügi(chM9i  ßigemohaftem  eim^er 

ifiSx^s:  —55»6S439  759»4  17548  29M7» 

237^1  =     £39^1  =-39,36175  40913  98872  99059, 

94»i  =  267,74676  14837  48222  24500, 

249r|  =— £4971=    189,33251  48805  24722  780O6, 

fp6^:=  1287,95805  41971  83312  07790, 

jfinj^  =      föjTi  =  910,78317  14226  61106  83108. 

Bei  der  Berechoang  der  hypercyclischen  FuncfioneD  filr  sehr 
hohe  Vielfache  von  »|  kann  die  Bemerlcung  von  Natzen  «eb, 
daes  man  anf  die  hier  gezeigte  Art  nnr  so  lange  vorwärts  su 
schreiten  braucht,  bis  entweder  die  Quotienten 

y«?g|  x^»|  ^7ti  Sn% 

^(n— l)«i*    5(n  —  l)«i '     q>(n-'l)jti*    xC*» — l)*i* 

oder  die  Quotienten 

qilinni  T^^  t2n3g|  ^2ngg| 

9(2«— 2)»,  '     x('2«--2)«|  •    f(2ii— 2)«i  '     ^2»— 2)»,  * 

welche  ans  den  in  §.  39.  und  }.  40.  betrachteten  hervorgehen,  wenn 
man  darin  mit  Ausserach tiaaaung  des  Vorzeichens  x=0  oder 
«=»!  annimmt,  ihren  eben  dort  angegebenen  GrSnzen  s»  weit 
sich  genähert  haben  werden,  als  man  Oberhaupt  die  Genauigkeit 
der  Rechnung  zu  treiben  w  Anseht  Von  da  angefangen  verwan- 
delt sich  die  fiir  noch  höhere  Vielfache  von  %  erforderliche  Ar- 
belt offenbar  in  eine  blosse  Multiplication  mit  diesen  Gränzea, 
oder  auch,  wenn  man  dabei  die  logarithmischen  Tafeln  anwenden 
kann  und  will,  in  eine  blosse  Addition  der  Logarithmen  jener 
Gräiizen. 

fi.  42. 

|Ss  verdient  wenigstens  kürz  erwähnt  zu  werden,  dass  die 
h3rpereyclischen  Funcäonen  der  Vielfachen  von  ni  ausser  der 
eben  gezeigten  reeurrirenden  Berechnung  auch  eine  indepen- 
dente  Darstellung  durch  die  Functionen  von  n^  anlassen.  Man 
tfraucht  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Entwickelungen  der  $§.  30. 
bis  33.  durchgängig  :e=»|  anzunehmen.  Dnt^r  dieser  Voraus- 
setzung erleiden  jene  Entwickelungen  sehr  bedeutende  Verein- 
fachungen,  weil  fßr  :r=9r|,  q>x:=^Q  und  %x^{x  ist,  wesshalb  alle 
Glieder  gänzlich  wegfallen  mflssen,  worin  der  Factor  ipx  vorkommt, 
hingegen  diejenigen  Glieder,  welche  die  Factoren  jfc  oder  is  ent* 
halten,  einer  Zusammenziehong  fähig  werden.    Zugleich  tritt  im 
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diesem  Falle  die  Analogie  mit  den  gooiomeCrlsehen  oder  eigent» 
lick  mit  den  liyperbollecben  Reiben  so  stark  hervor,  daee  jene 
mit  diesen  letzteren  fast  ganz  flbereinstimmen ,  was  sieb  ancb  ans 
den  im  $.  37.  angegebenen  Werthen  leicbt  erkUrt  Avf  diene« 
Art  geben  s.  B.  die  im  §.  90.  enthaltenen  Entwickelungen  in  fol* 
geade  Aber:    filr  gerade  Wertbe  von  n  ist  nihmlich: 

*  «  tt  (n.  —  ^^ 

(pnsii  =  (—  l)*[2«^V«i»  +  j  2«-»  ^»i«»-*  +  -Y-2-^2*-V«i""-* 

.  n(n— 4)(n— ö)^  ^       _^- .      _ 
•f         |^^3 -2— ^^'^•-•+.-.}. 

md  (ilr  ungerade  Wertbe  ron  n: 

fss,  =  (-  l^[2-»v^" + j  2"-»  ^»,«~«  +  ^^rfi^  2-*y^-* 

ft(«— 4)c«— S) 

■** 17273 ^  '  v^^i'T*  +  •  ••]• 

Ans  den  Reihen  des  9.31.  hingegen  erhält  man  Rlr  gerade  n: 

+  (*^)(2v«i)"-*+("l^)(2»^)-'+...] .  Vh, 
und  ftr  angerade  n: 

Ich  bemerke  hiebei,  dass  die  beiden  letzten  Ausdracke  sieb 
io«uien  emsigen,  fifr  alle  ganzen  Wertbe  von  n  gittigen,  zu- 
^UBmeaziehen  lassen,  indem  man  setzt: 

ZWa  (-l)f »{««=(8lii^  +  co»^).[(2y«i)^» 

+  ("7^  )  (8*i«i)-«+  (''7^)<2««,)^» + . -] .  X»|. 
^  Hilfe  dieser  Reihen,    welche   Tonnftge   der    Beschaffenheit 
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ihrer  HerMtirag  stet»  nar  m  nit  fertgefllhrt  werden  dtifes,  hii 
ddbei  Potensen  mit  snbtractiven  EqiooenteD  xQm  V<»redbeiM 
keeineo  sollen ,  können  die  bypercyclieeben  Fnactieneo  einte 
e4Bsel»en  wie  immer  hohen  Vietfichea  ron  st  Ar  sich  allmn 
nnsbhängig  ren  den  vorhetjgehenden  ans  den  bekannten  Wer» 
then  von  yr«!  nnd  x*^  berechnet  werden. 


S.4a 

Nebst  den  bisher  behandelten  Vielfachen  too  sti  erscheint 
es  aweckmftssig«  auch  der  Berechnung  der  hypercyclischen  Fun- 
ctionen fBr  die  ungeraden  Vielfachen  von  in^  eine  liesondere 
kurse  Betrachtung  zu  widmen,  da  wir  denellien  im  Nachfolgenden 
zu  bestimmten  Zwecken  bedfirfen  werden.  Diese  Berechnung  auf 
dem  Wege  der  Recursion  Torznnebmen»  unterliegt  keiner  Schwie- 
rigkeit Denn  setzt  man  in  {.38.  :r  s=  i'ti  t  so  erhSit  man  die 
Gleichungen : 


%, 


aus  weiden  sich,  indem  man  darin  n  =  l,  2,  3, ....  annimmt,  die 
hypercyclischen  Functionen  von  S»!,  |ff|«  isj,....  finden  lassen, 
sobald  nur  die  Functionen  von  \ni  bekannt  sind.  Letztere  kön- 
nen sowohl  unmittelbar  aus  den  Reihen  des  {•  2«  i^  als  auch  durch 
die  Gleichungen  des  $.  22.  berechnet  werden. 

Auf  diesen  Wegen  habe  ich  folgende  nihemngsweise  Werthe 

gefnnden:         ^^^  0,93864  «OÖM  31430  «1843, 

XK  =  1,09064  00263  09007  72828, 

^\it^  =  0,61424  31274  86595  64917, 

i\n^  =  0,23796  90638  82996  lltflS, 
9isKi  =  -*3,76375  41395  00834  80102, 

xlff^B  a04739  01194  il077  4261», 

^1^  =:  3,69673  43997  92561  43365, 

{Isc^s  6,f7S86  «Mm  96881  (MSa 


Ffir  die  hSbereD  Vielfachen  vaa  issi  könneD  andere  Gieicbon- 
gen  aufgestellt  werden,  welche  vor  den  obigen  den* Vorzug  he- 
sitzen»  daae  darin  die  verschiedenen  hypercyclischen  Functionen 
TOD  einander  abgesondert  erscbefaien  und  daher  auch  abgesen- 
dert  berechnet  werden  können.  Setzt  man  nfihmiich  in  den  For- 
nein des  $.40.  x^= — (li— i)9ri,  so  ergeben  sich  daraas  folgende 
Werthe: 


Bierans  zeigt  sjcb^  wenn  darin  «uerst  nz^ü,  4,  6,«...,  dann  fer- 
ner aoch  91=3,  5,  7«....  angenommen  wird«  dass  die  bypercycli- 
Kben  Functionen  der  Werthe 

— 1^1  >    i»i»    i^>    1*^1»     V^»...- 
Qod  auch  der  Werthe 

^4«i>    5«if    J»i»    V»i,    V»i,..-. 
recarrirende  Reihen  mit  der  gemeinschaGÜlchen  Relationsscala 

bUdm,  durch  deren  Hilfe  aas  den  bekannten  swei  ersten  Glie- 
dern «Der  jeden  solchen  Rdhe  alle  folgenden  sich  finden  lasMOo. 

Als  Beispiele    dieser  Berecbnnng    niBgen    folgende  dienen, 
*Me  bald  als  afitslich  sich  erweisen  »erden: 

yi^h  =-17,93728  96670  62212  26459. 
ilxi  =-  0,0098B  14364  93308  S5630, 
iplm  =  86,32188  41818  S7338  41S50, 
2i)^  =—  0,00204  79124  44675  41791, 
y|»i=  415.24220  42926  73679  66398, 
Bah  «     4MiOM3  87191  7I40K  889301 


I 
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i9>y»t=:— n)97^}474  204ä6  401M  97fl00. 
'xV»i  =  0.00008  84983  20996  56470, 
vV»i  =-M08,W917  07084  079T8  81880, 
IV»!  =  —0.00001  83909  93476  39701. 
9»V»h  =  46223,87322  966S5  S9i48  948S0. 
2\*«i  =      -0.00000  38243  69209  96456. 

Es  wird  kanm  nOthig  sein,  hiebe!  nocb  besonders  zo  erinnera, 
dass  ans  den  vorhin  znletct  aufgestellten  Gleicbongen  durch  die 
in  {.  39.  angewendete  Methode  die  Quotienten 

^h    »er-)-    ^(^)-    «m- 

/2ii-3\     '        /2n— 3\     '        /2n— 3\     '        A2»_3\ 

v{-r-h   A~^h   "^KTT-h   ^(r^'n 

m 

in  der  Form  von  Kettenbriichen  dargestellt  werden  können, 
deren  G ranzen  bei  fortwährendem  Wachsthame  von  fi  iUi  nihm- 
liehen  sind»  welche  bereit8  in  §.  40.  angegebeo  worden  und  da«8 
Ton  diesen  Gränzen  hier  gleichfalls  ein  ähnlicher  Gebranch  wie  in 
§.  41.  zur  Verkürzung  der  Arbelt  bei  höheren  Vielfachen  von  Jii, 
gemacht  werden  könne« 

Eben  so  wenig  will  ich  dabei  verweilen»  die  independente 
Darstellung  der  bypercyclischen  Functionen  für  vielfache  Werfte 
von  l^i  durch  die  Functionen  von  i^i  umständlich  zu  zeigen »  da 
nie  durch  die  in  den  §§.  30.  bis  33.  enthaltenen  Verfahningsar- 
ten  ohne  iSchwierigkelt  liewerkstelliget  werden  kann.  Ich  bemeike 
nur,  dass  insbesondere  das  in  ^.  33.  gelehrte  Ver&hren  in  dem 
gegenwärtigen  Falle  nicht  nur  sehr  leicht  zum  Ziele  fuhrt,  sod* 
dei^Q   auch    vergleichsweise   höchst    einfache   Resultate   gewährt 

Denn  flir  j:  =  t»i  =  -^^   i«t  t^  =4  »  ^"^  daher : 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  verhandeln  sich  s.  B.  die 
beiden  dort  fllr  tpnx  und  ^mx  angegebenen  Reihen  In  folgende, 
nur  für  additlvW  untf  Wngerade'Werfbe  von  m^^ß&fgbi 


'    .-.....■    .«;.«(»^3).^..  d  .;  t    .jMv  m.    J 

'   •  •  •      .  ■ji-'-..ih'i.        ••.  *^  .-•,(   i  ;.  i  >,'  .  'Mjn     iiruii  '  •'.      «.i 

»t  hy|Mrhdli^«i  .#de«'iEapoDMli»lriFjwctic|ii!aii  -cfehii^lir^miill 

FoDctioDeo  filr  diQ  Vielfacbeo  von  iti  gesagt  wurde»  aacb  fQr 
Jeden  aadern  beliebigen  \\^ertb  Aet  VefkniliiWchkn  x.'  D^tn- 
■aeb  kdeaen  die  goniQinetrieelwD » ibyptetUolieeheB  «Ad.Jogaritbvii* 
tthmi  Tafti»  AberfuttiptisonBerecbfiniig  der  byptet^cliadbe»  Fw« 
ctionen  Ar  aUef.Wefdie  tou  «*  »aag^wendiett.weKdlBQi^  .-sobald  IWHI 
sich  mit  derjenigen  Genauigiceit  b^giiOgt,  welcbe  die  zur  Verfügung 
stehenden  l'afeln'  gestalten.  Zixt  Erfan'gap^'  etiiei'  igtiinse' 
ren  Selilrfe  (lingegen  mOssen  andere  HWshiittei  aufgeälicbt  wer- 
den, nnl  svfar  nur  (&r  den  F^äll, '  Wend'  x  deh  Wertb  ki  ilber^ 
Mctgt,  weil'  fifr  kleinere  V^ertbe  von  i(  ohnehin  die  Reiben  ilei 
{.2.  raseb  genug  convergiren,  um  den  Gebrauch  Irgend  einer  alk- 
deren  Berecbnungsntetbode  ganz  fiberflOssIg  zu  macben.  Bei  dem 
Eistritt»  des  eben  iieseiebneten  Falles  kann  man  sieli.  deir  vorher^ 
ftebend  mitgetheilten  Formeln  in  folgender  Weise  bedienen: 

Jeder  Werth  von  ^ ,  der  grOsser  ist  als  9*1 ,  lässt  slq^  dureh 
dM  Difision  mit  fCf  auf  die  Form  n^  :i:y  bringen,  wo  n  so  enge- 
Bonaen  werden  kann »  daSs  jy  kleiner  als  ifff  atisftllt  Berecbnef 
^  nnri  durcb  die  Reiben  des  §.  2.  die  bypercyclischen  Funetio* 
neo  Ton  y,  dann  aucb  vermittelst  der  Formeln  des  {.20.  Jene  von 
%:tsf;  so  JsSnnepi  daraus  ferner  dilrcl^;  die  Gleiehuogen  des  j.38l 
die  Fonetlonen  von  2«^  ±9,  39S|  dby»  A^jLy,  n-  s«  f.  hergeleitet 
werden»  und  pian  bfeuditAuf  4i^f;,Art..sti|,so  weit  fortzufahren» 
Ui  man, au, dem  gegebenen  Wertbc;  A^idby  gelfiifgt  seip,  wird. 

Üb  will  mich  nicht  dabei  aufhalten»  die  mancbe^ei  Verkflr- 
'^gee  ansageben»  deren  das  im  'ÄAgemeinen  so  eben  erkiArte 
VetfüiM  QAIg  ün  di^  mhii  hehn-wirUichen  €ehnAcMh  ohMhia 

TkiU  XXYU.  » 


Ic||eht  selli^t  fin^äfr  ^iMi^  «pnfdern  oar  einer  AbimleraDK  dceuMbei 
gedenken/  die  dani  mit  Vorthdil  ang^w^odM  werden  Icuin,  ncoft 
die  hsrpercycliecben  Functionen  für  mehrere  Wertbe  der  Ter 
J|ndeflt<li«|i|?biw(»efn»4  ^eri»i)  eollen.  In  diesem  Falle  wird  mu 
eich  eine  betrftchtlich^  Erl^chterung  der  Arbeit  verechefen,  »• 
dem  man  vorläuig  die  bypercycliechen  Functionen  für  die  Viel- 
fachen Ton  %  so  w%it  !^edii«et»,a)a  ik^  ißt^ii^m  iiedeiC;  tfam 
jeden  einzelnen  gegebenen  Werlh  der  Veränderlichen  auf  die 
Form  ji^-jty  bringt^  4m» Functionen  von  y  aus  den  Reihen  dei 
^.  2.  bestitemIf'uAd  hi<rali8  dte  Functionen  von  nfftdbjf  durch  die 
Gleichungen  des  $.  20.  ableitet»  indem  man  darin  ar=ft9E|  annimmt 
Das  Gänse  i8t«8o  einfach»  daae  eine  nmetfindlichere  Erläuterung  oder 
die  Anffibmng  einen  Beispieles  als  gaiiz  fiberflOssig  erscheinen  mflstte. 

(*'••'  Mm  'wlftd»4^IMkt  selbst  seliee,i  dass  bei  4ei|i  VcnfteigeheB* 
•hfl  VeHÜhMüi^' atslilt  dl»  VfetJfilckeft'  ^ow  ^  aodi'  Jene  Tsn  Ss^ 
Myr'iiitt«h«}tisn  «'i^  'atgAwenAet  ^ßsrk%^  'kOnMn^-  Indem  an 
jSdcii  :ftfg<lbii»M  Vl^ftiA6i$  ?€SäaderUebsn  •dnteh  di»^  DiviiiM 

IR!^  i?^iv  oder , mit  i^  .%Pf  f|ie  Form  Snifj^y  oder  ,^4;jf  briagt, 

iHihiBl^4»rin  im  «tMm  Falif  nur  fMe  bypeniyottselien.  VoMISDeB 
dW  ^«mMm  »¥teMaehev  ifoK  oi^«;  im  uderU  FsMe  4ueb|;ine'dfr 
üMf^an-^voo  $M|  vorMbifig  betecbnel  sndvefdrfn  li^auclien. 

..,  ^I^ofsb  i;erdient,  der  v.Blstand  erwähnt  zu  werdep»  duss  d»d 
sic^^  f  j^siatt  .der  jB]eicbiin^'n  .des  j.20.  auch  desJ'ayioxV^eD 
If«>|{|patjEe^  zOj^eicheQi  Zwecli;e  b^iepen  koiinte.f  Uenn|au8  den- 

wfrsp.Vw*».^«  «>^fc  °^'*  ^^•;?,«M\^'»t*!»»8»^^^^^     ^•',^^  i»^  * '*' 

a^e/iuhrteif  We^t^e. der  Dinerentialqootienten  folgende  Seibeo: 
-'"''''bt^^i'tk^^  %inlY)ff  Jedl^  ber?d»i^  W^rth  <roii ^t"  sMtm 


cydiiscnen  ^unciionen  von  nvt-i-v'  oder  '2n^t  J:V.  i^dW^^^t 
•MM4weU;>taNehliem^ifM  jws.  den  Gleichilngsni  d#«  0.  a^Ha 


II    ' 


« 


»ifd  Aber  tfchfrerKeh  vm  ▼trhennen  b»>'8fAii4fl  ««m>  dfeai»  dioa« 
GleichiiiigQa  ud  jtne  Rtiheft  «ig«stlicb  gast  «inerlel  und  »ar  in 
ihrer  Form  verschieden  sind.  Denn  sohstitpirt  man  in  den  Glei- 
eliQP)^  anstatt  der  bypercycliachen  Punctfopen  von  y  i\^  gleich« 
geltende«!  Werthe  nach  j.  2.  und  ordnet  all^s  nach  den  Potenzen 
von  jf,  $6  ertrSit  man  sogleich  dfe  vorstiebedden  Retheti.  Aui» 
dt«^iii  G^ntfe  Istto  im  Gründe  gleichgültig,  wdch'(§  ton  beiden 
Arten  rtft  AaedrQciteu  man  anvr^ndein  ihag. 


- 

Wir  mGs«en  nonmebr  die  so  eben  behantjelte  Angabe   nm- 
kehrea^  indem  wir  uns  die  Ff«ge  zur  Beantwortung  vorlegen ,  wte 
zo  jedem  gegebenen  Wertbe  irgend  einer  bypercyclisctien  Fanctien 
der  eatspreefaende  Wertb  der  Veränderlichen  pdec»  «renn  es  vlel- 
leicbt  m^hfere  solche  geb^n  sollte,  alle  zugehörigen  1f\'erthe  der- 
selben gefinoden  werden  Icunnen  ?    Eine  directe  Losung  dieser 
Auflebe  erscheint  nicht  ausfahrbar,    weil  keine  der  in  den  §$•  4. 
bis  8.  anfgestellten  Gleichungen  allgemein  in  geschlossener  Form 
sich  aoflÜseD   Ifisst^    sobald  darin  x  als  Unbekannte  betrachtet 
wird.    Die  Umkebrung  der  Reiben  des  jr  2.^  welche  ala  zu- 
nicbet  liegendes  Hilfsmittel  sieb  darbietet,   kann   zwar  iosoferD 
bevrerkstelUg;!  werden^  dass  man  nach  gehöriger  Festsetzung  der 
Form  der   amgekehrten  Reihen   die    ersten   Glieder    derselben 
ohne  besondere  Schwierigkeit  zu  (luden  vermag.    Allein  es  dürfte. 
nicht  leicht  sein^  auf  diesem  Wege  für  die  Coellficienten  der  Reiben 
ein  hioreicheiid  einfaches  Gesetz  zu  erkennen  und  zu  erweisen, 
nm  über  die   Convergenz  oder  Divergenz  derselben   ein  sicheres 
Crtheil  zu  fallen  und  dadurch   die  Gräozen  ihrer  Anwendbarkeit 
ZQ  bestimmen.    Auch   die    Differentialrechnung   ist  nicht  im 
Stande,   zur    Erreichung   des    hier  vorliegenden   Zweckes    etwas 
^'esentlicfces  zu  leisten.     Denn  die  in  $.  17.  enthaltene  Differen- 
^^leicbnng  zwischen  x  nnd  der  Function  ^or,  weli:h^  eben  zum 
Bebofe   der  gegenwärtigen  Vergleichnng  dort   aufgestellt    wurde. 
leigt  hialSnglieli ,  wie  ungemein  verwickelt  das  aus  derselben  sich 
ergebende  recnrrente  Gesetz  flir  die  CoefKcienten  aasfalten  müsste, 
wenn  man  anstatt  x  eine  nach  den  Potenzen  von  tpx  geordnete 
Keihe  nit  unbestimmten  Coefficienten  substitniren  und  daraus  dl6 
Berthe  der  letzteren  finden  wellte»    Ans  dJessyn  Gründen  scheint 
kanm  dn  anderer  Weg  za  erfibrigeai  als  eine  1ndif«cte  Losung 
^'■s^er  Aufgabe  za  versnchen ,  die  «venigstens  fdr  das  practiscbe 
BedMiiss  Atr  Berechnung  genügt,   «mm  ^leiAb^M  «ine  vsH*. 
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flltiidU^  theoretische  AnflSwing  noch  Immer  so  wflnsehen  bWbL 
Man  gelangt  in  diesem  Ziele  am  elafacbsteo  auf  folgende  Weise. 

Wir  werden  ans  bald  überzeugen,  dass  es  oicbt  schwer  ftllt, 
die  gr5ssten  nnd  kleinsten  Wertbe   zu  bestimmen,    welche 
jede  einzelne  hypercyclische  Function  in  gewissen  Intervallen,  die 
so  wenig  von  einander  entfernt  sind,   dass  zwischen   ihnen  rar 
ein  einsiges  solches  Maximum  oder  Minimum  liegen  kann,  n 
erhalten  vermögen.    Durch  diese  Kenntniss  werden  wir  uns  w^en 
der  ununterbrochenen  Stetigkeit  aller  hypercyclischen  FunctioDM 
in  den  Stand  gesetzt  finden,  auf  der  Stelle  mit  voller  Sicherheit 
zu  beurtbeilen,   ob  in  jedem  einzelnen  dergleichen  Intervalle  ein 
Werth  der  Veränderlichen  wirklich  vorhanden  sei,  welcher  den 
gegebenen  Werthe  der  h3rpercycli«chen  Function  entspricht  oder 
ob  darin  kein  solcher  liegen  könne.    Für  diejenigen  Intervalle« 
bei  welchen  der  letztere  Fall  eintrifil,    ist  natärlicb  jede  weitere 
Untersuchung  überflüssig.    Für  jedes  Intervall  hingegen,  io  wel- 
chem man  das  Vorhandensein  eines  und  zwar  nur  eines  elnii- 
gen    entsprechenden  Werthes    der  VerfinderÜchen    erkannt  bat, 
wird  man  durch  einige  versuchsweise  vorgenommene  Berechnun- 
gen nicht  nur  engere  und  immer  engere  Gränzen  für  den  zu  fin- 
denden Werth  erhalten,  sondern  kann  dieselben  auch  einander  so 
sehr  nähern,    als  man  verlangt.    Indem  man  als  neuen  Versuchs- 
werth  für  die  Veränderliche  stets  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
den  beiden  zuletzt  gefundenen  Gränzen  annimmt    Man  verkürzt 
sich  dabei  die  Arbeit  bedeutend,   wenn  man  zur  Aufstellung  der 
neuen  Versuchswertbe  anfangs  der  sogenannten  regula  falsi  Ach 
bedient,  nnd  später,  nachdem  bereits  ein  genäherter  Werft  a  am 
Vorschein  gekommen  ist,    der  von  dem  wahren  j?  so  wenig  eich 
unterscheidet,  dass  der  Unterschied  x  —  0  =  9  klein  genug  aof- 
ftllt,    um  bei  der  Entwicklung  der  hypepcyclischen  Function   von 
jr  =  ii-|-jy  durch  die  Taylor'sche  Reihe  die  nachfolgenden  Glie 
der  in  Bezug  auf  die  vorhergebenden  als  unbeträchtlich  vernach- 
lässigen zu  dürfen,    die  bekannte  Newton'sche   Näherung  an- 
wendet.    Der  Taylor'sche  Lehrsatz  gibt  näbmlich  für  die  Fundioe 
^  vermöge  {.  44. ,  wenn  dort  o  anstatt  x  gesetzt  wird : 

Hieraus  folgt; 

«nd  daher  Ist  näherungsweise: 


miiäm  §miilmmeirt9ck€n  wmäcka  terwamlm  fim^üonmi    4S3 


»  = 


6a 


wobei  der  begangene  Fehler  nahezu  durch  da»  erste  wegge- 
laaseoe  Gtied 

2!!  S? 

aetgedrickt  wird»  wenn  man  darin  anstatt  jf  dsn  gsAuideDe« 
Niheningsfrerth  apnimmt.  Auf  diese  Art  erhitt  m^  aus  den 
ftüherea  Niherangsirerthe  a  nieht  nnr  einen  neaea 

wradern  ist  sogleich  im  Staude,  den  bei  dem  ietsteren  noch  vn- 
terianfenden  Fehler  wenigstens  nahezo  ansngeben. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  findet  man  HQr  die  drei  anderen  hyper.- 
eydiachea  Functionen  %,  ^  und  |  nach  der  Ordnung  die  Nähe- 
riagsfrerthe 

W  ""•  IQ   i  io,    ^* 

•  =       ^   ^  9  und  den  Fehler  nahezu  zr*%r» 

^  ipü  ipa    A 


XalT 


fcr  —  fo  3t^    g? 

Bs  bedarf webl  keiner  Erinnerung,  dass  durch  die  wiederholte 
Anwendung  dieses  NihemngsTerfahrens  jeder  gewünschte  Grad 
to  deoauigkeit  sehr  rasch  herbeigefilhrt  werden  kann.  Gelegea- 
keh  nr  wirkliehen  Ausübung  desselben  wird  sich  im  Nachfol» 
gmden  sogleich  ergeben. 


$.46. 

Man  wird  gewiss  nicht  unbemerkt  gelassen  haben,  dass  die 
*&  S*  30,  ausgesprochene  allgemeine  Aufgabe  dort  nur  sur  Hälfte 
gdü«t  wurde,  näbmiich  nur  fBr  die  Functionen  9  und  yr.  Wir 
sollen  nun  zur  Losung  derselben  Aufgabe  auch  für  die  beiden 
loden  hypercyclischen  Functionen  2  und  £  schreiten  und  dem- 
nach zu  beflftiromen  versuchen,  fär.  welche  reellen  oder  iroagioi- 
reaWerthe  von  x  entweder  x'ssö  oder  £:r=:0  werde. 

Bei  diesen  xyrel  Fuiietionen  stelH  sich  das  in  $.  S6t  elngehal- 


484   /tnäf:  BMk>§tkkm^ä»  v&hiiimkäm  fli^MMHasflM  eMj^ 

tene  Verfahren  als  ganz  erfelgl«s  beraue.  Denn  eetat  man  Uer 
anstatt  xx  und  £x  ihre  Werthe  aus  $.  5. ,  so  ergeben  eich  die 
Gleicbupg^Q 


1  *        * 

^  .in  :^ .  CO.  :^  -  ^2  cos  ^ .  .ln;g  =  0 


und 


•  ( 


••  I  «      I      ■ 


oder  auch 

U  •!  J  ,  .  ^  «...  •  .       « 

deren  keine  we^L^r  .eine  ^llj^rneipe  AuTl-p^il^gf  oopb  eipe^.weit^ 
Zerlegung  gestattet.  Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  Icauir 
^twäs  i(Hdeire^  §ch1iesseti,  als  itas  audi  duiurii^Kar  aus  der  Be- 
tiMk'tuiyg  d*y  ReitiTen  des  f.  2.  felgt,  ntinnlicih  dass  der  WsrA 
jp  =  0  jeder  von  beiden  Gleichungen  angehOre,  und  daiia,  diM 
allemal,  eobald  einer  von  ihnen  irgend  ein.  reeller  oder  inagiai- 
rer  Werth  x^^u  entspitcbt,  stet»  4udi  die  Werthe  jrs=~>a  ond 
j;=J:at  der  nähmlichen  Gleichung  Genfige  leisten  mflssen.  Man 
kann  nicht  einmal  mit  Sicherheit  daraus,  entn^bmea,  ob  es  ausser 
«BsO  noch  irgend  einen  davon  verschiedenen  reellen  Werth  von 
X  gebe,  welcher  der  einen  oder  der  andern  aus  ihnen  sogehürt 
Dass  indessen  ietateres  wirklich  bei  beiden  deicbangen  der 
Fall  sei,  ISsst  sich  aus  anderen  Grfinden  leicht  nachweisen,  b 
fi^sng;  auf  die  Fuitotlon  %k  machen  die  in  i*SJ*  iind*{,4L  bereefi- 
Hetai  Weiche  ensichllich»  dass  jene  FvaeUon  iQr  Am  meh  der 
Qsdnung  fottsch reitenden  uageraden,  und  eben  eoianob  6k  die 
gdtfanton  .VMfecfee»  von  isi  Abweebselnd  vaischiedeae 
Voraeicheo  erhalte.  Diese  Regel  wird  ^tevcfedle  in  $•  «ß.  Kr 
tß^  angegebenen  Reihenent Wickelungen  allgemein  erwiesen, 
weil  darin  sämmtiiche  zwischen  den  Klammern  enthaltenen  Glie- 
der durchaus  additiv  sind  und  daher  das  Vorzeichen  des  gao- 
sen  Werthes  st^t8  vun  den  ausserhalb  stehenden  Factoren  ab* 
Mtigf ,  Vvelche  eben  ffir  die  nach  der  Ordnung  wachsenden  sovrobi 
tttjgefadea,  afs  auch  TOr  die  geraden  Werthe  von  n  abwechselnd 
ädijitiy  und  subtractlv  sind.  Da  nun  pt^  additiv  und  x&|  enb- 
Yracttv  ist,  fot^lich  ungleiche  Vorzeichen  haben »  ao  ergibt  ekb 
daraus ,  daas  auch  %3)S|  und  x4nfi ,  ferner  xS%  und  jBte|  i^d  aü- 
g6tteln  2(^'^^t)^i  und  i^niti  nothwendig  ebenffklls  iingt^fcM 
Vorzeichen  besitzen  mfissen.  Wegen  der  ununterbtocbof'en  ^ 
tgkiil  4er  Fnlictioa  ^  mmm  mmtk.vmmlkm  JedamTRiOe  4»r  nit 


^^^  V'^'Ji^Hi^WPPJWP'lPIW WWfiWiPW  T*^V  W^^WrP^  ■•^^WI*'^^Nril    »^BQ^ 


WtithToo  4:.Kwf«c^e«i  j<4f4n  Pfi*r^  de?  Wf%9^»V>.i<i«f^^MI^ 

%'uiid  2^,      »»Ti  tihd.fTji^    '  07»,'  iifirf  «^V      :V''''   ' 
•       ♦  I  :    ■'  •    '..      i.  • .'Hl-     loli 

Beteiebbeti  Wir  dte^  W^h^  von  dir,>fllr  wUÄ^'')t^i=äi||'  #M.^ 
•idi  dci(  Ordmidjp  bede^n^4W^»e''atihili  '     '    ;•   '  ^1  »''i-i- t(   ..i. 

irtr  es  eio«tvrelTeo  iineiitiscli[i,ecl^'fi  lassen,  ob  is  kdase^^Mii  ^iMW 
beseicIinetM  vieltelcli't  'nb<ih  mehrere  änd*ei4  mit  nU^  IMiWtilk%V 
denselben  Gr&nzen  'ei^thaftene  Werttfe  ^on^  :if  gebeir'Wmi4^,^^fftf 
welche  ebenfails  %jr*=^Qi«t»  so  wie  audi^  ob  ^icht  auch  aosser- 
balb  der  aogegdic^en  Gräiiten,  nShmfFcb  zviscl^en  29^1  und  3»|, 
4%i  aod  59f| ,  Q.  s.  f^y.  q(|»  sol^rf^  Wer^e  vpiK^nden  sind»  Fra- 
gen, deren  Beanhvorfong  |Ald  nachfolge^  wtrd.  '  U 

fftfim^  im^m  wi#chw  j^pm  Av  %fif»f«ww«,^  mfÜTliii 

gtQfte  ZiJii.  ii#  4u/ipa^wa  y^i^..  0  bf^^Hl^«..>iWHe^|rtf p^^l|0 
stens  einen  Werth  von  x  geben  nifisse»  ^r  »IfKVJf'fi^I.fejp^f^ 
wird.  Diese  Werthe  sotten  im  weiteren  Verlaufe  der  üntersnehang 
»ieU  beziebungsweise'-difrQh'  X 

wcjt   4iii^)»  ,Jh«f;b«i  ^«hf^lte^  wif  ^i^  ^jofr^JbaW|||f5l  spätppf^H^&it- 

^•l^j'iv^nW^  «^  .iipM,(j*i  fl^p<?^^lIlJ?w.fluc^^.pilf^i  fn^^a  .*r^. 

Wen«  vwi  M«f»lftft'^fai44liT^niiu|P»  1*39   .^  .s^iff^l^/Kt^ 

*f«=ft  ,Wil4//jfrifmNll^i«bic!C2.a^t|iii|ftif»fsh^  iPr^^eati^n   wJtt^ 
y*««IW|  9iiF>  WdfWJ.  WIWi  ni/Mi  biemit ,  den  i^rnFfwi  y^l^&pd«)^ 

wlneaen  Grftnsen,  swisäiei|f.fn«IMiii|i.4U'|9Mt)0i,  fkv^l.«bs'MA 


ItSfeh  «iff/Hlitifto  sein  mflilJen^'fiif^ichfUrs  lrHMn«lfodito  Pro^«* 
4^NM^  InK  'iMr'  g»Mii«hi9iihäfllibhefi  Differ^ns  ^»i*  attluiiiuJbM:  so 
•MMtfltolD'UliA'^'to  d¥r  Bmättteng  b^Nihtigef  glatiteta »  die  Zäl- 
leD  a^ ,  o^ ,  Oy y . . . .  nnd  aacb  /Sj ,  /}j|»  ß^,,,,.  ddtÜ^tt  ^benMIs  io 
arithmeüschfta  ^rppresQÜonen  (orfsctireitpo  and  jede  Ton  ihnen  ni 
der  Mitte  zwischen  den  vorbin  angevriesenen  Gränzen  liegen 
Allein  in  diesen  ETvrkHnngen  findiet  man  iBlditoHsäAndig  getftasdiL 
BleiHl  wpr  hfbei]^  .l^erf^t«  in  g.  43i.,ge^^%,  dass  ke^er.T^n.dai 
dort  beispielsweise  berechnefeo  WertheUiXJ^»  7i^»  xV^'  Zv%' 
eben  so  wenig  als  {i»|,  £{7K|,  IV^*  wirklich  gleich  0  sei,  ob- 
gleich alle  diese  Werthe  ailerdiogs  aar  klein  sind,  und  sngleidi 
^jr(fjl|chff.i,^eQd  inifier  kleiner  werden«  Diese  letzte  Eigen- 
^aft  ,lj|ssf  sich  nun  6hne  8pbwierigkeit  allgemein  beweiieo. 
Pefn  i^jlfi  (.  4(^  ergibt  sich,  wenn  dort  entv^eder  It^  oder  \i%i 
tfiftMU/f^n^fippmmßn  wird^  dM4  die  Quotienten 


li:,    1.    1,1. 


"  i 


ty  .}    J'h.         .    iy — ^2^1^ 


i.,  1    .'....  .    !•■  ■   'T/ÄZl — it ••  UWl: 


WiribrM^lll^ndeni  Wachsame  von  n  sich  immer  mehr  eher  be- 
sthtafUM  flrftnte  hOi^rh  tafiss^n,  ifviOcM,  wib  ai»  dtei^  Beüfttf- 
fbälleit'äer  cirsten  solcbeii  Quotienten  bervoi^fct;  im  gegeowi^ 
flf  ^  Vkild  Üiit  -^  0.04321 : . . .  sein  kann.  Desshalb  wtrd  ^eb  jede 
il£r  betd«ri  Reihen  > 

and 

lt»i*;  s:^i>  £ VViPi ,  ti.  s.  r. 

ittibei^  meiir  'einer  ^efimetriscÜen  Progression  mit  dein  Quotieoteo 
-i-tjtiOlXn^'.IC  h'lrtiepi.  Woraus  folgt,  dass  die  Glieder  dieser  Reihen 
nläkt'i^Atr'fo^tsl^^breltend  kleiner  wetden,  sondern  zugIMcb 
nach  der  Ordnutlg  itets  abwechselnde  Vorzeichen  hillieii  mti- 
sen.  Vergleicht  man  nun  die  erste  dieser  Reihen  mit  den 
Werthen 

fing ,    %ini,    jflng,  u.  s«  f., 

#el^h^' lettre!,  wie  fn  §.  46. -bereits '^aeigt  wordenf  ist,  gleicb- 
tUkil  4 ürebgittglg '  li  b  w  e  eh  s  e  Iti  d  6  S^iclhen  tot  steh  tMrgen »  s« 
M^t^kttttn'aiir  dMfiiii  9:^48.  ttnd  j}.  37:  gefundeneil  Wefthen,  dasf 
dle"%rilt%ii  Glieder  Jti^  und  %2l>|  nnttt  si«h  vWiaebiviiee« 
Vbrttfeh^fer  besitz^a.''  DaW  wltd^'aueh  jM«l  naeil  der  OffdMng 
Ift^liiade  P«ar:  TOD  €»ed«nrtf ,  *M^V^  -    - 


ebenfalls  mit  ungleicheo  Vorselcheo  behaftet  «ein ,  wonm  wegen 
der  Stetigkeit/  der  FenctloD  ipc  fo^,  das«  die  Torhio  mit  Oi ,  a^ 
4%9.«..flrii    beselöbnel^n  Wertlie  besielmDgaweise  swtaeheo    den 

Griaien 

'.•  • 

(in 1\ 
o     1»!  und  iami 

Beten»  nnd  demnacli  .    . 

«^>l«^.   «ii>i«i»   «%>V»i»  ••••«•>  (-^^^--y«! 

.P»^.yefgl!?WMPPg  . 4er  ji weiten  eiligen  Rel|ie 

•/d«'+l\ 

mit  den  Werthen  von 


lehrt  gani   anf  dieselbe   Weise,    dass   die   rorbin   mit  /fiV 
j)i»....^   bezeichneten  Watthe   beziehungsweise  zwischen  den 
CirSnien 

fai  nnd  \mi ,.  dfi^'iiod  t^r  6%  nnd  V^^k •  ••••  %*^  nnd  ( ""S"*  )^ 
Begesv  vmI  foigiicb  i... 

Ä<t*i»    Ä<!^/  fc<V»i M(^^)*i 


•^  mflsse« 


9.  48. 


DirA  diüi'Er#ieeene  finden  wlv  nins  In  detn  Stimd  gesistzt, 
die  Weitbe  Von  0|'k  o^;  i^«....ok'iind  sneh  Ten  /}{,  /H^,  A»«**«/)« 
mit  Bilfe  des  Im  §.  45.  erklärten  Verfahrens  so  genau  zn  beretlh 
Belli  1^.  mal}  dieselben  ^a,Jkeniien  Terlengt 

br  ilikerttU^Mrebetl  fierechnühg  Von  ce«  wissen  wir  'nihi^- 

— 5 — \ni    nnd 


4M  JTiMrr^'jaK^IMImr  ätr  90P9§giM$tm  M§nmftrillßm 

2ii7r|  cnthaltfti  ««i'  ^od  der  «^rsteo    dieser  GrSnien  g^^fts  m 
Rege.    Äe^sMl)  köiHMSii  wir  to  ddi"  itfr  *dX^  fmtthd  '^'1ä'i& 
anrgesteilten   NäbeniDffi^rQrBiel 

. '.     .       f==«»»    X'^=Z^=v   und  a=(, — rr-Jnfi 
•etxeo.    Dadorch  erhalten  wir 


fTl  '.     I     •   I      ,     t 


\«Ä-*^^    lind    a«  =  a+if  =  a— •*^» 


I     • 


•  I 


wobei  der  noch  vorhandene  Fehler  nahezu 

\     .  —  '%r   oder   -^  .  ^—± 

betragen  wird.  Sollte  dieser  Fehler  su  bedeutend  aaafallttD,  na 
vernachlässigt  werden  zu  dürftn,^  ^olcfenneti  ans  dem  b^reltt  «rhal- 
tenen  NfthernngSijNieithQyN  der  durch  «i  bezeichnet  werdeo  soU» 
so  dass  .    \^      .       ,        •   •   '      . 

Ist»  auf  dieselbe  Wite  oeut  eplc^- Werthe^  hergeleitet  werden, 
nihmlich^  i       •<       •    1 


-.     '  .  , 


und  der  dabei  jedesmal   unterlaufende  Fehlef*  «fHMt  fc— Irfiungs- 
weise  nai 


\    S«i  -<«i— «1)*    '^{«i  "(«»•— «i 


• •   5 9        •  Ä     '^      m    U.   8»    L 

q>ai  2  ipa^  2 


.    i»H 


betragen-  Es  versteht  sich  hiebei  von  selbst,  dass  man  die  Nftfte- 
rung  nur  so  lange  fortzusetzeii  braucht ,  bis  man  den  gewfinsch* 
ten  Grad  der  Genauigkeit  erreicht  haben  wird,  was  begreinicher 
W«js«.  deetaraidber  erfolge»  m^Wm  j«  weniim.  flw^-^ufMftifnge- 
;poi»ipmie  JN^«rui»gf  v^^rlAi  «  von  4er  geancbtep,  94^-  o^iMncM«* 

Aus  diesem  Grunde  ftHt  die  Bestirnmueg' roti >i'  ir^hiOtnl» 
Behnfe     i     , .  ^ 


mti^^im'i0imtmirU9Mm  mameui  vtrmmaMir  nuwr^wNuA  (|Ml 


•    t    .  .    .  ■      •  •      •  t  *4       .    *    *    I.''  I'»        l*.'l 

aud  daher 

01  a  3j882i9 + Oim%S0  :=  8,SUfft 

I 

I       -  «< 

Mm.  wobei  der  onterbefende  Feblef  nalwra  i    '    ■    < 

^F^  ¥  =  - 3:1^54  •  ^-T"  = -<^'**" 

MMMht    Mit  Beraciuiciltigang  diesjB«  Fehler«  wi^  4M>^.    1 

ai  t=  3,34478 —0,00011= 3,34484 


«  - 


Mio.  Obgleich  die  hierdurch  wirklich  erreichte  N&heruDg  oicht 
BiitfoUer  Zn^erläesigkeit  befirtheitt  werden  kann,  ist  doch  so  viel 
klar,  daes  dieser  letzte  Wertb^em  wahren  nSher  kommen  roOsae, 
ala  der  frflber  mit  Oi  bezeichnete.  Deeshalb  wird  es  zweckmfie- 
lig  «ein,  bei  der  weiteren  ^ortsetiuog  der  Arbeit  anstatt  des 
frfikeren  oi  diesem  zuletzl  gefundenen  als  nes^n  Näberangswertb 
ftDxooebmep.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  durch  Wie- 
dctkoluDg  4«f  Vetfshreos    • 

ats3,34464  38860  und  ferner  a,  =  3,34464  38869  81086  %S207 

jedesmal  bis  zur  letzten  ai|gegebeoen  üecimalstelle  richtig,  so 
diu  in  20Decim2ilsteIlco  geoM  <X|  »3^34464  388S9  81086  32207  ist. 

Ffir  die  Werthe  <%,  a^,  «4, ....  stellt  sich  die  RechnonK  fort- 
Khreitend  immer  kOrzer  heraus.  .DtenA  tban  Hbenbeugt  sfcli'atfs 
den  in  (.  43.  ^  4em  ge^enwärti^^e»  Zwecke  berechaeten  Zahlen, 
dtfs  dirab^d'^^  nor  einmalige.Ao^rendun^  des- New  ton 'sehen 
VerUrens  a^  wenigstens  in  9,  a^  wenigstens  in  14  und  a^  we- 
B^stcuB  ui  19  Decimalstipllen  ricbifg  gefunden  werde.  Es  ist 
Qibnifich : 

•4^ V«t  •* Ji^.»ftl6.(W0SI  Min . 7M09.  tu?.  .     -Z  . 

^^  die«.w«i!fthe  mfias^n  smh4/0itrf -bis  Ml  i^tzlsi».  Mgogebi»* 
M  Beoüalstelle  sichtig  seiti»  sondsi^  nwo  ^M:  m^^Mk  M^k^K 
^m  jaltf  desielben  nook  *i  melirarf.iOMitMlstsUeo  iveit|ff  g/t 


JJA    MMMF  /     flltlfalltfi  iJnM  ^M*  JMirrfal^^*^*^**  CfaMM^A^lllteM  Wall 

o«o  eriialteii  werden  kOonte,    weno  man   dabei  die  Groi 
Jedeemaligen  Fehlers  eben .  eo  beräcktfichtigen  Voilte»    wi 
▼orber  bei  der  Berechnung  des  ersten  Nftheningsvrertbes 
dorch  das  cNew  ton 'sehe  Verfahren  wirklich  geschehen  ts 

Da  ferner.  Wie  In  J.  47.  niMkgewieseo  wnrde,  die  Wer 
%( — ö — j^  bei  fortwihrend  wachsenden  n  sieh  imna 
einer  geometrischen  Progression  mit  dem  Quotienten  — OjD 
hingegen  die  Werthe  von   fp( — ^^ — y^,  welche,  vrle  die« 

Glieder  zeigen;  eine  steigende  Reihe  ausmachen,  f\ 
§.  40.  einer  eben  solchen  Progression  mit  deoi  Quo 
—  23,14069....  sich  nfthem,   so  mässen  die  Quotienten 


t 


(y-;)- 


fortwährend  einer  Progression  mit  dem  Quotienten 

näher  kommen.    Nun  ist  aber  flfr  n  =  4  vermöge  {•  43: 

-1^  =0.00000  00000  827 <|^ . 
folglich  mnss  fflr  fi  =  B»  6,  7,  8 

sein.    Daher  kann  von   n=5  angefangen  in  wenigsten« 
von  HS 8  angefangen  in  wenigstens  20  Dedmalstellen  g< 

(4n-l) 
»•= 2 — *» 

gesetst  und  dadurch  die  näherungsweise  Bestimmoog 
äusserst  leicht  gemacht  werden.  Zur  nähernngsweisen 
nvng  der  Werthe  von  ßi,  ß%»  h»'*»»ßu  lässt  sich  offenl 
da^  aähmliche  VerfiAren  mit  wenigen  leidit  in  die  Aosen 
den  Ahknderangen  anwenden»  welches  so  eben  für  die 
sh»  %t  •%«  »*--«b  gebmatht "werde.    Diees  istsnsehr  eiol 


i 
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ab  daM  eine  umstindliche  WIederbolang  des  Gesagten  fBr  oOtfcig 
erachtet  werdeo  sollte.    Oessbialb  genfigt  es;  nur  die  Resultate 

kier  nsiwsetMiP*    IfsDivird  oilualicb,.  veon  ^r?(  .  j    Ji>^  g^ 
wtit  wird«  Air  ßm  nacb  nnd  nacb  die  Näberaogswerthe*  eiliitteD  t 

^— •» -^  -  *~  ^ji*  ~  p;  • 

ud  die  Uebei  jiocb  anterlaufendeo  Febler  ergeben  sich  nahesn 
beiiebimgsweise : 

♦6 2"~'    ~^i 2       '    '^W%'        5  "••  *• 

Anf  sokbe  Art  findet  man  f&r  ft=l  aus  dem  Wertbe  von  b^,  dass 

/}|  =  6.55305  42437  43718  61130 

Ihs  nr  letsten  Decimalstelle  ricbtig  sei;   hingegen  tax  fis2  und 
»=3  folgt  schon  aus  den  Wertfaen  von  bi : 

/3b=:  9*99648  76360  9, 

/?,=14,43936  9SS09  29249  06 

bii  rar  lettten  angegebenen  Ziffer  genau. 

Et  leigt  sich  ferner^  dass  fSr  gossere  Wertbe  von  n  mit  rasch 
xonehmender  Näherung,  die  schon  bei  nzzi  wenigsten^  20  Ded- 
ntaisteilen  erreicht» 


^/4n  +  l\ 
'^— V     W^        /4ii  +  l\  ~ 


K«<M>  und  yen  «==8  angefangen  In  mehr  als  20  DeeimalstelleB 


P»= — Q — »h 


2 


*^8«iMitt]atB  werden  dtirfe»  was  die  Berechnung  ungemaia  klebt  < 
nacht  uid  doeh  zu  jedem  wIrUiohen  Gebrauche  meba  >als>  bin» 
*«^^mI  g«iiau  erscheint. 


♦  -  .1 


Vn^hsi^en  benftite  1o  $.8.  geüehteii,  Aul»  ^n 'drei fvttteB tm 
den  CkMumn««/ 

tpap=zO,    x^sO,    v^=0,    £#=0 

durch  den  Werth  a:=0  gleichzeitig  Genfige  geleistet  werde.  Ich 
will  nun  nachweisen,  dass  es  tusaer  x=^0  Ipeinen  andern  w^ 
der  reellen  noch  imaginären  Werth  von  x  geike,  w<tfch«r  zagleicb 
irgend  zweien  von  jenen  Gleichungen  entsprechen  konnte.  B^ 
trachten  wir  zu  diesem  Behafb  alle  mOg^che«  F{lle  einaelo. 

Was  zuerst  die  beiden  Gleichungen  <pj;=Ound  y^orsO  aobe* 
Hängt ^  wissen  wir  ans  der  allgemeinen  ?n  {.  36.  enthaltenen  Auf- 
losung  derselben,  dass  Oberhaupt  kein  Werth  von  »,  virtMbtf  der 
einen  von  ih^eo  eztsprkht,  aueh  der  anderen  Geo(l|ge  leiatetj  so 
dat^'diese  beiden  Gleichungen  niemals  gleichzeitig  fSr  denselben 
Werth  von  a  richtig  sein  können. 

Nehmen  wir  zweitens  die  beiden  Gleichungen  ^urssO  nod 
jx^^O  als  zugleich  bestehend  an.  Durch  die  Substitution  dieser 
Wertbe  gfh»n  ^ie  beiden  ersten  in  §,  lOl  gefundenen  GlfsichoDgen  in 

über,  woraus 

folgen  würde.  Aus  §.  36.  isk  mbw  btkmml^  daas  all«  Wiaithe  vw 
X»  fQr  welche  0)0:=: Oist#  entweder  reell  oder  einfach  iroaeioSr 
von  qer  Form  ai  sind,  wo  a  eine  reelle  Zahl  be'zeicAnef.  Es 
niffssfe  daher  filr  irgend  einen  reellen  oder  einfach  InlMi^fr^D 
Werth  von  x  ^j;:=db>  sc>n*  ^as  vermöge  der  BetJchaffeHVftif  der 
Function  ^x  nicht  mcTgRch  isf|  weil  fffx  für  alle  solche  Werthe  von 
X  nolhwendig  reell  ^ein  muss.  Dtmnaell  Ist  es  auch  nicht  mög- 
lich, dass  die  beiden  Gleiehongen  <pxzs:0  und  2^=0  gleichzeitig 
fQr  denselben  Werth*  von  x  richtig  seien. 

« 

•  IBäiu  huf  den  nShliiffiekew  WMerspruch  wirde  die  AaeAm 
von  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen  ^^^=0  und  £#«6 
fuhren,  welche  daher  ebenfalls  nicfat  Statt  haben  kann. 

Wollte  man  die  Gleichungen  %x^0  und  ^x=0  zugleich  als 
ildMift  aiwihwi»  im  wirde  daraue  Teneilge .{.  lOL^tq>msm±t  wti 
fypmÖmeh  eageb^n.  A«#  §^36«  za^l  nich  aber,  &tmk  nniler  im 
simmtiichen  dort  angegebenen  reeHen  ua^  tea^inlm»  WeiiheB , 


IM  m^  Ai^Mlelciie  i^xsO  i8t;-«hir.  der^intfig^xrcOsioli  beiaitoi» 
ttr  wekheii' ^»«fl  wird,  rUngagen  keiner»  Ar  welche«.^ 
=— I  werdeo  konnte.  Deeshalb  kOnnen  aach  die  beiden.  UeK 
betnicbtefen  Gteicbnng^en^x^^sO  und  ^x=0  in  keinem  andern 
FfJle  zugleich  ricbtig  ^ein,  als  nur  wenn  x==0  angenommen  wird. 


Aof  die  nihmllcben  Folgerungen  ttbrt  die  VocausiMtainig 
d«m  gleichxeitigen  Beeteben  d^r  Gleichungen  t(;j:s=0  und  £^=-0» 
welche  daher  ebeofiiiJI$  nur  fär  j?  =0  uigl^icb  richtig  aeii)  können. 

Betrachtet  man  .endlich  die  beiden  Gleichungen  %x::^0  und 
tz:^0  ale  gleichzeitig  best^e^end,  so  folgt  daraus  vermtlge.d^r 
zweiten  in  {.10.  getnn^^tie'n  Gleichung,'  dass  iipä:.yl;x=z(i  mi 
datier  entweder  9j;=rO  o'der  i)^ar=0  sein  m(toae»  wodurch  man 
jedeafalle  aof  eioen  der  bereits  betmadelten  P^lfe«  zurückgefinirt 
wird.*''       '  '.        '    ■      '      ■'  •.....•..• 

Diese  ^^MsÜAdigevAffaMoQg  allar  .Wer  ilherlia«^t  aaigliebee 
PiHe  erweist  «iKei  iaUgeineiae.  Riektigbeil  des  aiiOinge  toiisf^espro- 

■ 

ilie  M  ebea  lenrlMene  >Bigeneisbaft;yiiala^at.  amäA^t  .4M> 
Folgerung»  dass  keine  der  Gleiehnngeii!^j»wl9(K*  |;.t<sQ«  ^asO^ 
tx^zO  zwei  oder  mehrere  unter  sich  gleiche  Wurzeln  haben 
Iloddo,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Werthes  :r=:0  bei  den  zwei 
letzten  Gleichungen.  Denn  hätte  zaerst  die  Gleichung  9:r=:0  zwei 
odcf  mehrere  einander  gleiche  Wurzeln,  so  mOsste,  wie  aus  der 
Tbsofie  der  'Grieichungen  lekännt  ist,  die  hfitimncbe  Wiiirzel  auch 

dtr  CHeiehaBg  -^jjrr  (3c.(>i#.enl9ete«ie  ei»  Mail'ittihotoitflvi^  •  folg- 


M  laiestcni:  ds  ^^  :tz  -^n^ot  ieli  dit.bcidMa  fiMdhMmgee  guvsQ 

Qoi^irzsO  tdr  emefiei  Werth  Toh.^  richtig  sein /Whii' niieh  dem 
voiW'ftcw'fesenen  in  keinem  Falle  mäglich  ist.  *  < 

•  •  f  * 

Auf  dieselbe  Weise  Ifisst  sich  auch  die  Unmöglichkeit  des 
Vorhandenseins'  gleicher  Wurzeln  in  den  Gletchuneen  %x^^0, 
t|^2sO|  2a:=0  zeigen  y  wobei  nur  der  Wertbä?==:OTn  den  zi^rf' 
letilea  Gleichungen  rermoge  §.  A.  eine  Ausnahme  nmefht.  ' 


•i 


'■!»... 


•§.«1 


• ;.  1.   . 


AoSj^flH  Sistiß^^^  §.  49f  folgf  iei»er«  dass  jede  b^pef.c^cli- 
•Apjfi^^Mi  W»n  *»f  i;öf,^pge|id' ftinen  reeUan  Werfh  to^^ 
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•eibslgleieb  0  wird,  ifiir  BUnitsbsr'kleiDBre  «adp/Mlkiichit 
grtiBB^Te  Wortho'  von  •  X'  'Ootbwi^Ddl(B  nngleieke  Vlüatidwi 

Betrachten  wir  soerst  wieder  die  Function  ^  jind  setxei 
wir  90=0.  Unter  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  der  'in  (.  44. 
anfpeflUirteii  Tsylor'sebaoi  Belbe 

wo  TermSge  §.  49.  nicht  £a=:0  sein  und, daher  das  erste  Glied 
nicht  fehlen  kann.  In  dieser  Reihe,  weiche  für  jeden  beliebi- 
gen Werth  von  jf  convergirt,  Ifisst  sich  y  so  klein  ^annefaneo, 
dass  das  erste  Glied  Sa.gt  ohne  Rücksicht  aufsein  Vorzeichtn 
betrachtet»  grosser  ausftllt,  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder. 
Bei  dieser  Annahme  hat  der  Werth  von  9(adby)  stets  einerlei 
Vorseiehen  Mit  seinem  ers4en  6lie4e^{a.y  und  dftber  i^fliten 
ftlr  binreicbend  iüeine  Wertbe  veo^f  die  FniMloiien  i^a^^y.wd 
ip{a  +  g)  nothweudig  verschiedene  Zeichen  vor  sidi  IfagMi 

Die  nftbmiicben  Scblilsse  lassen  sich  offenbar  auch  auf  dio 
Functionen  %x,  ^  und  hc  anwenden,  bei  welchen  demnach  eben- 
AiNs  der  ausgesproebene  Sali  gelten  wird,  «lit  AnsanhmNS  de« 
Perthes  asO  bei  der  Function  ^j^ 


5.5?, 


I   * 


Die  vorhergehenden  bOchst  einfachen  Sitae  machen  es  ms 
mOglich,  die  BeschaSenbeit  der  bjrpercylischen  Functionen  in  ^ 
zug  auf  die  liei  denselben  eintretenden' Aen dem n gen  dierVet- 
zeichen«  dann  rdcksichtlich  ihres  Wachsens  oder  Abneh- 
mens  bei  snnehmenden  Wertben  der  Veräoderiieben :  «rf  der 
biedurch  sich  ergebenden  grOsstea  und  kleinsten  Wertbe 
der  Functionen  genau  zu  beurtbeilen  und  zugleich  dasjenige  nach- 
zuholen ,  was  in  {•  40.  noch  unentschieden  gelassen  wurde. 

Stellen  wir  uns  zu  diesem  Ende  vor,  die  V'erlnde^lidie  x 
nftbitto  von,0  angefangen  additiv  fortwährend  zu  upd  nntersocbeii 
wir  die  Fojgerungen,  welche  sich  daraus  ergeben.  Wir 'wollen 
uns  dabei  erinnern,  dass  vermöge  §.3.  6.  ftlr  hiniftnglieli  tilefae 
Wertbe  von  x  alle  hypercyclischen  Functionen  additiv  sind  nnd 
es  nicht  nur  bis  zu  den  dort  angegebenen  Grinzen,  sondern  so 
lange  bleiben,  bis  sie  gleich  0  werden,  weil  jede  von  ihnen  wegcs 
ihrer  Stetigkeit  nur  dann  ihr  Vorzeichen  ändern  k1l%\ir  Wenn 
sie  zuvor  gleich  0  geworden  ist,  Wi  dem   wilrktieben'EI&tfltle 


«dl  letebt  ■^m  det  ifclitigbeii.  folgender  Oemtie^i  bhM.idäte  •«• 
ootfaweodig  seiD  nrird»  sie'überatt  wttodlich- «ta- lUayünäiii:   >..!> 

J„  Dift»  Foüctifia  iDT^fi  MeiM«^  äM  «=^Ä'  Wg^CKigeo,  M59  sie 
gleicb  l:b(,  beatäadig  adAitir  bi^  ^F^^i  wo.  si^^ gleich  Qji^rir^; 
TM  jr^i%  treUei  .muss  9^.  ßubtraxitiv;  viferd^  .un4  unvntec: 
kw:bto  UisibeD,  bis^ab^rinal^  gl^iqbO  ifird,.|^l)i|iiiil|ciii,|^'arF=^?r^^^ 
vo  das,  Zeiohea. ' vviedfir  jrecli$i$}jt  AjaS.  4t^^  Ar^m^u^s  überhaupt 
dl«  VofBtiobM  irooi  fMT  ,bai  alleatUPg^raidep^ii^i^f^GheR.y.^.^, 
udswar  nor  bei  diesen Werthen  alleip^jy^jb  ^n,4i9^0:,  iVlAdfiiPr 
nacb  gur  zwiseben  j;=(4ii — l)ffi  und  j:=(4ii*f  1)^  stets  addi- 
tlf,  Ubg^eo'  iffridtibeti ';i^t=:^  Lf  1>9^  aild'»a;ttüf4Ni^3)i7S|  immer 
sobtraeti^-seln.      '•'  •     '-^  "^--  "^   ;iiM.^...•  ..■  -.h 

1  Die  Pai^cäaD  if;jp  bleibt^  vpp  3?==:: 0^i<gfifangen,  {f^p^fil^ 
gtachfalls  0  ist,  beatindijg,  additjjv  bis  .ar==27i^»  iijird.  4finu ,$ if i^,^ 
tractit  bis  a:?=4ff|  und  wecbselt  i^erh^ppt.i^YorzefpheD.bei 
allen  geraden  yielfachen  Ton  atg  dergestalt,  d^ss  si^  zsrlsc^ei^ 
z=4n;ri  and  x  =  (in+2)^  .b^f^^P4l$  add.iiivf,  .zwiscbei| 
2=(4a— 2)3E|  und  a:=i^7ti  aber  ununterbrochen  subtractiv  ist. 

3.  Pa  jede,  stetige  Function  bei  znnenmen^en  Werthen  ^er 
Veräoderlichen  selbst  wächst  'oder '  a^  n  im  m  t ,  je  nach  dem  inr 
Differeotialquotient  additiv  oder  subtractii^  ist;    da  fernerhin 

d%x 
$.  13. -^==9^^^ gefunden  wurde:  so  folgt  aus  dem  in  1.  Erwiese- 
nen,'dass  dieiFunctibn  %e  zugleich  *mit  der  veräo^erlicheh  von 
xxsO'  bk  w^^c^*  .bestfM^lig  ^ac^bjre«»)'  Tonodfriangefaiigeft'bis 
xszdtDg  fortvRaii^eBd  abftehmeb^'iaflgfii^iein  zwycb^UK=<4»— ri)«^ 
and  j:s=(4« -I- ))}iPi  stets  wacl^sen,  swisebes  dc=i(4nfffl)0%  tnnd 
xs:(4svf<4)iV|  immer  abnehmen  mfissab  J  -.'/x  L  .  t  h     ^i 

dSx 
4    Fflr   die  Function  is  Istiwegei»  -j^i^^sfßxwd  dhfaelbe 

^eise  ans  %  klar,  dass  sie  yon  x^:zO  bis  >.:rttz:29¥^,t  beatftodri^ 
vrtciisen,  '  von  da- angefangen"  bis  tjrfi=4ft^  «nvoteibreeftefto  aiiL^r 
neimiey«  fiberhampt  anvlscben  •ir=84it7S^>andiJkr«fcs(44aff»S^9Cj^  jfwt* 
während  znnebmen,  hingegen  awiachea '  d;  «t  (4i^tHi2)4^-  «nd 
^=4ini,  Immer  abnehmen  müsse. 

&  Ans  X  ergibt  isioh  Otmn  das^.ldie  Funptioni  |2A.fOD  4i=0 
^^=%..«»f^niaU/  zwj^cheto  a?fli«34i  ««d  «=£3%;  fi^rRef  zwi- 
schen <rt?:3%  ilnd<;rs:c5^V>*'*iitlgßaieai.  iawissbDn  g^dfl^ifi^jin- 
geradea  VieUachea  von  fC|  nbr^  ein»  einzige^/  BjU  i^cli  0 
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fvtfdeii  .Unn«.:  .E^Mlfedft  sind  die  te  {.  46.  ^att  #1*  4%*,  <% «. 

iMseichncten  umI  itt  f«48.  iMraabn^tefki  wirUktb  die  eiAiifta 
rvelUn  ttiddiliviMi  Wevtb*  voö  ^»  fOr.vMioh^xflrscO  ^kd,  «u 
dort  imdh  üaaritachiadep  ;g»bwietL  fwirde^ 

1^.  AoT  ^^RcfMrill^  Weiepfe  erkennt  mAo  aas  4.»  dass  die  tF'imetion 
1^  roA  j?:^  Mb  Jf:t=23i>i  niemals,  dann  swbcb^n  ^rsst»^  ai4 
2r:=:4»|,  ali^ettftero  t^^isctt^n  jeden  zivei  geraden  VieUiietien  foa 
«I  nur  e7n  ^in^ettk^e«  Mbl^eick  0  «ein  kOnne.  Die  in  $.40.«it 
P]  >  1^9 '  /^a  •  •  •  • 'pH '  feet^cfcfieten  «dd  In  {.  48.  nälieniogevireise  U- 
raelriieten  i^nd  dalidk'  die  elilftig^n  reellen  addÜtiVe«  IVv« 
sein  der  GMetung  firtitO. 

7«  Da  w'ü:  nafi  die  aämtitlifrken  reellen  additiven  Wnrzeh 
der  Gleichung  x^=0  kennen,  und  ein  Zeicheawaoba«!  bei 
dieser  stetigen  Function  nur  eintreten  kann,  wenn  zuyor  2^=0 
geworden  ist/ in  diesem  FaHe  aber  anch  notbwendig  Statt  fodeo 
mitss;  so  wird  j/t  von  :rr=0  Vis  ar=r«|  bestSndig  addittr,  vm 
iK^ai  bis  Jr:±:ä2  stets  sübtractiv,  allgemein  zwischen  x^zof^ 
und  jr^oEgiN-f]' jederzeit  additlr,  hingegen  zwischen  x^a^^ 
Und  jn^roga  aHetnal  snbtractir  sein. 

•: 

8.  Eben  so  wird  die  Function  Ix  von.4r=0  bis  x^Pi  an- 
unterbrochen additiv,  von  ar=/3i  bis  x:=ß^  subtractjV^  allge- 
mein zwischen  x^=ß^  unä  ;r=j}^«»4.|  stets  additiv,  vonj:=|3yi^ 
bis  x^=^ß%n  i>estfindig  subtractiv  sein  miissen. 

"'  ''     '  dwx 

9.  Wegen   des   eben   Erwiesenen    und   da    -^-  = —  |x  ist, 

«es»  die  Funotion.  ^xr  von  jeaz0bi9xssßf  bestfiodig  ablieble«, 
dann-  ven  :c?a^|  bis  xssß^  wieder,  nfunterbrecbta  wae^ssn; 
allgeaiein  %vird  sie  swlscbea  aes^ß^  uud  Msizß^i^i  btele  «bneh« 
men  und  zwischen  x=ßißt^^  «nd  oßz^iß^  fbrtfeähne9d  «vaehscn. 


diflfX 
Ml    Eben  so  folgt  a«B  7«  und  wegen    ■  J  «s^  ^9. 'dass  die 

fleaeilon  ^  -voa.jrsBA  tisx=tf|  beständig  wachsen^  dann  vm 
«^a|>Me  ^bai:s^:wie^  abnehmen»  aUgeaiein  zfvischea  «tsi^ 
doA  4Rt=<%ii>i4  ^^^^^  wiacbsen^  AiafUgeti'^wisebaii  -^'^f^-i  as^ 
amco^vlmmec' ab«ehMMi»fliisse. '      *.       .ii>   t.«.  >  • 

II.  Vermöge  $.3.  2.  erhalten  alle  hypercyclischen  Fuinctiooeo 
iRir  subtta^it'e  jr ^na  die  näbmlrclieii  V^erthe,  -tMe  fOr  die 
gf^rchen  additiven  ;»-,  «er  liuben  «die  F^netionen  %^  «nd^  «Bf- 
gMeti|('eieltite  Varzvie^en,  idttroh  wei<<beii  lettflen  4}mMMd 
Vu^^ct^   Ml  Vraiek«iip>ft  dleaerfFVinetlov^i  <}ri  A^bin^elirtiea  m4 


1  • 


mU  den  ffomfamHrtttAet^  vmUMMt  •ermmdim'y^'imciUmem.     447 

das  Ab  neb  nie  n  in  Wachs^li  iBktneht  Des^wei^eii  haben  die 
Fanctiooen  q>x  und  t/i:r  tür  «itibtractive  VVertb^  der  Verkiiderii- 
eben  eoWohl  in  'Bezog  auf  ibre  VorzeicböD  al*  lindi  aiiT  dad 
Wathaen  oder  Abnehmen  derselben  ganz  das  n&bmlicbe 
Verbalfceiv  wie  es  in  1«  ±  9.  10.  fOr  sietcbe  addkive  Wexthe  von 
jr  aacbgewiesen  wurde,  hingegen  die  Functionen  xx  iin4  ^  be- 
sitze* in  beiden  Rtickfiiehten  gerade  die  entgegenge- 
setzte Beschaffenheit  für  snbtractive  a:^  tvie  sie  in  3.  4.  7«  b. 
lur  die  gleichen  additiven  x  angegeben  wurde. 


{.  63. 

•  ■  *  • 

• 

Dm  sich  eine  bequeme  Uebersicbt  der  so  eben  im  einzelnen 
oacbgewiesenen  Eigenschaften  riar  jiypercycliscben  Functionen  zu 
verschaffen,    dürfte  es  am  angemessensten  sein,    sowohl  fär^dii* 
Vorzeichen,  als  auch  flEir  das  Wachsen  und  Abnehitii^A  dvt 
FaDctioned  Icleine  Tabellen  zn  verfassen,   durch  -welche  Man  in 
den  Stand  gesetzt  wird,  die  zusammengehörige  Beschaffenheit  der 
»ämmtlicben  Functionen    gleichsttn  .mit    etnein    Büdie  zn    über- 
schauen.   In  letzterer  Beziehung  ist  es  hiezu  «oth wendig,   «ine 
besondere*  Inirze  Bezeichnung  (üi  das  Waclisen  oder  Abaehmen 
der  Functionen  einzuführen.    Ich  wähle  zu,  diesem  Behufe  für  das 
Wachsen  idas  Zeichen   <»    welches  nnr  hinlänglich  deutlich  ein 
Foniehreiten  rom  .Kleineren  cum  Xilrossereii  auszudiücken  scheint, 
Qnd  für  das  Abnehmen  das  umgekehrte  Zeichen  >.    Hiebei  mnss 
noch  bemerkt  werden,  dass  im  Vorhergehenden  das  Wa<1iseti  lind 
Abnebraen  der  Functionen   stets  im  algel>rajsehen  oderjma- 
ly tischen  Sinne  verstanden  wurde»    folglich  mit  geborifser  Be- 
rücksichtigung der    Vorzeichen.     Das   Wachsen    und    Abnehmen 
kano  aber  aaeh  absolat  ^Am^Me  Klbksicht  auf  die  Vorzeichen 
betrachtet  werden«  wodurch  es  sich   dann  von  dem  früheren  oft 
wesentlich  nntefscheidet     DuFch  das  Gesagte  werden  ^nbtfendich 
die  drei  nachstehenden  kleinen  Tabellen  hinlänglich  deutlich   er- 
'€kinen,   ohne    einer  weiteren   Erklärung  zu  bedürfen.    £benso 
wenig  urird  es  nutbig  sein,  eine  besondere  Srinnerniif  tefeufügen, 
wie  dieseR>eli  jnit  leidster  Mühe  weiter  far^^eseizt  «ü^rden  können. 


*'   ■  .'       '       *-      ^   '    *   ■    -* 
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T»!beUe  I 

t<>«<  «Im  Vorzeichen. der  hypercyclischen   Functio 
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TttbeUe  11 


überdas Wachsen  oderlkbaehinen  der  hypercyclisc 
Functioneo  mit  Berücksinhtiguog  ihrer  Vorzeicb« 
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TalieUe  lU 

üb^r  das  Wachsen  oder  Abnehmen  der  hypercycli^tl 
Functionen  ohne  Rücksicht  anfihre  Vorzeichen. 
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§.  54. 

Da  jede  stetige  Fanction  einen  sogenannten  grSssten  oder 
kleinsten  Werth  dort  erhalten  mass,  wo  das  Wachsen  derselben 
in  Abnehmen  oder  umgekehrt  das  Abnehmen  in  Wachsen  Ober- 
geht, so  ergeben  sich  aus  $,52.  3.  4.  9.  10.  oder  anch  aus  der 
blossen  Ansicht  der  Tabelle  II.  die  grossten  und  kleinsten  Werthe 
für  die  hypercyclischen  Functionen  folgender  Massen: 

bei  9ur  fflr  :r=:Q,  ±ft,  ±^«»  ±A»  ....  dbi^«,...., 

bei  |2r  fär  ^=  ±»1,  ±3ji^»  dbö^i.  ....  ±(2ji— 1)%, , 

bei  i|r:r  filr  ^r—O,  ±«1»  i:«a>  db^st  ....+«»»•••.»   * 

W  ^  fttr  ^=  ±2^1,  db^^>  ±6«i»  ....db2n«i...... 

Aus  der  Betrachtung  der  in  §.52.  aufgestellten  Regeln  oder 
noch  leichter  aus  der  Vergleichnng  der  Tabelle  II.  m'ft  Tabelle  1. 
wird  man  entnehmen,  dass  die  sämmtlichen  bei  den'  hypercycR- 
echeD  Functionen  vorkommenden  grossten  Werthe ^tlurchgSngig 
additiv  und  daher  auch  dann  wirkliche  Alaxima  slbd;  wenn  auf 
ihre  Torzöichen  keine  Rücksicht  genommen  wird;  hingej^n  ^äti 
man  alle  sogenannten  kleinsten  Werthe,  mit  einer  einasigen  Aus- 
Dähme,  sämmtlicb  subtractiv,  wesshalb  sie  ohne  Rücksicht  auf 
ihre  Vorzeichen  betrachtet  eigentlich  ebenfalls  Mazima  sind,  wie 
dies»  anch  die  Tabelle  III.  zeigt 

So  z.  B.  ist  9)0=:  1  ein  additives  Maximum,  hingegen  q>ßi 
=—18,91522  44081  ist  zwar  im  analytischen  Sinne  ein  Minimum, 
sobald  jedoch  dieser  Werth  ohne  Rücksicht  auf  das  'Vorzeichen 
betrachtet  wird,  Ist  er  ebenfalls  ein  Maximum,  nähmlfch  der 
grugite  Werth,  welchen  die  Function  tpx  zwischen  xszni  und 
x=3«|  erhalten  kapn.  Das  nähmliche  gilt  offenbar  auch  fflr 
'~ßt>  ßs*-*-«  allgemein  filr  x^=zß^»^x.  Eben  so  ist  '^sfl  ein 
MiniiBDm,  und  zwar  das  einzige,  welches  nicht  subtractiv  ist;  fer- 
ner smd  ^ai  =3,69703  10125,  dann  ^a^,  ^«5, ....  i^a^^^x  additive 
Maxima,  hingegen  ^o^,  tf;c^,....  ^<%n  sind  zwar  analytische  Mi- 
nima, jedoch  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen  gekommen, 
gleiehialls  Maxima. 

Hit  gehöriger  Berficksichtigung  des  eben  Gesagten  wird  man 
hei  dem  Gebrauche,  der  nach  Anleitung  des  §.  46.  von  den  gidsBten 
und  Ueiiieten  Werthen  der  fa3^ereyclischen  Functionen  gemacht 
vrerdeo  soll,  weiter  beiae  Schwiertg;keit  finden.  .  i  •  i' 


^#  Kn  nr:    ßniViekhfTfp  difr  ver^^ffüehüen  Bilfemek«ften  Hftiftr 


§,  55. 

In  ^«  36.  Bind  die  s ä m  iii  tl  i c h en  re«*llen  und  ii^agloäreo  Wur- 
zeln cTer  GleiciiDn^en  q>x=^Ound  'i(;x=^0  gefunden  worden.  Ver- 
möge  §-48,   siiü)  wir  im  Staqde  die  dqrt  mit  a| ,  or^,  ofg. ....  an«... 

und  ßi^,  ß^f  ß^,„.ßn fjezeicbneten  reellen  additiven  Wurzeln 

der  GJeicHunj^eu  %x=:Q  uwA/^x-^ü^  zu . berechnen,  von  welchen  in 
§.52.  S.  und  6.  envie^Qn  wurde,  dass  «le  die  einzigen  Wurzelo 
dieser  Art  sind,  welche  den  letzteren  Gleichungen  zukommen. 
Au8  dieAeo  reellen  additiven  ergeben  sich  nun  Teritiöf^  {.3.2, 
alle  reellen  subtractiven  Wurzeln  der  näh mlicben  Gleichungen 
durch  blosse  Veränderuni»  d^r  Vorzeichen,  und  hieraus  ferner  fi« 
iroaginäreo  additiven  und  subtractiven  Wurzeln  durch  Pei|ugqng 
des  Factors  t.  Da  wir  auf  solche  Art  die  reellen  und  imaginären 
Wurzehi'det' vier  angezeigten  Gleichungen- kennen,  von  w^eben  «fr 
CÜtWj^dio^ft  ^ansk  §*60.  wiai,sen„  da«»  aie  keiae  gleichen  Wurzeln 
enthalten  ki(onem  ao  iajiMen  sich  in  Genilb«sheit  der  ^ns  dei:  Theorie 
dn  GWlchnngen  beka,nQten  Weise  di^  vier  hypercycliscben  Fun- 
ctionen ia^'^ce  einfachen  sogenannten  Wurzelfactoren  zer- 
legen,  voi^  ,-9f  eichen  «her  ein  Theii  vermlige  der  Beschaffenheit 
dq^  Wurzi^ln  imaginär  \ßV  Dieser  Ueh^^^tand  ULsst  sich  be^eitiseo, 
wenn  map  je  vier  von  jenen  Factoren,  welche  aus  den  znsamroeo- 
geburigen  Wurzeln  -f  n,  -^-a«  -{-oi^  — «i»  wo  n  was  immer  für  eine 
von  den ^  reellen  additiven  Wurzeln  bedeuten  kann,  cHitspringen, 
durch  Multiplication  in  einen  einzigen  zusanimenzifeht*    Denn  es  ist 

u~f>o+f)(i-5)(i+5)=n-.ä')a+S)=i-g- 

Wird  die^B  AlmUvpiicntijoo  mit  aUf»  srnsammengebungcm  Wime)- 
fii^oreo.  Qio^r  ^4<^n  hypercycli^chen  Fuiu'tion  vovsBnoiamen,  eo 
«ifbftlt  nan  ipJfi«Hde  Zerlegungen:  , 

Jf*  jj*  -r*  Jf4  jA 

^Jf  ^tr^  ^1*  3r^^  fit^  3^^^ 

f  • 

Den  vorstehenden  Wertli«n  vvin  fpx  «tod  ^JT'  kann  sine  etwas 


w^VI^MPWv^WV%4H^iA9^44  "W^r'^^WiW'*  ^•H^*"T^W^^   V  ^Ivff 


rerioderte  Form  gegeben  werden,  imieni  OMMl.'v^llKliif  (fSft«. 
-:7-  aostatt  n^  und  folglich  -j-  aiMatt   Tti*  substituirt,   wodurch 
sie  föllgende  GfiaUlt  im  nehmen.:  • 


I 


4r*  ia^  4a:*  4s*  4x* 

.*={!-  ^)(l-3r3?)(l-gr;;5)(l-,r5i)(l-5r5i)...„, 

*«,-      4a:«,,,      4j:*,,,      4t*,,,       4a«  „.       4a*    , 


j.  56.  '  • 

Belndt0t  IHM  ^le  i|n  (^6,  apgegeb^nto  Wertbe  voi)  ifl-k^ 
mdxx-^Uf*  8o  wir4  n^n  «ogjeic^  erkeoneD.  d93«»  di^^bi^^gAP^ 
aof  die  nihmllcbe  Art  >jch  in.Factoten'  :pplegeix.  lassen» .jiri^lchf 
soeben  bei  den  Functionen  ^u; Uf)d.')^a)^f^(^6,^f;p'd.^i  wyf4e^^Jp9^ 
es  ist  daraus  offenbar,  dass  nur  dann  ^o: -|- So:  =  0  aein  könne  und 
sein  mfiaee,  wen»  ehtwed^F  .   '  ^^   _    .  ; 

sin— ^=0    oder     co8^  =  0 
und  daher  entweder 

'        '    •    r 

angettommen  wird,  wo  fi  jede  betlebtge  ganze  Zahl  bedeiiteti-kaflab 
Hieraas  fotgt  nun  durell'  ZMegnn^  in  die  WurzelffBietdriin  lifld 
MoltiplibafioQ  je  ew^r  zusammen  geh^igef  i»eteker'VVK;tor<§n  s>  ' 


Ixj-i^K 


\t 


,1 


=^H^l^y^(l+3.^1-.;p^Hg^V::-5^,„. , 


^tr  wenn  maii  hMn  saeHtf  fh  «ffMA  Werth 

Auf  demselben  Wege  findet  man  ans  dem  in  §.  S.  enthaltenen 
Werthf  t0i|   jir^-^for,   daiPft  d<lr  Ctteicbnng  ^t-^;iB;;=0   nur  die 

Wmeln 


oder  aticli-     -       '  "      ^    ^     ;       ^ 

folgt 

Noch  kann  aas  den  in  §.  55.  gefundenen  Zerlegonseo  von  jz 
hnS  S^  eihe  ändere  ab^deitet  werden«  di^  indMf  MT^SWIkfurei- 
geü; übergangen  Werden  darf.  £0  ergibt' sicH  nflbmli^h  ans  j.  31. 
l^<D^^i%x.^f  und  daher  ist,  wenn  anstatt  xx  nnd  ix  die  be- 
llib^nen  Weirthe  substitnfrt  werden; 


Die  in  §.  55.  nnd  ^.  56.  vorgenommenen  Zerlegungen  lassen 
b}iAi' bewüteen,  um  die  Logarithmen  der  Functionen  ^x^t^  ^^ 
&P9  XX  +  ^,  %x—^  und  1 — q>2x  in  Reihen  zu  entwickeln,  für 
m^kbo^lliGb'  einbchct  Bjldungsge^etxe  ihrer.  CpeiBcie^if  ergeben 
und  daraus  f hae  «SchimrigkeU  die  (^r&nzfm., ihrer,  CopTefgeny  b^ 
stimmt' «w^^^ep  k^toeo.  SetracbteA.i^ir  zu  diesem  Zvyecki»  loerft 
die  Functionen  tpx,  flfx,  xx  +  ^  und  ^j: — ^.  Zum  Behnfe  der 
Entwicklung  ihrer  Logarithmen  braucht  man  nur  das  uähmliche 
Verfahren  anzuwenden  ^  welches  gewjübniicb  daxu  dient ^.  aus  den 
analogen  Beilegungen  von  cqbx  und  .sin^l 'dieLogartihnienllavoD 
durch'  Reihen  darzustellen ',  und  welches  zu  sehr  bekannt  ist^  als 
dass  ^he  fnMteBdlkhe  'AuseinanderMtzung  deswillen  hier  ndtfaig 
befunden  werden  sollte.  Ich  beschränke  mich  daher ,  nur  die 
Resultate  hier  anzusetzen.  Man  wird  nähmlich,  wenn  die  natfir- 
liehen  Logarithmen  durch  /  ui\d  die  Bernoulll'scben  Zahlen 
nach  der  Ordnung^  durch  Bf,  B^,  B^^B^f,.'..  bezeiöhnset  werden, 
auf  dem  angedeuteten  Wege  finden: 

^9«  = ij  T 81  "2 12!  .vT 


1«  4       •  ••' 


■-■*    '^'^  '  —  ^"'yiflr'fM  ;±r^iij  v  -  -  /r'*  ,  "'  \ 


Mm  wmUtmdirUdim  y  mn^kti  rnrnnmäim  .Ftmetifmm'.   4Qgf 


•  •  •  «9 


/«*_2to-ia- -j- .  ^ — gp.  ^ — lärx""!^'  4 

,/    .»  x_/    .  C^'-l)2i3^  ar»   2»iB^  j;«  .  (2»-l)2»g,  a?«   2"i?4a;» 
V      ..    .      (2i-l)2gk  a;«    2»B,a:«    (2»-l)2»g,  x«    2"B4X« 

<(F-6«)-to 2r — T — iT'j 5!     :"3~^8r' 4  — • 

•        .  •      t  • 

Die  CöefBcieBten  der  beiden  letzten  soeben  gefundeden  Reihen 
sebetDen  dem  ersten  Anblicke  nach  einem  doppelten  Gesetze 
SA  onterliegeo ,  doch  können  sie  auch  leicht  unter  einem  gemein - 
•cbaftlichen  allgemeinen  Ausdruck  zusaromengefasst  werden» 
md  zwar,  mit  Ausserachtlassang  der  Vorzeichen  am  einfachsten 
aoffolw'nae'W^iseV  '     '  •'•'  ■       '  ''"    '■  "  -•" 


Ans  el|^»  diesen  beiden  Reihen  l&sst  sich  eine  neue  bemerkens« 
werthe  Reihe  ableiten«  indem  man  dieselben  von  einander  abzieht. 

Dadurch  erhält  man: 

»  .  .  . 

\^=^>/= — 2i T+^~6i —  ¥+     'la      *T 

'     +^ — i4r T^ >M  . 

Was  0|e  Convergenz  aller  dieser  Reihen  betrift,  so  kann  aas 
<lcn  bekannten  Eigenschaften  der  Bern oulli 'sehen  Zahlen  leicht 
entflommeo,  wofdei),  dass  die.  Reihe  fQr  Irffw  CQnyergent  sei,  so- 
bald  «<9s'v^  oder  x<^^  gesetzt   ^ird;.  die   übrigen  ^;Heib)»tf 

■nogegen  con^^rgiren,  wenn  x<  —^ —  odci*  x^iti  istj 


* 

Aus  den  Torhergehenden  Entwicklungen  ergeben  sich'  durch 
bloMas  Dlihrenfiiren  derselben  noch  andere  bemerkenswerthe 
R^ben.    Denn  eä  ist 

'1    ^  "  ■■»■''  .       i'  •'.  •    .tili     ■     ••  1,    «! •'.if  t'iii>r         I  '     'jt     ►    .jjj 


4&i   kH^r:    BiUwieMUm^äet  9m%a§mk9im 

dx        ^'(iX'^la:)da:'^  aFffi'  * 
dx       '^  {%x-^lx)dx       %x — ix 
\%x — IxJ  _^  V*jf_^^      yx  —  ij/x      %%x.ifx—  fpx.lx) 


>* »«   '■" 


Demnach  erhSit  man   durch  Üifferentiiren  der  Reiben  des  (.57.: 

^= — ü — •*"+ — « — ^''  + — 12 * 

(2--t)2«y. 

<px  +  ^*     1   .  (21-1)2»^   _     2W,   _.  ,  (2»-l)ä*B^      . 

ii+te=x+ — ir-«- -IT'  +  ^ — 6! — '^ 


'-"— g*.j^  + 


••••y 


ffg-»r_|      (2' ^  1)2«^^  ^     2«ä;     -     (2*~1)2*JV     . 
%x — ix      X  21  4!  o! 

2"b; 

2^.»^- »ar.far  _ (2'  -  l)2il,    ^    (2*- l)2»g.   ^  .  (2»-l)2*g,  ., 

Rficksichtlich  der  Gonvergens  dieaer  Retlieo  ist  ea  offenbar»  dtM 
dieaelbe  gana  innerhalb  der  nähmlichen  Grfinsen  Statt  finde»  ^ 
bei  den  Reihen  den  $.89.»  aua  «ekhem  4it' gegenwärtigen  hefg** 
leitet  werden  aind. 


9tl$  am  §amimuiriick€H  99mäch»i  venrmMn  ßmmrUwmm.    Hft 


5-  69.. 

Die  Beibea  de»  fi.  &&  können  Amn.  gebraucht  werden,  uni 
daraus  Bezieh uagen  a&iviftcben  den  Berneulli'»chen  Zah- 
len abittleiteo,  welche  bisher  nach  ulcbt  bekannt  «u  sein  acbtinen. 
die  aber  nicht  nur  ^a  «ich  betrachtet  interesaant»  aendern  auch  in 
fflancben  Fällen  nicht  ohne  Nutzeu  befunden  werden  dürften.  Die 
eiafaebali^  dieser  Bei^iehnngen  ergeben  «ich  ans  der  vervlehtndtffi 

Eafiriekhing  des  Quotienten  ^*  hiätta   msn   mft    «lem    Nenfner 

t(a  moitiiilickl,  dann  «uatatt  ix  und  tfrj:  die.  gleichgeUenden  Reihen 
aas  §.2.  aubstituirt  und  nach  verrichteter  ftlultiplication  die  bei- 
(fercdti^»eft  GoUfBctonten  der  entsprechenden  Potenzen  f^m*  m  eiiH 
ander  gleichstellt  hxS  diesem  Wege  findet  man  nach  einer  gana 
eiofacben  Redoction  folgende  Gleichungen: 

4121      6!  -"' 

1J2!       4WI'''1Q!~''' 

129!  ~  8161  +  41X0!  ~  14! ""' 

all(;emeii| 

{4ii)!ai  ~  (4«-4)!6!  ■*"(4«-8)Ua"~(4n-l'i)!l4l  +  — 

"*"    4!(4m~2)I   ■•"  (4«^1)F-"' 


•  ••• 


Üieae  Gleichungen  haben  das  Besondere»  dass  in  denselben 
keineswegs  die  s&mmtlicben,  sondern  nur  die  mit  den  geraden 
'i^eigem  Tertfehenen  Bernouirrschen  Zahlen  ß^,  B^,  i?«,  .... 
vorkommen,  welche  letztere  daher  für  sieb^-altein  und  ohne  Bei- 
ziebang  der  nngeradatelligen  Zahlen  Bi,  B^,  B^,  ....  daraus  be- 
rechnet werden  k6nnen.  Da  auf  aolehe  Art  diese  Gleichungen 
nur  «QgeAhr  halb  so  viele  Glieder  enthalten,  als  die  bekannten 
recaTfirenden  Beziehungen  zwischen  den  sämmtlichen  Ber- 
DooJIi'schen  Zahlen,  so  ist  klar,  dass  schon  aus  diesem  Grunde 
^^n  ^rateren  der  Torzug  grosserer  Leichtigkeit  In  derAnwendiiüg 
RebuBrt 


Andere  iien  Abd  dbigM  trersohied^ne  Gleichungen 
^Kk  zwischen' den  geradsthlligen  Bernoulli*schen  Zahlen  lassen 


48g  Kmmf^   EHttHMumder  wn^i^iUiMmi  E^eMükaflem £in/§ir 

sich  auf  gleiche  Art  ans   der   Entwicklang  des   QaoüeiiteB    — 

finden.  ^Da  jedoch  ihre  Ableitung  keine  Besonderheit  darbietet, 
819  ab'erdiess  etwas  minder  einfach  und  daher  auch  mindöt  be- 
quem iiti  G'ebi'äuche  sind»  als  die  vorhergehenden»  halte  Ich  es 
ftlr  j3berflSs6ig,  sie  glei<5hfalls  hier  anzufähren.  Eben  so  übefgebe 
ich]* die  Beziehungen,   welche  aus  den  gegebenen  Entwicidnngeii 

def  Quotienten  ^      ,  ^.    um}.  ^   J^     auf  dieselbe  Weise  abge- 

Leitet  jwerjdesL  kunnteuM  da  ein  daraus  entspringender  Nataep.nicb 
wohl  abzusehen  ist«  Interessanter  erscheinen  die  Gleichonga, 
ii^eiche   aus   der  letzten   In  §.  58.   aufgestellten  Entwicklung  dct 


Qeotienton  tr-^ — ..^2^'  '"      henrorgehep.    Maltiplicirt  men  nibD- 
Hch  mit  dfeiii  Nenner  ^2x  und  bemerkt  ^abef,  dass 


* , 


(2a:)»     (2*)«     (2x)w     (2ar)*»      (2*)W 

ferner  vermöge  §.  19.,   wenn  in    der  letzten   dortigen   GleichoDg 
y^xi  gesetzt  wird. 


^'      I  .         ..• 


I 

oder»  Indem  man  £(1— t)a?  und  £(l-f  O^  nach  ^,2,  entwickelt, 

2ar»     2*x^     2»ar»*     2''ar"     2*;ri«* 


1 . 


ist»  so  wird  noian'  nach  geschehener  Multiplicatioh  dureh  Gleich- 
stellung der  entspreeheaden  Co^fBcienten  folgende  Relationen  iwi- 
sehen'  d^n  3 er noull loschen  Zahlen  finden: 


M 


.1        niUai    '     "7  31! 


■  •  ■ 

•«Itt  SR?"      ■•"'      1012!      .TTUl'     , 

allgemein 

»  *^'  •         ■     .t 

2i(5i— 2)!        ■"        «(4«— 6)!         "•"       I0!(4n— 10)     '    *" 

.  (■^l)H-*<2*—I)2>«g,.  _       I 

-   ■■  .'+•       (5ii::ä)i2!       -"(5»^" 


mtt  dem  gomiomeiri^ehen  zünMkti  imn^mdUm  Ffmciimmm.     4St 

Diese  GieichaBgeii^  urelcbe»  im  nao  fcielit,  outf-die'ikftfferäA* 
stelligen  Beri^ovi li 'sehen  ZaMeb 'JSiv^»  A^t  »-^^^  «ft*  Aii»* 
schlttss  ier  gartMsteNigeii  ^^,  B^i  B^,  -.n.  «itiuUteK^'konneii 
Eur  abgeeobdertefl  BerecbiraDg^^dep'erstereii  dbciK:«0''  dMen^ 
irie  diese  frGAer  fBr  (die  "geradsteUfgen  Zablen  Ton!  den^vdrhei 
mfgestellten  GlelebmigeTi  gesagC  Worden  ist  'ich  .erianhe  min  je- 
doch  za  benerkeo,  das»  es  zwischen 'den  angeradstielligeo 
Beraoalli 'sehen  Zalileii  aoeh  sndte»e  etwas  ein  fächere  »so 
ikrer  ahgesooderten  Berechnteng  geeigaetev  Beziehategteigdbe» 
die  aber  mit  dem  hier  hehaadeUen  Gegenstand  nicht  «nmittelhas 
nsaomen  Ungen  und  desshalb  als  nicht  bieher  gehörig!  att  -^^ 
geovlrtigen  Orte  auch  niebt  niitgethetlt  werden  dfiiieii.: 

5.  60. 


;     < 


'f     t  \^     .  !*  "     ' 


Gm  das  in  §.  67.  gebfanchte  Verfafiren  zur  Entwicitlung  der 
Logarithmen  der  Functionen  t^l^oi;,  £4r  nnd  1-t^2j?  anwenden  zn 
kooneo,  ist  es  nöthwendig^  vorher  die  Summen  der  Potenzen  aller 
rectproken  Wittvela  der  (Sleiebung^OT  t«^0!)«ttdr.{c=^D.z«  .bei- 
stimmen. lUess  unterliegt  so  wenig  ejner  ^SWhiWMlnghelt»  idas»iM 
vielmehr  weit  leichter  ist,  diese  Summen  als  die  einzelnen  Wur- 
zeln jener  deichringen  z&  berechnen.'  'Beginnei^'wit'mit^a^  Glei- 
chung x^=0  und  Dringen  wir  sie,  iim  die'Wm^T  6  w^gzdsfehaffen, 
auf  die  Form:  .        .  '  ' ''"   '    '-'''  *•'"•  ""' 

Die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleicbilng  sind;  wieUvir  wissen, 

i«i»    db**it    i«i»  .  •   •  •  +«iif  .  .  .  ., 

die  imaginären  Wurzeln  aber  .,,„      «, , ,   .      .     /  ,,  . 

±«ii,    J:«jt»    db*f8*»  '  1  •  db«"«%  .... 

Au  der  Beschaffenheit  dieser  WunAdin  erkennt  man  auf  der 
^Mle,  dass  die  ungeraden  Potenzen  derselben  einander  paar- 
*reiae  gleich  nnd  im  Voi^zeichei  entgegengesetzt,  eben  so 
«^  die  einfach  geraden  Potenzen  der  reellen  denselben 
Potensea  der  imaginftren  Waiie^iKBziehijpgsweise  gleich  und 
^ntgegoigeaetzt  sind.  Zugleicb  Ist  k&r,  dass  ganz  das  nahm- 
liebe  aaeh  von  den  reciproken  Wurzeln  gelten  mOsse.  Hieraus 
folgt  üQDy  dass  die  Summe  der  Potenzen  aller  Wurzeln  oder  anco 

^  nd|p^en  IWnneln  der  Gleicliung  .^  s  0  j^faii^)  gteich^S 


4S8  Knut:  Smtmiekämff  ufer  torwR§Hckiien  Eipemstkafiem  eMger 

Min  wenie»  tobaU  Mn  PotenaciipoB^ot  «ntirodcr  teie^  %i«^firade 
eder  tkm  «ijifatli  gtr^d«  Z*U  von  dar  Porm  4»-^2  ist  Ntv 
dann»  vreaa  det*  fizponent  doppeJt  i^erada  oder  tov  der  Fmi 
4m  iat»  kann  and  nraaa  jene  SinaoM  v#n  0  f^erscIiiedeB  0eln»  weil 
kl  diasan  Falle  dlle  ainBekiM  Potemsen  additiv  ated»  wmA  daker 
sich  icagcaaaHig  «cht  ftafbebea  Jcdonaa«  .1«  diesaai  latataaFalle 
wird  ferner  die  Suannie  der  Peteozeo  aiiar  reallao  additiv«h 
dar  Somiiie  de«selbea  Potensea  atter  reellen  aalilracItTei 
md  aacii  der  imagifiäfeB  aoiroU  mit  dem  VeraaicW«  +  dg 
mäk  ^***  f  eaoaiiaenea  Warielo  ffjMA  aad  feiglkb  eine  |ede  dieier 
rfar  Snnunen  der  Tiarte  Tiieil  ran  dar  GeaamoiieufliBie^tr 
Potenzen  aller  Waraeln  oder  reciprcdoea  Waisela  der  4*Mdiin| 
Nein.  Bezeichnen  wir  demnach  durch  1S411  die  Summe  der  inita 
Potenzen  der  reciproicen  reellen  additiven  Wurzeln  uiiaerer  Glei- 
chung,  aei  nähmiicb: 

c  1  1^1^ 

*^*=^  +  ^  +  ^"*' 

*aa  vntaa  die  Sanma  dar  dwlen  P0tenaeo  #Qr  almnitM  eli  easaiproiee 
Wuraaln  dar  €SMehmg  4S^  «ein. 

lljess  vorausgesetzt  gibt  uns  der  bekannte  Ne  wtoB^sche  Ltbr- 
H(Us'über  das  Verhalten  der  Coeflicienten  und  der  Summen  d«r 
l^otenzen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  iu  seiner  Anwendung  aof 
die  reciproken  Wurzeln  unserer  obigen  Gleichung  bestimmte  Rt- 
lationen  zwisclian  den  Summen  454,  AS^,  ^^i^»  •.•••  dS^a,  ....  ond 
den  Coefficienten  der  Gleichung- 

J        l  i  l  ±.     .  ' 

"^61'    W*   "TfSl'   TTI*    "^211'    ••' 

welche  man  nach  Weglaasung  des  gemeinschaftlichen   Facto»  -i 
folgender  Maaasen  finden  wird: 


I. 


f»^».  a*m    13!—"' 


•        .«         » 


1 1     ''l 


•A4«  <^* 

iMlgemem 

m         g*«-*  .  ^«f-«      ^-11  .  .  (-1)— '54.  (-.l)-..it 


♦:!•  . 

1        .     »1 

•  •*     t  t  1 

itt)  /   ii  1 1'. 

-rl*   ..■! 

r-i)«,« 

Aos  dieseo  Gleichungen  lassen  sich  die  dvrch  S^,  <^»  «S^i^i'* 
beseicbneten  Summen  ohne  alle  Schviierigkeit  nach  und  nach  be- 
rechaeft  und  swar  findet  man  für  dieeelben  ofenbar  darcbgftngtg 
ratioaelle  Wertbe,  ungeachtet  wir  die  einaeelnen  Wurzeln  a|, 
Bf'  H»  -•-•  ^^^  nähern ngs weise  anzugeben  im  Stande  waren. 

■ 

Man  erhiUt  z.  B.  auf  diese  Weise : 

s -i— L 

**— 61—120' 
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«    _Jtt        1    .   3      IS688         JWt 
*•»  -«»16!  ~6I9!  + 13!  -  Täß" "~  648648000 ' 


§.  61. 

Ganz^  das  nfthmikhe  Verf^hsen.,  welches  mm  «beo  liei  der 
«eiebong  fm^  d  befelgt  worde»  liset  sieb  «neb  auf  die  Qletcbuiif 
$91  s§,  oder  «igeiHUeh,  uka  dabei  die  WiMMdO  «u  .beatdttgen  «nd 
ngbieh  Jas  «rsle  Glied  :avf  1  an  (brNigen»  auf  4»m  Gietohoag    . 

:ir=^— 7r  +  Ti!""Tsr  +  ii5i"--=" 

anwendevi.  Uto  die  S^tiimen  der  f^itenaen  ihrer  Tecipreken  Wat^ 
zelb  en  filKleii»  kommt  es  «eeb  hier  nur  darauf  an,  »diese  Summen 
fifr  MÜe  TeeM*e«  additiven  Wtnrzeln  zn  kenne«  und  zwar  nur 
fdr  Bdcbe  ^Peteezen,  dcree- Exponenten  durch  4  tbelliar  sind« 
Diess  iirt  so  eluleiiebtend ,  dass  eine  Wiederholung  des  in  $.  60. 
GcAMgtevi  gäfite  liberflflssig  >wftn&.  Beseiehnen  wk  diese  Summen 
Qflftb  f^f  "mf^  nnmiieu t 

1         1  1 

M  Wir4  aian  aar  allmdUiDStt  Berechnung  <Ueser  Summen  aus  dem 
mliki  4i^ef)ihr40n  ^ivwtoa'sdien  LebKsatae  folge^d^.  Gleicbmo« 
gas  eAalttf  n : 


»  • 


I 

3'tavL''ai  ^a     ^  »*«ä 

^   Tr  +  ni""!«-^' 


466  ßCnät:    EiUUitlUmg  äer  wu^gttcMen  EI§e§iMckaftm  eiwiter 
allg^«ifi      i' 

,T     .,  71/    T,  11!  .161    *  ••+   (4n-^+  (4n+3)!- 


•I 


So  ist  z.  B. 

3! 1 
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§.  62. 

Die  io  §.60.  ond  §.61.  aufgestellten  Gleicbnngeo  zur  n 
^(Btiten  '  BereMmmg  -  der  Summen  ^$4,  5^»  Sy^^  ....^nod  i|; 
Tx^\  ...'•  flMd  in  mancher  Besiehiing  denjenigen  analog,  ki 
in '§.59.  MlrdfegeftMlatoiligen  Bei'no v II i.'M>ben »Zahlen  pM 
wurd^V  uhd  dfeae  Analogie  wflrde  nooh«tftricbr  h^rvortraleD,  1 

B        ß        S 

man  die  Quotienten  ^>.  -^ i     |^  i  ,..i.  durch  eigene  Zei^ 

darstellen  und  .diese  anstatt  der  Zahlen  'fi^,  B^,  ß^,  ....in 
letzteren.  ^lleicbuBgen  einföhren  wollte«  Uadncch  kann  ou 
veranlagt  «ehen»  die.  Frage  auf^ui^rCen,  obiea«X|ir  jene  S 
nicht  amch  Independente  DarstellimgageBetse  gebe,  nie 
fÜF-die  Beirnaulli^'aoiien  Zahlern  durch:  I^apla^oe  .und 
gefuodcn -HHirden  sind.  .Es  «alerliegt.  wohl  keinem' .Zweifel 
diese  Frage  unbedingt  bejaht  werden  mfisse* «  Uenn.acliMi 
die  Anwendung  der  Torhergehenden  recufrmtea: besitze  lof 
selbst,  d.  b.  durch  die  allmälige  Substitution  der  aus  frül 
Gleichungen  abgeleiteten  liVerthef  in*  den  ap&tertfb  ergebeo 
uothwendig  independente  Ausdrucke,  welche  freilich  im  all 
nen  ntrt"  durch-  combinatoHsche  HllfsmMcJI'eltie  leicht  €be 
Ifth^  'F^örnf  i^tinehm^Yi  *werdeh.  -  Dv  abei"  d^rartlgto  -inde^o 
Entwicklungen  jedenfalls  zur  wirklichen  Berechnung  'def  VfH 
weniger  bequem  ausfallen  würden,  alf  di^'\ bereits  vorhlo  a 
gebenen  recurrenten  Gleichungen i'Uo;,hab'<i  ich  geglaubt,  d 
der  Mfihe  überheben  zu  dürfen,  auf  dem  bezeichneten  W^ 
dependente  Formeln  für  die  Sttnimep'S4a  wHi  T^i«  ca  suchen 

Die  Analogie  mit  den  Bern oulli 'sehen  Zahlen  weist  « 
anf  einen  anderen  W^  hiii,  sokhe.  independente  Fonnen  für 


mit  dm  gonimnehi^chen  »ffn^eäsi  renrand/en  fWhciiontn.     46t 

Samaen  5^  und  ^4«  zn  finden,  nähmlich  durch  hestimmte 
Differentialqootienten.  Diess  unterliegt  auch  im  allgemel- 
oeo  keiner  Schwierigkeit.  Denn  man  wird  sich  aus  den  unmittel- 
bar oacbfolgenden  Entwicklungen  fiberzeugen,  dass 

»4»  —  —  (4n)lidj^     "  "**       '  *"  —  ~  <4n)!  4rfT*' 
iit,  wenn  in  diesen  Üifferentialquotienten   nach  ▼«rrichteter  Dife- 
reutiation  x^i=0  gesetzt  wird.     Allein  die  Quotienten    --^     und 

T-  geben  fflr  jr=:U  in  die  unbestimmte  Zabltorm  a     Ober    und 

dies»  ist  auch  bei  allen  daraus  hergeleiteten  Differeollalqootieilien 
der  Fall  Man  mflsste  daher  entweder  eine  Umformung  dieser 
letzteren  an  bewirken  suehen,  ans  welcher  die  bestimmten 
Wertbe  derselben  sich  ergeben»  oder  man  mfisste  das  nfibmiiche 
Ziel  durch  wiederholte  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  zu 
eneicbeo  streben.  Beides  dürfte  schon  an  sich  nicht  leicht  ausza<- 
fiibreo  sein.  Ueberdiess  wfirden  die  auf  solche  Art  etwa  znm  Vor- 
scbeine  kommenden  independenten  Aosdrficke,  wie  d^s  Beispiel 
der  Bernou  11  i 'sehen  Zahlen  hiürängüch  deutlich  zu  erkennen  gibt, 
jedenfaljs  allzusehr  verwickelt  sich  darstellen,  um  aus  ihnen  irgend 
einen  wirklichen  Nutzen  bei  der  Berechnung  der  Wertbe  von  S^ß 
qod  Tpt  schöpfen  zu  können,  wenngleich  dieselben  nicht  nur  an 
sich  interessant  sein  muchten,  läoodern  auch  ohne  Zweifel  zur 
VoUstindigfceit  der  Untersnchnng  geboren.  Ich  will  daher  auf 
diese  Betrachtung  nicht  weiter  mich  einlassen ,  sondern  mit  den 
Bo  eben  darfiber  gegebenen  Aadeutongen  mich  begnügen. 


$.63. 

Nachdem  im  Vorhergeheoden  die  Mittel  gezeigt  worden  sind, 
««dieWerthe  der  Summen  S^,  S^,  1S12,  ...  und  T^,  7«,  Tt«,...« 
'V  finden,  diese  daher  als  bekannt  angenommen  werden  dürfen, 
kunnei  nuta  mH  Ihrer  Hilfe  die  Logarithmen  der  Punctionen 
2^>  \ft  und  1  «-9)2^,  welclie  in  {.57.  einstwellen  übergangen  wur- 
den» eben  so  in  Reihen  entwickelt  werden,  die  nach  steigenden 
Potenxen  von  a  fortlaufen,  wie  diesK  bei  den  Übrigen  dbrt  ange* 
ftbrtiD  Functionen  durch  die  Bernbnllf^schen  ZaMeA  geacbehen 
vt  Mao'wii^  Mhmlich  durtfr  ddssetbe  VeHabren,  wefcfaes  in 
{•57.  angewendet  wuHe,  aus  dein' in  $.  5Si  und  $; -96. '  gegebenen 
Zeriegnogi^  delr  Functionen  xx,  £i^  und  l-^tp^  Ae'MatürHeheii 
^garithmen  derselben  durch  folgende  Reihen  ausgedrückt  finden: 

TlitilXXVIl.  31 


462  Xnar:    Bnhrtckinng  der  Por%1lffiicAst€n  Efßentcka/Un  einiger 
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/|x=3te— i6 — 7*4.-1 —  ^•' 2^  ""  ^***'3       'w "4" ""••••» 


x^ 


Hieraus  lasseo    sich    durch   Differentiiren    noch   andere 
vrkklungen  bcrleiten.    Ilenti  es  ist: 

■ai"=ji'    "ai'-ir      ""*  Ar        -1— 9>2t' 

daher  erbSit  mu : 

1^=i-4S4.a-»-4&.«'-4S„.x"-4S„.«»»— 

Durch  die  Multiplicatioa  der  eben  eowickelten  beiden  Qu 

ten  —  und  ^  mit  den  zwei  bereits  in  §.  68.  erhaltenen  We 

^  ^      s 

von  —  und  ^    liönnen   auch   für  die  Quotienten  -;*  ri» 

and  1^  Reihenausdrüclte  gefunden   werdet,  die  freilich  udiiw 

bar  jv^eit  mehr  zusammengesetzt  ausfallen»  als  die  bisher  «Dg«| 
ten»  und  auc^i  schwerlich  einer  hinreichend  einfachen  D*'«^ 
(kbig  sfin  dürften.  Desshalb  will  ich  die  dabei  erforderliche] 
tiplicatiou  der  Reihen  nicht  wirklich  Terrichten,  sondern  die« 
nur  i^ni;0igen,  und  zwar  aar  Verkfiraung  der  Ao«dr0ck0  mit 
des  hekannten  Sumipenzeichens.  £»  welches  hier  dlirchgial 
4er  Ausdehwng  von  nasl  bis  n=op  genommen  betrachtet 
4en  aolli  ohne  diesen  Umstand  flberall  im  einseinen  aoz~" 
Unter. dieser  Voraussetaung  ist  nvn: 


: 


wUi  den  goniamefriicken  xunäcM  verwandten  Functionen,    463 

IX      %r    <pX        \X  *^  /  (4/l)! 

tx     2*  ♦^      \ar  *^  /   \x  {4n)l         / 

Wegen  der  bedeutenden  Verfvickl^Dg  dieser  Reiben  durfte  ein 

wirklicher  Gebrauch   derselben  kaum  zu.  erwarten  sein,  es  iässt 

sich  jedoch  eine  Bemerkung  daran   knüpfep,  um  deren  willen  sie 

eigentlich  hier  beigefugt  worden  sind. 

__        '  ' 

Wie  man  sogleich  sehen   wird»  sind  von   diesen   zuletzt  ge- 

tfttfeueo  AuflidHfeken  der  erste  und  vierte  zu  einander  reciproke 
Werthe  und  daher  ihr  Product  gleich  1.  Von  den  beiden  mittle- 
reo  Ansdrficken  gilt  offenbar  ganz  dasselbe.  Denkt  man  sich  nun 
ein  solches  Product  wirklich  entwickelt»  so  müssen  sich  ans 
d4QeiittelDei[iC9e^cienten  desseljien  geiwisse  GMchungen  zwischen 
deh  darin  vorkommenden  Zahlen  1S4,  S^,  '^la»**«;  ^4»  ^8»  ^la»*- 
ond  B^t  B^,  B^9  ....  ergeben»  ,aus  welchen  ein  Theii  dieser 
Zahlen  berechnet  werden  könnte,  wenn  die  übrigen  als  bekannt 
aDgeocmmetf 'wefden.  Die  wirkliche  Ausföhrnng  dieser  Berech- 
nung durlte  alletdings  nur  wenig  bequem  .befunden  werden»  es 
schien  mir  jedoch  bemerkenswerth  zu  sein,  dass  überhaupt  solche 
Gleichangen  exisfirto»  durch  welche  ein  bestimmter  Zusam- 
menhang zwischen  diesen  scheinbar  so  sehr  von  einander  rück- 
fiichttich  ihres  Ursprunges  verschiedenen  Zahlen  nachgewiesen 
»erderf  kann.  ' 

Zog.  Beartlieiiang  der  Convergenz  bei  den  hier  entwickelten 
R»he&  überzeugt  man  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  mit  S^, 
^ii  bezeichneten  Summen»  dass  die  Gränzen»  welchen  sich   die 

Quotienten 

04a  '  411  ^  040  -T  '  41» 

hei  fortirfthrendem  Wachsthume  von  n  ohne  Ende  nähern,    he- 


11,1 

—4»     «-4      und      -74 


31  • 
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fliod.    Hierau  folgt  verniOge  des  bekannten  ?on  Caochy  avfge- 
stellteo  Kennieichena.  das«  die  Reihen  flBr  /yj:,  —  and  i — 5- 

eonvergiren ,  sobald  x  <  Oi ,  die  Reiben  für  /£jr  und  j-  hingegea, 
wenn  «</9|  ist 


Zwiscben  den  Summen  S^^  S^,  Si^,  ....;  T^,  7g»  Tx%,  ... 
und  den  Bernoulli'acben  Zahlen  scheint  auch  darin  eine  Ait 
▼on  Uebereinstiromung  zu  herrschen,  dass  sich  filr  die  ersteo  ebtt 
so  Wühl,  wie  diess  von  den  letzten  längst  bekannt  Ist»  mehrtr« 
von  einander  abweichende  Systeme  von  recurrenten  GlelchoDgcs 
aufstellen  lassen.     Um  dtess  zu  zeigen,  betrachten  wir  sunXdift 

die   in    $.63.    gefundene    Entwicklung   des  Quotienteo   1~"^' 

Indem  man  dieselbe  mit  dem  Nenner  1— 92«  mullipiicirt»  «htt 
man  daraus: 

=  (l«g»ar)(|-2(S4+»'4).**-2(^+»i)«'-2(«ia+»\>)-**'— )• 
Nun  Ist  aber  vermOge  }.  2. : 

_2».«»     2'.:r'     2".*"     2«.ar'*  ,  2f.j?^ 

p**— -ffl       TT  +  ~Tri       isr  "'""ifli      •—* 

* 
q>^^l 4f- +  —gj  iär  +  ~l6i         •••• 

Setzt  man  diese  Werthe  in  der  vorhergebenden  Gleichmut»  ^ 
wird  man  nach  vollzogener  Multlplication  durch  Gleicbstelluag 
der  entsprechenden  beiderseitigen  CoefHeieoten  folgende 
Relationen  finden: 

— if  a      + 12!  -"' 


41  8f     +     wr^    w^^' 


«llg«IB«iB 


mtt  am  gmitometrtMcAem  stuMfcAtr  MnnHHftra'  fimettoM».    466 
Stß+T^     2«(54.-4f  7*4.-4)  .  a^g4»-a-f  Ti— ) 

4f  §!  +  IS  ■•• 

•••+  (So!  ■*■     (4ii+4)f    —  "• 

Ganx  die  nlhmlichen  GlelchoogeD  iavaea  sich  auch  aus  d«n 
beiden  io  $.63«.  entwickelteD  Qaotienteo  ^^  ond  j—  herleiteii,   io- 

dem  man  dieselben  addirt.  Hingegen  ergeben  sieb  daraus  andere 
TOD  den  firflberen  wesentllcb  verscbiedene  Gleichungen»  wenn 
na  die  eben  beseiehneten  Qootlenten  von  einander  snbtrablrt 
DfiB  es  ist: 

ferner 

Hieraas  folgt 

+4(Si,-rit).«"+.... 

oder,  irenn  man  mit  dem  Nenner  1 — ^Sx  moltipliclrt»  nacb  Weg- 
UsmiDg  des  Factors  2, 

2(xa; .  ^o; — ^j? .  Co:) 
=n  -92*)(^+2(S4-  TV) .  ^+2(5a-  T^)  .«^+2(S|,-  7\t).  jp"+..) 

Wird  bierin  anstatt  qn^  die  vorhin  angegebene,  anstatt  %x.i^ 
— 9f.&r  die  bereits  in  §.59.  gefundene  Reibe  substitnirt»  so 
fvgtbeo  sich  nach  verrichteter  Maltiplication  durch  Gleicbstel- 
loBg  der  auf  beiden  Seiten  einaSder  entsprechenden  CoefBclenten 
Mgende  Beziehungen : 

»   s^-T,    2«(54-r4).  y-3.2»   ,. 

— l!       -         8!  +121      ~"' 

— a si — + — m w=^' 
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ftUgeroeiD 

— 4F  I  §1  +  12! 

•••■•"  (4«)1     .  ■*"  (4ii+4)!  """ 

Ao6  diesen  Gleichungen  Icdiiiien  die  WerAe  tod  '£4*-^74i 
^a-^JTa»  Ä« — ^la»  •••••  ^^  ^*^  »"^  den  froheren  jene  .?oi 
5«  -1*  ^49  "^a-f  ^8»  '^la+^itf--  berechnet  ond  daran«  mit  leick; 
ler  MQhe  sowohl  S^^  S^,  Sj^y  .,..,  als  auch  ST«^  T^,  ftftr-* 
hergeleitet  werden.  Es  ist  aber  noch  einfacher»  diese  beiden 
zuletzt  gefundenen  Systeme  von  Gleichungen  nach  der  Ordooog 
paj^rweise  zn  addiren  und  auch  zu  subtrahiiren.  Dadurch  erfiilt 
man  die  zur  unmittelbaren  Berechnung' der  Summen  1S4,  S^,  S^t^ 
und  T^t  7*0,  Ti2s  •-••  geeigneten  zwei  neuen  Systeme  ?oa 
Relationen,  die  von  den  in  §.  60.  und  §.61.  aufgestellten  weseot- 
lieh  abweichen: 

W 8! =*'• 

-S,     2*5,  ,  ö.2«--3.2«     ^ 
l!        8!    *        12!        — "• 

Sj^     2*Ss      2«iS4     7.2W-4.2*     ^ 

4r^"8r  +  T2r m — =*'' 

allgemein 

S^a       2*1^411—4       2*«S4n~3        2  ^^1^411^12  v 

IT" — gr~+~iiä  ie!     +•  •  ; 

.  (-1)"-^  2«»-*S«  .  (— 1)».(2«-H)2*— «-<n-H).2*— *    » 
••••+  (iJÖT"       "*■  (4» -1-4)!  ;="• 


und  ferner 


r,     1. 2^+2. 2»     _     • 

ir 8! — ="• 

Tg     2*I\     3.2«  f3. 2*     ^ 
4!  ~   8!    +       12!       ~"' 

m         8r+  121  ~        16!    ""—''' 


«llgemeiii 


mU  am  tmritmtMaeäam  uaUMM  wtnpaMätem  ftmcUammk,  4ttt 

4!"*   «    ■*'~i2i        isr^'*' • 

.  (— 1)— '.2<-^7'4  .  (— l)«.(2n-l)2*'-«-K»tVl).g--« _^ 


§.  05. 

So  wie  warn  deo  gonlometiischen  oder  'cyclischeo  Functionen 
die  eogeoaimten  hyperboliflcben  dadurch  entstellend  gpdacbt  wer- 
difl  kSnneo»  indem  man  in  den  ReilienauBdröcIcen  der  ersteren 
die  s&matUcben  Glieder  anstatt  der  abwechselnden  durch- 
giagigmit  einerlei  Vorzeichen  behaftet  annimmt,  eben  so  k5nn> 
ten  durch  die  nähmlicbe  Veränderung  der  Vorzeichen  aus  den 
bypercyclischen  Functionen  andere  neue  Functionen  entsprin- 
gend gedacht  und  dann  eioer  besonderen  Betrachtung  unterzogen 
«erden.  Es  iSsst  sich  jedoch  leicht  zeigen,  dass  .die  Werth^ 
dieser  neaen  Functionen  stets  durch  die  bypercyclischen  ausge- 
druckt werden  können,  und  zwar  nicht  nur  in  imaginärer,  son~ 
dem  aoch  in  einer  durchaus  reellen  Form.  Durch  diesen  letzten 
Dmstand  fällt  die  Nothwendigkeit  gänzlich  weg,  diese  neuen  Fun- 
ctiooen  als  selbständig  anzusehen  und  zu  behapdeln^  da  ihre 
Eigenschaften  aus  jenen  der  bypercyclischen  Functionen  vollständig 
sich  ableiten  lassen  müssen,  weil  sie  in  jedem  Falle  auf  diese 
letzteren  in  reeller  Form  zurfickgefilhrt  werden  kCnneA;  Setzt 
hmu  nähmlicb  in  den  Reihen  des  §.2.  jno  anstatt  ar„  so  findet 
man  wegen  fo^=l  und  to^'*^^^-*-],  dass 

/x      X^      x^      x^^      x^^  \ 

»^  =  *^r  +  5i  +  9l+l3!+17!  +  "7'  • 

(a;*     jr*     a?*"     a;"     a;"         \ 

Ca«»- -  «I  ^35  +  ^  +  jp  +  ^  +  jgj  +  ....^ . 

^4         <»8        SC^        X^^ 

*  +  4!  + 8!+ 12!  +  W+  ••'=''**' 

jf      ar*     ar*     **•     x^  •   ,<  l  .  ■ 

1 +«!  + 91 +  Ta+if+ •••=*"»*"•    ••'.  » 
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2:  +  6!  +  10!  +  Ti!  +  18!  + ^"^^^^ 

ir*     x^     ;r"      or»*     j:»^  i 

3!  +  7f+Tr!»'16!+T9!+  ••=~«**'^ 

ist.     Um  diese  Ausdrücke  auf  euie  reelle  Form  zu  bringeo,  die- 
nen die  Gleichungen  des  §.  ^.     Denn  es  ergibt  sich  daraus: 

X       xi\  X         XI  X    ^  api  X        XI 

v5  ^  V2;  "=  ''  vi  •  «^  v^  +  ^  v5  •  *  v2  •"  ♦  v2;,*';^ 

X  '     xi  X         X       .'^t',       ^         * 

» 

ferner  auf  dieselbe  Weise : 

Durch  die  Substitution  dieser  Werf  he  erMK  man  endHcIl!' 

X^       X^        Jt^^        JO^^  X  X 

*  +  ir  +  ü  +  T2!  +  Tel  ^ •  =<"  V/-2)'+(*v2>*' 

jf*     «•     «'"      *'*      x'*  X  ':r 

T  +  «  +  fO:  "^  14!  ^  181  '  ••  =  ^'t  V2^'  ^  ^^  V2^  • 

:r*     x^  ^x^^     x^^     x^^  x        x  *x       x 


$.  65. 

Im  Vorbergebendeii  habe  ich  versncht  die  vorsfiglichateD  oikI 
ant^leichtesten  erkennbaren  Bigettsehaften  der  von  mir  mit  den 


wiH  4/em  ifeMttmHrtsckeH  %nnäcM  verwnndierk  unciiipnen.      46b 

Nameo  de^  bypercyclUehen  helegteri  iFunelh^nen  naebaoH'ei- 
iM.  E<  hig  dabei'  irar  «icbt  in  meiner  Absicht,  dleaei»  liefipc^a* 
ttattH  nit  aller  AoafObriiebfcelt  und  Voll6täBdig;heU  au  be- 
bandehi.  Desitahalb  darf  man  sich  nicht  darflber  verwundern, 
hSiifig  Dar  tbeilweise  und  aof  beatimmte  Fälle  beacbr&nfete 
Entwicklai^ii  oder  auch  blosse  Hindettlonge»  auf  andere  wei- 
ter reidieade  Onterauehongen  anantreffenr«  Aach  wird  n^an  finden, 
dtM  mefarere  6eslcbtapank(e»  aoa  welohen  die  genaiHiten  Fan- 
ctioaen  blttett  betrachtet  «od  die  daraaa  sich  ergebenden  Folge- 
niDgeD  hervorgehoben  Werden  kfMmen  «ad  eoHen»  gHnalleli  mit 
StUI»eh#eigeD  ftbergangeo  worden  ahid»  w«fl  sie  entweder  au 
nahehtteh  md  mit  den  fibrigen  in  keiner  nothwendigen  V«Hbio- 
^Mg  steiieDd  erschienen»  oder  auch  weil  eine  genügende  Anaffib* 
nng  derselben  eine  grossere  WeltlXn^keit  erfinrdert  haben*' würde, 
aUteh  nir  erlaabe»  zo  dürfen  glaubte.  Der  Zweck,  welchen  ich 
bei  meiner  Arbelt  dorchgingig  vor  Augen  hatte,  ist  gteiebantlng» 
lieh  reo  mir  angegeben  worden,  und  ieh  hege  die  Hciffnung,  (bMKB 
das  hier  wirklich  Beigebrachte  vollkomincn  hinreichen  wird,  die 
graste  Menge  und  Verachiedenartigkeit  der  Eigenachaften,  welehe 
den  hypercyelieGhen  Functionen  zukommen,  au  zeigen  und  dabei 
tagleicb  erkennen  zu  lassen,  dass  eine  weiter  auageddmte  und 
tiefer  eindringende  Untersuchung  sie  noch  bedeutend  vermehren 
nSsse.  Auch  steht  der  hier  behandelte  Gegenstand,  wie  man 
n  bemerken  Gelegenheit  gehabt  haben  wird,  zuweilen  mit  ande- 
ren 10  einer  vorhinein  nicht  erwarteten  Verbindung,  woraua  sich 
dann  Beziehungen  mit  den  schon  bekannten  Functionen  ergeben, 
frelcbe  die  darauf  verwandte  Mflhe  in  keinem  Falle  als  ganz  du- 
frocbtbar  erscheinen  lassen. 

Bei  dem  ausgesprochenen  Zwecke  ^ird  es  wohl  auch  keiner 
besonderen  Entschuldigung  bedürfen,  wenn  man  wahrnehmen  sollte, 
dass  hier  nicht  überall  ein  durchaus  gleichförmiges  streng  syste- 
natisefaes  Verfahren  eingehaltep  wurde,  indem  meine  Aufmerksam- 
kdt  nicht  sowohl  darauf,  als  vielmehr  vorzugsweise  auf  den  Dm- 
stand  gerichtet  war,  jede  einzelne  zu  erweisende  Eigenschaft  auf 
eioen  muglichst  kurzen  Wege  herzuleiten.  Dieses  letztere 
i(»1  zngleich  die  Ursache,  wesshalb  ich  von  den  imaginären 
2ablcD  einen  so  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  habe.  Ich 
glaube  zwar  erwarten  zu  dürfen,  dass  man  an  dieser  Behandlunga- 
vt  gegenwärtig  weiter  keinen  Anstoss  nehmen  werde,  nachdem 
man,  saerst  angeregt  durch  Gauss,  der  die  Tiefen  der  Wissen* 
scbaft  eben  so  wohl  als  die  mehr  an  der  Oberfläche  derselben 
befindlichen  Gegenstände  mit  gleichem  Scharfblicke  zu  durch- 
•ehaaea  gewohnt  war,  die  wahre  Natur  der  sogenannten  unmög- 
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KcbeB  Zahlen  genaoer  einzusehen  angefangen  liat.  Sollte 
aber  dennoch  der  Fall  aein,  und  man  einer  von  der  Betnc 
der  imaginlren  Zahlen  unabhängigen  «renn  gleich  etwas  wa 
geren  Darstellung  den  Vorzug  geben,  so  ftllt  es  nicht  m 
einen  Weg  su  beseichnen«  auf  welchem  diess  gelebtet  w 
kann.  Indem  man  nähmlich  von  den  in  §.  2.  aogefiUirteii  1 
als  ErkliruDg  der  hypercyeliscfaen  Functionen,  ausgeht»  e 
daraus  mMBittelbar  die  jn  $.  13L.  und  {.  1&  aufgestellten  Du 
quotienlen»  mit  deren flilfe  rermOge  des  Tay  1er 'sehen 
die  hypereyclischeo  Fnnctionen  Ton  »-{-y  und  drv-^y  m 
Reihen  9  dann  aber  andi,  wten  man  die  gehSrigeo  Gli 
Reihen  zusammenaieht»  In.  geschlessener  Form  sich 
Jessen.  Auf  diese  Art  gelangt  man  zu  den  Formeln  des 
aus  weichen  ferner  die  ganze  Theorie  dieser  Functionen 
Ziehung  der  imaginären  Zahlen  hergeleitet  werden  kann, 
allerdings  in  manchen  F&llen  eine  bedeotend  grCseere  Wei 
Jceit  erfordetlich  sein  wird,  als  im  Vorhergehendea  unter 
jener  Zahlen  noth^eodig  war»  deren  hauptBfteblichster 
eben  darin  besteht»  dass  durch  dieselben  hfiufig  der  Ikl 
▼erschiedener  Functionsfbrmen  in  einander  Termitteit  und  ec 
terl  wird. 


thtr:  $es.ffgr  dfeäUd.  ikt  M*.  Aenä»uf^$999.9^dopp.  Ftfnct.  i71 


• » 


.  I 


|ff  das  allgemeine  Gesetz  für   die  Bildung    der 
bn  Aenderungsgesetze  einer  doppelten  Function. 

Vom  .  !    i- 

Berrn  ProfesMr  G.  De  eher 

M  det  pol jrtechnitch«!  Sclrale  sn  Angftbtirg.  •    * 


Ib  eioer  frfiherea  Abhandlung  (Archiv  ThL  XX)L Seite  4d3 
Ihabe  ich  das  allgemeine  Gesetz  (är  die  Bildung  der  hohem 
rnngsgesetze  einer  doppeltc;n  Funetion  fX,fpix))  unter  fo|r 
W  Form  mi^etheilt : 

"9  =  A9(^))*    u^=iq>{x)  ist«  y«  das  Aendernngsgesetz  der 

B  Ordnung  von  y  in  Beaug  auf  Xt  yu  das  Aendernngsgesetz 

Men  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf  fi  bedeutet,  und  u^,  %•  tts, 

^^'die  Aenderungsgesetze  der  Isten,  2ten9  3tenu.  f.  Ordnung 

'  *  in  Bezug  auf  x  Torsteilen,  endlich  n»  p,  9,  U.S.C  die 
^Hellen  1.2.3. ...n,  1.2.3....J9,  1.2.3.... 9,  u.  s.  f.  ersetzen. 

l^i^seg  Gesetz   lässt  sich  nun  leicht  unter  anderen  Formen 

st«Uen,  welche  theils  an  sich  interessant  sind',   theils  '  alet 

^  io  besonderen  Fällen   ganz  einfach  auf  Ausdrücke  ffihren, 

^big  jetzt  nur  auf  ziemHch  besdifv^rliehem.Wege  ablei- 

^oofite.    Dazu  wollen  wir   dasselbe  zuerst  unter  die  Form 
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."----«.'■(tr  (!)'■•■(!)" 


(A)       y«=  -^  .y»      -r      .11 

worin  S.rpr  für  Pi+2p,-|-3p,-|-etc.-frpr«  S.pr  fllr  Pi^th^^f^-^- 
••..  -f /ir  steht,  und  deren  Gesetz  so  besser  in  die  Aagen  flUt 
Fassen  wir  dann  die  Eiitwickelung  des  Polynoms 

worin  A  eine  ganze  Zahl  bedeutet ,  In  einer  fibolichen  Doppel- 
aomnie  zusammen,  so  finden  wir: 

■ 

fc«o  ».!»,.=»  Pl'F%'Pn""Pr 

und  die  Vergleichnng  der  Innern  Summen  von  (A)  und  (B)  zeigt, 

M  S 

das«  der  Coe(Bzient  von  yi^  In  der  Entwickelung  von  jf«  nüt  dem 
CoefBzIenten  von  a«  in  der  Entwickelung  der  Potenz 

A  2  3  n 

identisch  ist;  denn  man  hat  bei  dieser  Vergleichnng: 

Darnach  ist  also  die  vnabh&ngige  Entwickelung  ron  ^  auf  die  m- 
abhängige  Bestimmung  des  CoefBzIenten  von  a^  in  der  Entwicke- 
lung des  Polynoms  (C)  zurackgefSbrt ,  und  man  kann  dem  allge- 
meinen Gesetze  (A)  nun  die  Form  geben: 

wenn  man  fibereinkommt,  den  CoefBzIenten  von  ^  In  der  Ent- 
wickelung von 

(Ol«  +  a^+  fl,«'  +  ....  +  oAst^)^ 

durch  den  Ausdruck: 

Ml  beaeiehnen. 
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Am  dieser  Form  folgt,  das«  die  bekanoten  BesiebvngeD  xwieebeB 
deo  CoeiBsienteD  O],  0%^  a^,  u.  8.  f.;  Ak,  Bh»  Cu»  v««.  f.  (b  der 
GleichoDg: 

(ai*+ajja?«+a,5P»+etc.)*  =  i<wr*  +  Ä»ir*^-»  f  Cwj*+«+etc. 

dftia  dienen  kennen»  die  Coeffizienten  von  yik  darinstellen.  Indem 

man  für  k  nach  und  nach  alle  Werthe  von  n  hie  I  einfahrt;  man 

»11  « 

wird  leicht  finden,    daea  die  CoefBzieoten  von  yn»  ^a-i»   y«— 1» 

IL  •.f.  durch  An  9  -p^Bn^x^nB^u     "Tsq  Ci-i=*t(fi— l)C«-v 

«— 1  n— 2 

i.f.f.  anegedrflckt  erscheinen,  und  daaa  man  hat: 

An   =%•; 


«ll»,_l=(«-J)§il^,; 


«i,«i-«=(»»-2)^A-«, 


(B)   I  8ihCW-»=(ii--3)^*— «  +  2(ii— 8)^i<_« 


,=«1-— , 


iHÄ*^s=(«-3)5 


f  • 


2ihCi-,  =  (ii-4)§Ä_, +2(11-3)^.11^:,. 

1 

U.   0«   f. 

Beachtet  .man   endlich,   daaa  der  Coeflbient  von  j:"  in  der 
Batwickelong  des  nnbegrensten  Polynome 

(«idT -I- «aS* -f  Ot^r* -1- . . . . -I- ondr" -)- o.^i  ar»f  i  4  ile.)* 
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4MM)lb»  ist»  «wiebei  der  des  begreosteo  Potjmem« 

(«lOr  +  a^  +  a^x^  +  ....  +  Ona?")*, 

•o  lange. A  kleiner   ist    als  n»    wie  es  in  Hnserem  Falle 
stattfindet,  so  kann  man  auch  In  dem  Werthe  (D)  för  da« 
klammerte  begrenzte  Polynom  das  unbegrenzte 

einf&hren,  welches  nach  dem  Taylor' sehen  Satze  die  Ent 
hing  d^  Differenz  ^(jr-f-a)  —  ^(^r)  vorstellt,  d.h.  die  Aen^ 
des  Werthes  unserer  Function  ti  =  ^(j;},  wenn  man  x  io 
übergehen  lässt.  Damit  nimmt  also  unser  allgemeines  Gesi 
einfache  und  gewiss  bemerkenswerthe  Form  an: 


(F) 


y,  =  ^  .;*  I  -  [g>(x  +  a)-9>(j:)]^  , 


deren  Bezeichnung  indessen  immer  ifoch  yoraussetzt,  das« 
geklammerte   Grosse   nach    Potenzen    tou    a   geordnet  mi 
Coef&zlent  Ton  ix*  herausgenommen  werde. 

Nehmen  wir  als  Anwendung  u  =  a:^,  ^  £=/][x^),  so  fol| 
9(:r  +  a)-9(ar)  =  (:r+a)*-ÄA=jr^[(l+ J)^-l], 
und  damit  wird  zuerst 


das  mit  c^  behaftete  Glieds  hat  alse  immer  die  F(»iiii  19  r^>  i 

der  Torstehende  Werth  kann  desshalb  auch  in  den  folgenden  i 
gewandelt  werden: 


Entwickelt  man  sodann  das  eingeklammerte  Binom,  so  ergibt  i 
[l-(l+«)^]*=l-*(l+«)H[*]s{l+«)*^[*J«(l+«)»*f€tc.J^l^ 
attC  mit  der'fieaish#ang,  dain»  nrniv  hat; 

jjiiil  +,«V'i.-  =  1.4. ...te      ■  -  =  W»' 


für  dkBUa.  äff  kökeren  Aemlenm§9ff€9H9e  einer  O^p.  Pufteüon.  476 
indet  mao  sofort: 

1  [l  -  (1  +  ayjlj,  =  -*[!].  +  [A],[2l],-[*],[3iJ.+etc;  1  [«J. 


folglich  wird  auch: 

s 

Ebenso  einfach  Ist  die  Ableitung  von  ffnt  wenn  usse*^  ys=/|[^) 
geDomnien  wird;  man  hat  dann  nach  (F): 

entifickelt  man  das  Binom,   so  ergibt  sich  znnichst: 

es  ist  aber  ancb 

*  2  o  fi 

also 

1  i» 

fi 
ond  damit  findet  man: 


■  i 


%lieh  hat  man  auch: 

FOr  die  Entwickelung  von  D^f(}ogxy  bietet  die  Form  (F)  un- 
^  allgemeinen  Gesetzes  keinen  besoadem  Vortheil ;  man  muss 
w  diese  nothwendig  auf  (D)  sQrückgehe^  und  die  Ufilfstafeln  (E) 
oenOtsen,  durch  welche  man  auch  fflr  einige  besondere  Werthe  von 

im  3^/(«*)  sehr  leicht  die  einfachsten  Entwiekelungen  vijn  y,^ findet. 
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Ein  Satz  vom  zweitheiltgen  Hyperboloid. 

V«iii 

Herrn  Franz   Unferdinger, 

Leb6n«v«raiclteroD(p«-Calr.oliitor  der  k   k.  p.   AsieniS«   Aaiicartdi 

lu  Tri«tt. 


lo  T h i.  XXVII.  S.  51.  dieses  Arcbivee  habe  ich  bm« 
dass  das  von  den  Asymptoten  und  einer  beliebigen  Taogeotfl 
Hyperbel  fornlrte  Dreieck  einen  constantea  Flflchenramn  hatj 
dass  der  BerÜbruogspookt  stets  im  Mittelpunkt  des  von  den  AI 
ptoten  begrenzten  Stfickes  der  Tangente  liegt  Ein  analoirerl 
gilt  auch  vom  zweitbeiligen  Hypecboloid,  dessen  Asymptoteofl 
und  dessen  tangirender  Ebene.  | 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  zweitbeiligen  Hypci 
leides,  dessen  drei  Axen  2c,  2V^^,  2V^=7  .|bJ;  ^  jti 
winkeliges  Coordinatensystera  der  x,  y,  i,  so  dass  dieAxe  i 
in  die  Richtung  der  reellen  Axe  2c  und  die  Axeo  der  y  nnd  j 

die  Richtungen  der  Azen  2V— 6*,  2V^— ö*  zu  liegen  komnaBi 
ist  die  Gleichung  des  zweitheiligen  Hyperboloides: 

und  di«  Gieiclmog  der  A^ymptoteoflScbe : 

1*       «*       J5*         _ 

(2)  ?--&-5i  =  0- 


I '  ■ 


Sind  Xit  yi ,  2|   die  Coordinaten  eines  Punktes  des  U^ 
bflMdeSy  so  dass  auch 


«o  Ut  die  Gleichung  der,  in  diesem  Punkt  das  Hyperboloid  tangi- 
rcndM  Eb#ne: 

(4)  '^aW^'^bW^^H 

Es  kommt  nun  darauf  an,  das  Volumen  desjenigefr  Kegels  »i 
bestimmen,  welchen  die  berdbrend<e  Eb^ne  (4)  von  der- iUiynrpto*« 
tenflacfae  (2)  abschneidet.  Lassen  wir  die  Gleichungen  (2)  und  (4) 
^Mchxeitig  bestehen,  d.  h.  beziehen  sich  in  beiden  Gleichungen 
die  Coordinaten  jr,  y, ;  auf  dieselben  Punkte  desRaumes,  so  bezeich- 
oen  die  beiden  Gleichungen  die  Durchschnittslinie  der  berOl^renden 
Ebeoe  mit  der  AsyroptotenflSche,  d.  i.  diejenige  krumme  Linie, 
welche  die  Gmndflfiohe  des  gesuchten  Kag^  begtenst.  Bezeich- 
nen wir  den  Flächeuraum  dieser  Grundfläche  mit  F  und  das  ^vom 
Anfangspunkt  auf  die  tangirende  Ebeoe  geftllte  Perpendikef  mrf  p* 
ttod  das  Voiomen  ^e«  Kegels  mit  F«  «o  ist 

(5)  r=\F.p. 

Insofern  sich  nun  die  Lage  des  durch  j?|,  yi,  2|  bezeichneten 
Punktes  äncterl,  ändert  sich  auch  die  Lage  der  dur<^.  (4>  darg^-v 
stellten  tangirenden  Ebene  und  mit  ihr  der  Flächeuraum  F^ 
und  das  Perpendikel  p.  Es  ist  also,  um  über  die  Grösse  des 
Voiomen  F  entscheiden  zu  können,  Ri^kwendig  F  und  p  oder  doch 
das  Prodoct  F.p  als  Function  von  a7| ,  yi ,  Zi  darzustellen.  Um 
dieses  auf  die  einfachste  Art  zu  bewerkstelligen;  e^nmniren  fi4r 
aitö  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  die  Coordinate  %  und  erhalten;    . 

eine  Gleichung,  welche  die  Protection  der  Uuccbschnittslinie  drr 
tangirenden  Ebene  mit  der  Asymptotenfläche  auf  die  Ebene  der 
x^  bezeichnet.  Wird  diese  Gteicfaong  nach  x  und  y  entwickelt 
ud  geordnet,  so  findet  man: 

oder  weil  aus  (3)  folgt: 

6* .  (n«2i«- c«^j2)  =  a«^«c*. (6«+yi») , 
a*. (A^ai«_c«yi<)  =x  Ä«4«e*. (*i*  +  a-i«U 
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wenn  man  diese  Form  der  CoefBcienten  von  x*  und  jf*  adop^ 
and  alsdann  durch  den  gemeinechafUichen  Factor  äH(^(^  abkfint: 

■ 

(7) 
(**+yi').^'+ («*+*!*) .^*~2x,yi  .j:.V-26«j:,  .x-2a*g^.jr-^*t^=^ 

Um  die  besondere  B«8chaffenbcit  dieses  Kegelscbnittes  kenneo 
BO  lernen,  folgen  viir  der  ron  Herrn  Grunert  in  ThI.  XXV. 
f^  146.  gegebenen  ,J>i6cusi<i0n  der  allgemeinen  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  swiscben  zwei  veränderlichen  Grossen*'  und  setzen: 

) 

wodurch  die  Gleichung  (7)  übergeht  in 

•      «'%* + 6Y  -h2c'Äy  +  2d'x  +  2e> + /» =  0, 
ond  berf»obnen  d.i^  beiden  Ausdrucke: 

«  « 

a'y-.e'*    oDd    a'*^  +  6'<l'«+/'c'«— «'6'/*— ai/dV. 
.'6'  -  c»«  =  (*«  +  y,«)(a«  +  *,«)  -ar,«^,«  =  o«6« + ft«a:,«  +  «^« ; 


.ii- 


I  > 


■  ■  *  * 

w«li  aber  nach  der  Gleichung   (3)  o'A^+^'jri^f  o^,*=  — ; 

c 

so  ist  aach: 
E|M»nfo  erlUÜt  man: 

*-«'«'/'=+ ««6«(A«+y,«)(a«+x,«), 

mithin,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  die  Glieder  der 
zweiten  Theile  dereelben  entsprechend  zusammenfasst : 

a'e'* + h'd'*  +fe'*—  a'b'f — ie'd'e' 

*  • 

f  a«6*.[(*»+yi*)(«H*i«)-«,V*]. 


MB  Ul  aber  nacb  (3):  ^ 


uod 


also 


t  •  >  ■■ 


4 


oder 


Weil  sofvohl  die  Grusseo  a^  6',  als  auch  die  beiden  Aosdrflcke 
(9)  aod  (10)  positiv  sind ,  so  bezeichnet  die  Gleicfaaiig  (8)  oder 
jene  (7)  eine  Ellipse»  mitbin  ist  auch  die  in  der  tangirenden  Ebene 
liegende  Grundfläcbe  des  Kegels  Feine  Ellipse.  Bezeichnet 
man  die  beiden  Halbaxeo  der  durch  die  Gleichung  (7)  dargeatell- 
ten  Projections-Ellipse  mit  A  und  B^  so  ist 

ako  in  dem  vorliegenden  Falle: 

oder 

.    c      * 
Bezeichnen  irir  den  Flächenraum  dieser  Ellipse  mit  F| )  so  ist 


,t 


a6 

rt  ^=2  ilo  »ff  ZS  —  ,Xmt1t» 
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Fl  ist  der  Flächenranm  der  Projeetion  der  Diirelieeliiiitfei-<Elllpit 

auf  die  Ebeoe  der  xy\  ist  also  y  der  Winkel,  welchen  die  tangi- 
girende  Ebene  (4)  mit  der  Ebeae  der  «gf  MIdet,  so  ist: 

F.  =  F.C«ey,    F=^-. 

also  ;  '•        .  ' 

*  Cos.y     '    c      *         Cos.y 

y  ist  aber  auch   der  Winicel ,  ivelchen  das  Perpendikel  p  mit  de? 
Aze  der  2  eiaaehtiesst,  mlthh»  ist  nachxdea  I^ehreo  der  analyti- 


schen Geometrie  >s"-  -  glerch  dem  von  :r»  jf,  s  freien  GUede 
iu  der  Gleicbmig  (4)  ^r  tangfrenden  Ebene,  41: 

TT"^ — =  — »     also      F  =  i— .«!.«.— =JllO€?.«. 

Das  Voltunen  ^tea  gedachten  Kegels  ist  also  von  den  Coordinateo 
^i>  yi»  ^  unabhäagig  und  ßir  alle  Puncte  des  Hyperboloiden 
constant. 

Die  Gleichai^  (7)  der  Pkojectsona- Eilige  kann  nrit  Leicfatiir 
keil  auch  auf  die  Form  gebradbt  werden : 


Verbinden  wir  den  Punct  (o?^) 'dieser  Ellipse  mit  dem  Pookte 
(xi^i)  und  verlängern  die  Verbindongslinie  lieber  (^r^yi)  hiiuuis 
soweit,  bis  die  Verlängerung  gleieb  der  Distanz  (ary)(^iyi)  ^i^^^ 
heissen  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Verlängerung  |  Bod 
1},  80  musSy  weil  der  Punkt  (ari^fi)  im    Bfittelpnnkt  der  DistaBt 

sein,  oder  es  ist 

setzen  wir  diese  Vl^ertbe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  (II) 
bedenken,  dass 

so  wird 


Ü€bun§$aufif9be  fär  Schüler,  481 

(»il-^ii»)*-*»l(2^i  - Ö-a«i?(%i  -i|)-a«6*  =  0.- 

Uie^e  GleichuDg  unterscheidet  sich  von  jener  (11)  nur  dadurch, 
ilass  I  an  der  Stelle  fon  x  und  17  an  der  Stelle  Ton  y  steht;  die 
Gleichung  (II)  besteht  also  fort,  wenn  man  in  Ihr  |  und  1}  mit 
X  und  y  Tertaascht,  folglich  bezeibhnen  auch  die  Coordinaten  g 
oDd  1}  einen  Punkt  der  Kurve.  Da  nun  die  von  dem  beliebigen 
Pookt  (xy)  der  Kurve  durch  (cTi^i)  gezogene  Sehne,  stets  durch 
diesen  letzteren  Punkt  halbirt  wird,  so  Ist  jene  Sehne  ein  Durch- 
messer und  der  Punkt  (cr^yi)  der  Mittelpunkt  jener  Ellipse;  mithin, 
Bach  der  Lehre  von  den  Preyc^onen  der  Punkt  (^ti^fiZi)  der 
Mittelpaukt  der  Durchschnitts- Ellipse. 

Fasst  man  die  Ergehnisse  dieser  kleinen  Untersuchung  zu- 
sammen, so  erhält  man  folgenden 

Lehrsatz. 

Jede,  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  berflhrende 
Ebene  schneidet  von  dessen  Asymptoten-Fläche  Ke- 
gel von  caDStantem  Inhalt  ab  und  der  Berührungspunkt 
liegt  stets  im  Hittelpunkt  seiner  elliptischen  Grund- 

nuh^     . 


•« 


•  

Uebungsaufgabe  für  Schuler. 

^«a Hem  Frans  ünferdiaget,  Lckettivermhisrcnig« - CaI«ttlalor  der 
k.  k.  p.  Azienda  AMecaratrice  su  Triest. 

Wenn  a,  6,  c  und  A,  B,  C  ihre  gew<9hnliche  Bedeutnik^  bei 
einem  ebenen  Dreieck  haben,  und  J  dessen  Flächeninhalt  be- 
wichoet,  so  ist     . 

J^sx  iabciaCosÄ'^iCoaß  +  eOQBCir 
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MiBcellen« 


A  Toccniilon  de  rideotit^ 
(a)  Hi  +  i  +  ....  +  ^  =  m|--'J  +  5+...±'S^ 


dont  11  a  ^t^  qoestion  dan«  le  T.  XXVI.  pag.  109.  de  l'ArcUr, 
II  est  k  propos  de  remarquer  qn'elle  n'est  eo  effet  qn'un  eas  par- 
ticalier  d'uDe  autre  qae  yoicl: 


de  laquelle,    si   Ton  pose    auccessivemeot  a:= — 1,  ^r^-f-lf^" 
obtient  imin^diatement  TidentM  (a)  et  cette  autre: 

^  — 3 — — »ii  +  "ä" -r  TT +••••  T  "-r* 

Qaaöt.ä  la  formale  g^o^rale  (A)»  eile  a'enaiiit  trte-simpie* 
neot  de  l'identit^ 

TD  qn'en  verta   de   la   loi   g^o^rale   des  nombrea   figures  (V«y« 
Cavchy,  Coara  d'AnaL  not.  VI.  Theor.  I.)»  od  a 


Mite^iien.  48:) 


S  (•— l)i  on      S     ii        =m„ 

S"(t— 1),  ou   "S"  (i+2),  =  m*. 

etc. 
bester «8»  le  27.  Aoüt  1866. 


E.  G.  Björlin^. 


Ii folgenden  Worte  bat  AngastinCauchyan  des  treClidien 
t  Grabe  f^sprocben»  In  denen  er  in  würdiger,  einem  solehi^n 
M  ganz  entsprechender  Weise,  weniger  Binet's  grosse 
»chaftliche  Verdienste»  als  die  Tiefe  seines  religiSsen  Be- 
(»eins  hervorhebt  Der  Herr  Herausgeber  der  ausgeseich- 
Annali  di  scienae  matematiche  e  fisiche,  aus  denen 
lese  Worte  entlehne  (Gingno.  1855.  p.  220.)>  Herr  Barnaba 
•lini  in  Rom,  sagt  als  Einleitung  zu  denselben: 

leotimenti  di  cattollca  fede  e  di  pietä  sincera  sono  e^pressi 
tf,  Canchy  in  qoesto  discorso,  non  meno  che  in  altre  sue 
ifogi.    Degnissiml  di  esser  letfi  sono  i  doe  seguenti  Oposcoli : 

K  Atquante  parole  rivolte  agii  uomini  di  buon  senso  e  di 
ifede  da  Luigi  Agostino  Cauchy,  nno  dei  Precettori 
hea  di  Bordeaux.  Traduzione  dal  Francese.  Modena.  Dalla 
BTipografia  Eredi  Soliani,  1834,  in  8^. 

P>  fonaid^rations  sur  les  Ordres  Religieux,  adressees  aux 
lies  Sciences ,  par  le  Baron  A  u  g  u  s  t  i  n  C  a  ii  c  b  y ,  Membre 
y&cademie  des  Sciences  de  Paris,  de  la  Societe  Itaiienne,  de 
peiete  Royale  de  Londres,  des  Acadömies  d*^  Berlin,  de 
tPetersbourg,  de  Prague,  de  Stockholm,  de  Goeftingiie,  de  la 
il^  AiD^ricaine,  etc.  Paris,  Llbrairie  de  Pousssielgue-Rusand, 

Kefenille,  n.  9.  A  Lyon,  Cbez  L.  Le^iie.  1844,  in  8o.  In 
lo  di  quest'operetta  intitolato:  Chapitre  Vill.  Le  R^ve- 
'  Pere  de  la  Compagnie  de  Jesus  (pag.  36.)  sono  posti  in 
^  hce  gli  eminent!  rantaggi  resi  alla  societä  dalla  Com- 
ua^Gesu. 

Disconrs  de  M.  Augustin  Cauchy. 

Messieurs« 

1^  Bort  Tient  de  ravir  k  i'Academie  des  sciences  son  pr^si- 
^\  ux  membres  de  Tlnstitiit,   aux  professeurs  du  College  de 


484  Wneilen: 

France,  ud  ezcellent  confreref;  ä  une  feaime,  ä  des  enfants,  t 
ane  famille  ^ploree,  un  p^re  tendrement  aiin^  et  digne  de  F^tre; 
ä  moi-m^me»  un  ancien  condisciple  et  un  ainL  Bin  et  a  ^tt^ 
ce  nionde  pour  un  atonde  mellleiir.  fin  pr^eaca  de  la  tombe  qai 
re^oit  8a  döpouiile  mortelle,  je  n'easayerai  pas  de  rappeler  les 
important8  travaux  par  leaqoels  il  a  cootribu^  auz  progr^  de  la 
göom^trie  et  de  Tanalyse  matbomatique ;  il  aera  plus  digne  poor 
lui«  plus  consolant  pour  noua  d'arr^er  notre  esprit  snr  ane  peiis^ 
bien  capabie  d'adoucir  nos  regreta.  Bin  et  n'^tait  paa  aeulemeot 
un  g^om^tre  diatiuguö»  dou^  d'une  häute  inteIRgence:  avecies 
plua  beauK  g<önies  des  aiöclea  pasaöa  et  des  teropa  pr^sents,  arec 
iea  Descartes  et  les  Fermat,  avec  les  Haüy»  les  Ampere, 
les  Laennecy  U  ainiait  h  remonter  de  la  ceanaissanee  des  fm- 
t^  scientifiques  au  Principe  ^teroel  de  tonte  ▼drit^«  La  ni^dita- 
tioD  des  lois  sublimes  qui  r^gwnent  le  oeurs  des  astres^  qut  eab*' 
tiennent  Vordre  et  Vharmonie  dans  l'uirivess«  lui  offrait  mhw 
de  nouveanz  oiotifa  de  b^iiir  et  d  adorer  Tauteur  de  tant  de 
▼eilles«  La  foi  vive  de  notre  confr^re,  son  ardent  amoar  pov  le 
Dieu  auquel  il  rendait  ginire  par  ses  taieiits  et  sea  vfn-tas«  p« 
son  Taste  savoir  et  son  iniSpuisable  charite»  doivettt  ■ans  taapirer 
la  douce  confiance  quaujourd*bui,  pkis  beareux  qae  pa«a»  plos 
dclairö  que  nous,  Binet  est  alld  pniser  la  himi^rtt  ä  la  aotrce 
de  tuute  iumi^e»  apprendre  des  sdcrets  qoe  oous  ^omniea  appe- 
l^s  nous-m^mes  k  connaitre  un  jour,  en  roarchant  das«  l&Toie 
qu*il  a  suivie.  Absorbe  par  ces  hautes  pensdes,  voua  -  lae  par- 
donnerez,  Messieurs,  d'en  abrdger  rexpressiqn.  La  vraie  doiriev 
s'ezprime  en  peu  de  paroles;  et«  ä  la  yne  de  la  croix  poaee  mt 
cette  torobe  eo  signe  d'espdraoce,  je  me  tais,  je  vons  laisse  friD- 
cbir  en  esprit  TlntervaNe  immense  qui  s^pare  les  sciences  de  ia 
terre,  si  limitäes,  si  born^es  en  tous  sens,  m^me  quand  elles&ont 
cultivees  par  des  hommes  d'un  ni^rite  supi^rieur,  des  veritdis  subli- 
mes, de  la  divine  Science^  qui  nous  seront  r^vdl^es  dans  Iea cieux. 
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Literarischer  Berieht 


c?. 


der  Mathematik  mid  Physik. 

V  .  I.'.        * 

Della  Tita  e  detle  op^re  di  Leonarda  Pisisi^o,  nia^«^ 
■itieoilel  secolodeciiaaterso;  notisie  raMolte  da  Bai«* 
da0fl»rre  Uotkt^mpmigni,  (Dagli  Alti  daU'  Aee«^ 
dffflia  Pontificia  da'  naovi  Lincei  Anao  V.  Sea^Jopi  1» 
n«IU.    (1&51— 1862.)    Roma.  1852.    40. 

Delta  Tita  o  della  opore  di  Gberatdo  Cw^wtönmm^i 
tradattore  def  ireeoto^uodoGlmo,  e  di  Gboiardo'ikb 
Sabbionetta.  astroitomo  del  »ecolo  deeimotoriKo;  «oti** 
sie  raccolte  da  M«14»aa*vre  M^meomtpm^fUtU  (Bagfl 
Atti  delt*  Accad^mia  Poatincia  de'  nuovfr  Lirieei  Avnoi  IV» 
SesfUne  VU.  del  W.  Gfagoo  1851.    Roma.  18(M.    4fi. 

Delle  ▼ersioni  fatte  da  Piatone  Tiburtino,  tradat- 
tore  del  secolo  dnodeclmo,  notisie  raccolte  da  Bw  tton- 
«•Mpayml.    Roma.  1851.    4«. 

Das  gffoaaar  im  Jlabre  18S4  erachieaene»  fux  die  Gevcbicbte, 
^  Mathematik  ungemein  wichtige  Werk  über  Leonardo  Ton 
I^Ua  von  Herrn  Baldassarre  Boncompagnl  in  Rom^  ist  Ton 
nu  im  Literar.  Berichte.  Nr.  XCIX.  S.  1.  angezeigt  and  den  Leeer v 
'n  Archivs  ala  elif  sehr  wichtiger  Beitrag  znr^eseblehte  der 
Mathematik  empfohleo  Worden.  Atte  Arbelten^  de«  Beftii  'fi'O'»«* 
comptgnf'sfn^  HAr  einen  Jeden,  der  dem  Sfadium  der'6e«ofcieh(» 
vDsmr  Wissenschaft  ^t^ine  Zeit  ihid  seine  Krlfte'  Widmen  wlUr 
poz  mientbelrrlich,  so  dasn  wir  es  fltr  unsere  Pflicht  halten^  diai 
^TQi  obigen  Schriften »  wenn  sie  auch  schon  früher  enscbieaeib 
^d ,  jetkt  noab-  ^Mzasirfgeo  oad  naaeco  Leaern  gleicbfa^f  /  zur 
«««Miieteai  BeadMen»  m  enpbMea.s  todam.  i^N  nac  Id^fr^ 

TU.xxvn.Hfi.i.  1 
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bedauern,  dass  die  noth wendige  Kürze  dieser  literari^cheo  Be- 
richte ans  nicht  gestattet,  noch  näher  auf  diese  wichtigen  Scbrif- 
ten  einzugehen. 

So  wie  das  im  Jahre  1854  erschienene  grossere  Werk  fiber 
Leonardo  von  Pisa  sich  vorzugsweise  mit  der  genauen  Cba- 
rakterisirung  einiger  besonderen  Schriften  desffelben  beschäftigt: 
so  beschäftigt  sich  die  obige »  im  Jahre  1852  erschienene  Sclirift 
mehr  im  Allgemeinen  mit  dem  Leben  dieses  italienischen  Matbe 
matikers,  sefnen  Schriften  überhaapt  und  den  auf  den  Terscbie- 
denen  italienischen  Bibliotheken  sich  findenden  Codices  derselben, 
wobei  wir  wieder  die  vielfachste  Gelegenheit  gehabt  haben,  nicht 
nur  der  grossen  literarischen  und  historischen  Gelehrsamkeit  des 
Herrn  Boncampagni»  sondern  auch  der  wahrhaft  aufopferoden 
Hingebung,  mit  welcher  er  seine  Forschungen  auf  einer  grosfen 
Anzahl  von  Bibliotheken  angestellt  hat»  unsere  lebhafteste  Be» 
Wanderung  zu  zollen.  Beide  Schriften  über  Leonardo  von  Pisa 
ergänzen  sieb  daher  gegenseitig,  und  nur  aus  der  genauen  Kenot- 
nÜMi  beider  wird  man  ein  vollständiges  Bild  von  der  grossen  Bf 
deotong  dieses  Mathematikers  ge^ioueii  komien«. 

Die  beiden  anderen  oben'  genannten  Schriften  des  Herrn  Bon- 
eompagni  beschäftigen  sich  mit  einem  Astronomen  ans  dea 
]8teB  Jahrhnnidert  und  zwei  Uebersetzero  matbematiseher  and  an- 
derer Werke  aaS'  dem  12teD  Jalifbunderte,  wobei  jeder  Kenner 
der  Oeschtohte  der  Matbeniaük  sieh,  erinnern  wird,  wie  wicblig 
gerade  in  der  damaligea  Zif tfieripde- .Ueberfwtsuogeo  dassischer 
matbemaKscher  Werke  waren«  V.ob  den  beiden  letzteren  usf> 
LIbri  in  seinei  ,»Histoire  des  sciences  matbtf matlque« 
en  Italie.  T.I.  p.J68,  169:<< 

..  ,:»,  Piaton  de  Tivoli  et  G^rard  de  Cr^mone  sopt  les  plus  cete- 
bres  parmi  les  traducteurs  Italiens  du  douzieme  si^ele.  On  doit 
ä  G<$rard  la  premi^re  version  de  1' Almageste,  et  k  Piaton  de  Ti- 
voli la  contialssance  de  plasieors  ouvrages  de  gi^orndtrie.*' 

Von  der- grossen  Fruchtbarkeit  des  Gherardo  Cremoneae 
wetdert  sieh  die  Leser  einen  Begriff-  machen  krmnen,  wenn  wtf 
Ihnen  engen ,  dass  Herr  B  o  o  c  o  ni  p  ag  n  i  auf  S.  4. 6. 6. 7,  seiner  Schrift 
etwa  60  voa  demselben  übersetzte  Schriften  ans  den  verschiedea- 
steil  Zweigen  des  Wissens  anführt,  unter  c)eiien  sich  allerdiigf 
4Qch  das  Alroagest,  mehrere  Bücher  des  Euclides  a.8.ir. 
iikden.  Platon  von  Tlvpli  übersetzte a<  A.  auch  die  Sphaerica 
des  Tbeedosius. 

Wir  müssen  uns  mit  diesen  kurven  Notizen  tfberüie  TorBegeadco 
Wichtigen  Schriften' des  Herrn  Boneompagnl  Wer  leider fcegBfigoi» 
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siwi  aber  «aeh  der  lldomig,  doee  dfecelben  WiireicheiNi-aeiB  wer- 
deo,  om  die  Leeer  auf  die  groMe  Wicbtigkeit  derselben  bies»< 
iretsen  aod  ihre  Cnentbchrlicbkett  fär  eieen  Jeden,  der  dem  Stu« 
diom  der  Geschiebte  der  Matbematik  seijie  Messe  za  widmen 
gedenkt,  nachzuweisen.  Das«  der  Herr  Verfasser  auf  dieser  so 
rubmlicben  Bahn  der  Bereicbenin«^  der  G<$scbichte  unserer  Wie- 
gensrhaft  fortfahren  und  da^s  ihm  die  Vorsehung  dazu  Kraft  und 
Ausdauer  schenken  möge,  wdnschen  %vir  im  Interesse  der  Wis- 
seascliaft  sehr.  G. 


Mechanik. 

So  wie  ich  bei  einem  so  wichtigen  Gegenstände,  wie  Poin- 
sot*a  Theorie  der  Drehung  ist,  fnich  fOr  rerpfiicbtet  gehal- 
len babe,  die  von  Herrn  3aint-Guilbem  in  den  Nouveiles 
iinnales  de  IVIath^matiques.  T.  XV.  Fevrier.  1856.  p.  63. 
gegen  die  Strenge  derselben  erhobenen  Einwurfe  im  Arcbive 
der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XXVI.  Literar.  Ber. 
Nr.  CIL  S.  11.  niitzutheileh :  eben  so  wdrde  ich  mich  zur  Mltfli^i« 
iung  der  von  Herrn  Bertrand  in  den  Nouveltes  Annales. 
T.  XV.  Mai.  f8M.  p.  187.  gegen  diese  Einwürfe  des  Herrn Saint- 
Guiibelm  gemachten  Bemerkungen  auch  dann  für  yerpflicbtet 
^halten  haben,  wenn  ich  nicht  von  Herrn  Bertrand  selbst  in 
cioem  «ehr  freandlicben  nnd'gOt^;eo  Briefe  (ohne  Dailom)>  für  den 
idi  ihm  hier  zugleich  ¥efbiadliidhat  danke,  aiifgeRtfdM  wiiadett 
wäre,  diese  Mlllheilong  im  Archive  «a  machen»  Ich  ilaeee«  dahiai 
das  Ton  Herrn  Bertrand  an  Herrn  T er ^ n e ra  gerkditete  Schi»^ 
ben,  nebsl  der  Note*  des  letzteren |  hier  folgen:  >  .     •»  n 

Lettre   sur  la    rotation   d'nn   corps   solide. 

,iMon  eher  monsievr  Ter  quem.'* 

Lorsque  je  re^ns,  11  y  a  une  quinzaine  de  jours,  la  nchireMe 
ßvraison  des  Noovelles  Ahnales,  je  vcfns  dcrivis  ImnM^diate'* 
ment  poar  protester  au  nom  des  g^om^tres  contre  les  objections 
«bvoloment  ddna^^  de  fond^menjt-  qfi^  Ton  ^evait  sur  la  thdorie 
de  ia  rotation  donnde  par  M.  Poinsot.  N'ayant  pas  alors  sous 
les  yenx  le  Mdmoire  de  Fillustre  g^öm^tre,  je  roe  bornals  ä  devi- 
oer  (f apr^  mes  Souvenirs,  par  quet  malen tendu  I'auteur  de  la 
Note  iTMt  pii  se  mdprendre  bur'  Ws  sens  des  expressions  eni- 
ployöes  et  troover  une  erreur  oü  chacun  n'avait  aper^u  jii'6qu'l<?i 
qu*oo  modöle  de  rigueur  et  d'dl^gance.  Je  viens  de  rellre  fes 
^«ai^r^s  page».  de  ce  beau  travail,  #t  j'avoue  gu'il  me  sjemble 


9» 


n 
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•■fBs«ii'€let«»Meilkr  4  «m  l«otoiiiB  d^eoiMre  wtest;  c^efttMK 
hrnmil  poor  eekr  qüi  •'auraiwit  pas  te  tiioyc«  4e  ree«orir  n 
tetCe  qao  j«  vqu- däiaande  pla<5e  po«r  quekfo««  eocplicationfi. 

II  ■  *  •  ■ 

f^ouwre  le  Jouroal  de  M.  L  i  o  u  t  i  1 1«  t.  XVI.  p.  43,  et  je  troii?e 

un  pan^i^phe  iotitul^:    Des   force^  centrifuges  qai  n'aU- 

feot  de  la  rotatipn.    C'eat  celui-tä  qu*il  faut  lire  pour  appre- 

cier  la,  valear  des^objections  dont  je  parle. 

On  y  troQvera  d'abord  la  d^monstration  g<^ni^triqiia  fuu  thä«- 
rime  bien  connu  dont  l'^Donc^  ae  lit  page  44   (lignea  14  ä  16): 

»yLa  force  centrip^te  n^cesaaire  pour  qu'an  point  paiaae  toor- 
««ner  en  cercle  avec  aoe  vUeaae  u  eat  eaprim^e  par  le  carre  de 
cette  Titeaae  diriaä  par  le  rayon  du  cercle/' 

'M.  Poii^aot  ajoüte,  U  eat  vrat:   ,,La  ni4ni6  expressioo  eon- 
vieift  k  un  tkiouvement  cnrviligtiequelconqde....  ^n  prenant  poor 
,«f  le  rayon  du  eefcle  oaculateof  ä  la  courbe  drfcrite  an  point  qne 

.,PoD<  coDsiddre»'* 

«■  .   •  ■ 

Cefte  lOBiarqoe,  iiintile  pour  pe  qui  vaauifre,  est  plac^  li 
poor  rifiatmctioo  da  lecteur,  ^nai^  voua  i^onnaisaes  Fadage:  Qood 
abttodat,  ooavitiat.  Elle  eat  donc .parfaitaaent  legittne,  et 
cependaQt,  « il  fallait  abaoli^ment  conjectorer^  je  aie  baaard^ni« 
4,dire  que  c'eat  a  oauae  d*elle  que  M.  Poiaaet,  aaalgrö  toate  m 
clarlö»  n'a  paa  Mi  eoo^pria  par  tout  le  inonde. 

Je  lig'fKlae  loio,  page  46:  „Dana  la  qeaatiea  ^oi  eeoi  oe- 
eope  «'/..  II  e'y  a  paa  4e  foroa  centrifMe  qui  interTevi^nne  pev 
M#e  toonier  Mremeat  ehaiqoe  «ol^ule  aotour  4e  Taxe  Od*^ 
tavtf)  OZ,  laaie  je  conaU^re  qoe  ai  cette  force  n'y  eat  point»  rieo 
n'eropecbe  de  la  auppoaer,  peenn  qu'on  eo  auppeae  liae  ^« 
et  contraire.'* 

Cette  force  centrip^te  que  rien  n*enip4cbe  de  auppoaer»  est, 
on  le  volt,  celte  qui  fefait  d^erire  ä  la  moMeale  an  cercle  ri- 
geufrcux.  Rieo  n'emp^cbe  dvidemmeat  de  la  auppoaer,  paarw 
qu'oB  iotrodiiiae  une  force  ögale  et  cootraire  q^ii  f^at  la  fosc^  ceo* 
trifuge, 

fifaiotetotfnt  robjectioa  de  M.  8.-G:  ae  r^duit  k  tetit 

Penrqnoi  Introduiaea  voofi  la  force  n^ceaaaire  pour  faire  toor* 
aar  la  niolec^le  en  rigoeur  autour  de  Fase  inatantan^?  Je  pref^ 
rerale  voua  yoir  caiculer  la  force  centrlp^te  r^Ile,  et,  poor  cela, 
d^tero^iper  Je  rayon  de  coqrbure  de,l^  tri^eptoire»  trte  dilUreflt 
d^  eelqi  .do  cercle  doot  vona  parie«. 

A  ceel  OB  peat  r4poadre:    M.  Pdlaa^t  iBtiedaM  cette  ^t^ 
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fu^  ^e  c^ofr'Mll»  It  ^oi  est  «amaMAr  pnor  «Im  miaMitemMC 
tel  qn^l  M«l  le  ftirtt>  et  ^e  riee  D*eiii{l««be  d-iotiodinlre  dane  im 
•ysteme  deox  tbrcee  ^les  et  eonttalres  i|Mtlee  ^n'ellte  mtent 
Ceci  eet  si  vrei«  qae  t'eo  pourrait»  ei  on  le  Aia\mi\  inltodiiioe  la 
foree  qee  M.  S.-j6.  Domäne  ia  T^ritable  <force  oentrifage)  mais  je 
D'tpergüla  paa  k  qaei  eette  iotrodoctioo.pDUfrait  acrvir^  -et  il  aembie 
qae  ia  ehalte  deä  ralaiMiiieiaeata»  reiapne'  alora  A^  le  i^YnAi  «e 
poerrait  plus  ae  renooer.  J.  Beiftrand. 


Nole.4tt  R^dAoteiir,. 

M.  Poinaöt,  malgrtf  taute  sa  clart^,  n'a  paa  #f^  compria  de 
tont  fe  moode.  L'explicuHon  n*eat  doftc  paa  aiiperfloe^  ihi  que 
ce  toat  le  monde  coMpread  des  eaptita  dlstltrgai^a.  La  (brce 
eentripMe  qae  M.  Poinaot  ^ralae  eat  une  förce  artfficlelle 
pouf  ataai  dire,  tr^ü-cominöde  pour  l^objet  que  rilluatre  g^öui^tre 
ar^lt  en  vue»  mala  ce  uTeat  paa  Ia  Force  cenfttp^te  frfeile  ou 
teile  qu'elte  exlete  rrfellemeiit.  M.  Pol n ad t  fatt  bien  alliksiöii  k 
cette  dlatliibtiota.'  La  digeuaslöfi  kctuelle  nibnfre  bien  que  cette 
ano8ion  n'est  paa  atfftsante.  L*axe  Inatantaarf  der  Totatldti  Inatati- 
tan^e  ne  a^rait-ll  paa  plus  couvenablement  di^ai^n^  aoiib' le  Wm 
de  droite  de  repoa  itiatantanrf?  car,  j^  Vhd  dife,irn*y  a  paä 
de  rofation.  Chaque  point  tourne  autour  d'une  dfotte  rflevrfe  au 
centre  de  courbure  perpendiculalreuient  au  platt  oaculafeor  relätff 
l  Ia  trajectoire  drfcrite  par  ce  point.  L*enaerob1e  de"  cea  perpen- 
dicoiairea  est  ia  snrface  gauche  de  rotation  instantanrfe  pour  ce 
poiaL  CbacuD  a  Ia  aienoe.  Dana  un  corpa  aolide  en  mouirementy 
trota  ds  mm  enrfaeee.  it^tafiuineDt  toutea  les  autres. 


Astronomie. 

Drei  Quelles  über  den  Kometen  too  1556,  Vop  Karl 
T.  Littrow^  wirkL  Hitgliede  der  KaiaerL  A^lc^demie  det 
Wiaaenachaften  in  Wien.  (Sitsungaberlchte  der  Ki^^- 
•erL  Atcadeioie  der  Wiaaeoacb.    ApriL  1858^) 

Bat  ^der  Bestlmmeni^  der  Blesiente  des  gt eese»  'fCdmeten  ¥on 
ISM,  deA  fHr  bekaMUllcb  mit  «leisMehe»  WabrscheiaHebfceit^SfitecheA 
18S6  and  U60  wieder  ae  erwattJao  haben,  veradasten  alle  aeee» 
ten  Raehtter  dto  OrlgiusIbeebafChtttMgt^u  #es  damaligen  kaiaertiebee 
Matbematiicus  Pnut  Fabi-Iclu».  H^rr  Prof.  v.  Llttrotr  bataieh 
daher  durch  seine  eifrigen  «nd  aMliheyoHeti  Nacblbraebunges  naol 
dieaea  Beebscitnngen  etil  neues  gnusaes  VerHIenst  «m  die  WIs* 
miaehsil  erweriien,  wsMf  er  den  besten  ftaidE  dadurdi'  geenitet 
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hat^  dMw  «B^bfn  allMi«e*  gdoBgen  M^  eMge' «Ar  wieUgf 
Doouroente  fibe?  dies«»  'Kometen  iienkeUaecbafea»  irekhe  «r  ia 
dieser  sehr  interesssnlen  AbhaDdlang  luittiieiMi  Das  eiste  diencr 
lioeoroeote  ist  ein^n  einem  Bande  liaiserliciier  Patente  des  stio* 
dlsclien  Archivs  au  Wieli  befindliches,  nach-  Art  eines  Placatet 
gednielctes  Blatt  is  Grossfolio  mit  der  Deberscbrift:  nl)rf  (o«el 
ist  nrrtHen  Us  LVL  !>4.t%  in  <i%ttttti^  etf<|fiieii'^  mit  einer 
den  Lanf  des  Kometen  darstellenden  Karten  su  dessen  KenntMM 
Herr  ▼.  Littrow  durch  die  GSte  des  Herrn  G.  Den  hart  ge- 
langte. —  Das  zweite  Ist  ein  so^nstfmtes  Judicium  (propbetiacbe 
Deutung),  gleichfalls  mit  eiai^r  Karte^>  das  die  Deberscbrift  hih 
MCometa  Visus  Ixense  Martio  LVL  An  no'S  das  sich  in  den 
Besitze  des  Herrn  F.  Roeth  in  ^oS^^^urg  faii.d.  —  Das  dritte 
endlich  ist  .eine  in  der  Bibliothek  su  Wolfeobüttel  befindlicke 
Schrift  unter  dem  Titel:  ^Praftüs  Aof  da0  M.  D.  LVO.  ^i^x, 
fampt  iltt?e9j(0n0itnd  txt\ttun%^  Wm  iU  crfd^einnn^,  and 
Seme^ttn^y  ^e»  ner^aiiftrne«  nn^  }osor  axigt}tti$itn  (c* 
mrteo.  :7m  S^^^  ttn^  fniifft|i(}9i^ii  ^ar  ^emrfrttf  unl  ir* 
Erntet  ^A^ef.«••  %tfit\Ut  ^uti)  St.  0oa<^im  ^el(cr  ver- 
ordneten Üflronomnm  inKiirn^erj^/'  Das  aus  diesen  Schriften 
von  H^rro  v.  Littrow  Mitgetheilte  ist  jn  bistorisclier  Rucluicbt 
im  bochsen  Grade  interessant,  und  die  gleichfalls  mitgetheilte 
Karte  über  den  Lauf  des  Kometen  ist  natSrlicb  für  Jeden ,  der 
sich  mit  dessen  Berechnung  beschäftigen  will^  von  grosser  Wich- 
tigkeit. 

« 

4 
% 

Ueber  lichte  FSden  im  dnnkefn  Felde  bei  Meridlas* 
Instrumenten.  Von  Karl  v.  Littrow.  wirklichem  Mit* 
gliede  der  Kaiserl.  Akademie  der  Wisseosch.  zu  Wien. 
(Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akademie.    März  1866.) 

In  dieser  Abhandlung  beschreibt  Herr  v.  Littrow  ein  neues 
Mikrometer  mit  licbteii  Fflden  im  dnnkeln  Felde,  wetefaes  neoer- 
lich  Im'  Wiener  Mrtta«>^srohre  angebracht  worden  ist,  und  sieb 
durch  seine  Leistungen  schon  vortrefflicb  bewftbrt  h^t.  Weofi 
auch  zur  Erfindung  dieses  Mikrometers  das  bekannte  Pinikt*Mikro* 
meter  des^Hartm  Dareetor  Reslbnber  ie  KremsmOnster 4^  niehale 
Veranlasseng  ge^^en  haben  amg,  so  bat  Herr  Direeior  ▼•  Lit* 
tfofv  doch .  so  viele  neue  Einrichtungen  angebsacbt»  dass  die 
jetsige  Vorrichtung  hau|itsllcbiich  als  seine  Erfindnfig  sabetrack» 
len  Ist.  Begreiflicherweise  hSnnen  wir  nns  aof  eine  ausflbriicliere 
Beschreibung  dieses  iieeen  Afiparals  nicht  einlassenr  soaden 
mPsdeii  desbaib  auf  die  interessante,  S(dbr  ideatüeb^.rerfnist^  ai' 
ftnrob  eebr  aiistfbaidielie  2eichnungei^  etMelerte  iUbbendlmiifStlbat 
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renrelaen,   hbltmt  aber  dt»  no«ea  Apfiarat  jedeafalfo  för  eiaea 
FortBcbrilt  in  d^r  fceobacbteadeti  AatroBOmie. 


IM.  a  u  t  i  k. 


1 1  • 


M.  Lartigne.  (SchirfscapUain^  Ritter  der' Ehrenle- 
gion): Das  VVjndsyatem  oder  die  Luftbewegung  an  der 
Erdoberfläche  und  in  den  höheren  Regionen  der  Atmo- 
sphäre. Nach  der  zweiten  Ausgabe  deutsch  bearbei- 
tet von  Dr.  G.  Trobat.     Weimar.  Voigt  1856.    8.  .15  Sgr. 

Die  DeviattoD  der  Compaasnadel  mu  wie  Rep^eln 
far  die  Anf^tellong  und  Unter^itcbuiig  «lea  Corafilaa^efl 
an  BordL  V^d  J.  C.  Titxen»  Pr.-LieutenaBt  io  der  Ma« 
rine  vnd  Lelirer  an  der  Seekadetten- AlEadamie  i-n  Co« 
penhagen.  In  dae  I^eutsiibe  Obartragea  Von  iL  GraRV 
Navigational^hre^  ia  Grabaw  bei  StettiaJ  ftiletlin.  Vm 
der  Nahmer.  1856l    «.    1*2  »y>r.  6  Pf. 

Diese  beiden  Icleuieii  Schriften  verdienen  der  Beachtung  des 
naotiscben  PuliJikams  empfohlen  za  uerden. 


Physik. 

Studien  aus  der  höheren  Physik.  Von  Dr.  August 
Kunzek,  k.  k.  Professor  der  Physik  dn  der  Universität 
XU  Wien  u.  s.  w.    Mit  64  in  den  Text  eingedruckten  Hotz- 

«cbnitten.     Wien.  Braumflller.  1856.    8. 

»  ■ 

Das  lyLehrbacb  der  Physik  mit  nratbemätieeher  Be^ 
grfindvng  sam  Gebrauche  in* den  hiibere«  Schulen  enA 
aini  Seibatunterricbte.  Wien  •  1853."  desselben  Herrn  Vet- 
ters hab^n  Mir  im  Lite  rar.  Her.  Nr.  LXXXVI.  &  11.  ange^ 
leigi  und  ahsere*  Leser  darauf  hinzuweisen  uns  erhuibt»  mitivel- 
eber  Gräadlidikelf  in  diesem  treffUeheo  Werke  die  Pbysik  blos* 
nit  Holle  elementar -aiatbematiscber  Lebten  dargestellt  ist  N»» 
Midi  aber 'kann  die  Elementar- Mathematik  ohne  au  grosse  Weitr* 
^iafigkeiC'dea  S^Mer  der  Physik  iiamermur)  bis  z»  einer  gewisaea 
Stofe  Ahieii,  -er  «vird  sieb  häufig  mir  mk  einer  getrlsaen,  'bhia^ 
^^henngsireiaen  Eatwiekeiang  and  DansteHoag  der  Wrttut'gMelaa 
l'^gnagen  mliaaea  ond  kann  sieb  nkhl  tminer  'bta  ao  der^ri  allge# 
tttwtteo  Aaadfoebe  ^  er babea,' :  Dadatcfa  iAI  der  H^rr  /Varfaadaff 
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vemnlasfit  worden,  diesem  fHÜMteo  eleineiitir  gehfeMeoeii  Wfihe 
die  oben  genannten   i^St^dlen   aoe  -der  hSberea   Pbyiiik" 
folgen  sn  lassen»  in  denen  er  kein  Ton  der  bOberen  Mathemtäk 
dargebotenes  Hfllfsroittel  onbenotzt  Itsst,  mit  dessen  Ufilfe  eine 
vollständige  Einsiebt  in  die.  versebiedenen  Natargesetse  mit  der 
grSssten  Bestimmtbeit  bis  auf  die  kleinsten  NOaoceo  gewoonen 
werden  kann  und  dieselben  sieb  sogleicb  sur  grOssten  Aligemein- 
beit  erbeben  lassen.     Er  bat  aber»  ungeacbtet  des  sebr  bescbei* 
denen  Titels  »«Studien",   nocb  mehr  getban  als  dieses,   bdeo 
er  dem  Lehrlinge  aucb  vollstfindig  die  Mittel  in  die  Binde  gelie- 
fert bat»  welche  ihn  zu»  den  neueren  Ansprachen  der  Wiasenschifl 
genügenden  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Physik  befähigen,  irohis 
wir  TorsflgUcb  die  sehr  TollstiMÜge  Darstelinng  der  verecbiedenefl 
kiterpolatioasmethedem;  die  Entwickeluag  der  matbemalUeben  Avi- 
drOeke»  die   snr  Darstellung  des  Gesetsesr  welches  des  Gaag 
eindr  perlodisebea  Ersebeimibg  bestimmt»  insbesoadere  aneb  die 
sebOneo»  von  Herrn  Ministerialratb  Maria n  Koller  gegebeaen, 
bierbet  gebdrendea  Entwiebeluagen;    tnd  die  mit  gresaer  ümt- 
liebkeit  auf  das  kleinste  Detail  eiiigehende  Darstelinng  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  rechnen.    So  wie  hier»  seiebnet  eicb 
(n  allen  Kapiteln  die  Darstellung  durch  Eleganz»   Einfachheit 
Dentlicbkeit  und  Bestimmtheit  aus»    wobei  zugleich  jeder  Reoner 
finden  wird»    dass  von  dem  Herrn   Verfasser  mehrere  PariieeD 
seines  Buchn»  namentlich  die  Lehre  vom  Liebte»   in  weicher  ntt 
grosser  Umsicht  das  auagewSblt  worden  ist»   was  filr  den  Schfl- 
ler  der  Physik  besonders  wichtig  ist»  um  eine  deutliche»  wisici- 
scbaniicb  vollstindig  begrOndete  Einsicht  In  diesen  intaressaoten 
Theil  der  neueren   Physik   zu  gewinnen»  einer  ihm  eigentbfim- 
liehen    Bearbeitung   unterzogen   worden  sind.     Nach  diesen  Be* 
merkungtfo    wird  man  unser  Urtheil  gerechtfertigt  finden^    wtoii 
wir  dasselbe  dahinaussprechen»  dass  wir  das  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser früher  heravsgegebene    »»Lehrboob.  4«r   Pbyalk  mit 
iiatbermatiseber   Begrfi.ndang'<-  und  die  hier  beeproefatsee 
»»Studien   aus   der  bSberen   Pbysik'S    i«  Verbindung  nit 
einander  i  fiir  eins  der  besten  HflMsmittel  aof  dem  Gebiete  der 
deotstben .Literatur halten»  um  der  Physik  in  ibfer  weitesten  Aiie- 
deboofig  ein  wahrhiA   grfiadliebes- Stvdimn  •  wMmei»  M;  kdneetf^ 
wozu  freilich»  nanMotIkb  was  dib  »»Siadiea**  betrift»  eÜ:  zieoH 
Htbes  Maass  von  VorkenntnilMiea  anadenücmebiedeneii'TbeilcB 
dep  niederen  und  höheren  Maibematift  erfbrderlleb  Isty  ebne  hm 
jedoeb  der  Herr  Vctfasaer»  was  wir  glelchAlls  Ar  ,mAt  awick^ 
mtssig  halten»;  in  ^iesee  Beaiebimg  fiber  das  ktnan^sgan^en  iei; 
was  sieb  In  den  besseren  und  iellstittdlg#sea  LebebOcbein  d«' 
Mbere»  Anaijl^  fibdeli   Bisher»  wie  die  verUe^HBlleB»  bt^risMa 
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wir  iiMMr  wSt^he&o^etB  groMer  Freode  und  besonders  gfiMUcro 
htereme,  weil  wir,  wie  den  Lesern  hinreichend  ans  unsemi  Ver« 
schtedenen  Aoseigen  in  diesen  Literarischen  Berichten  bekannt 
ist,  ohne  dem  Experiment,  im  Geringsten  seinen  grossen»  nnlbe- 
streitbaren,  von  Niemand  mehr  als  nns  selbst  anerkannten  Werth 
nehmen  zu  wo|(en,  immer  hauptsächlich  der  strengen  mathepiati- 
schen  Begründung  der  Physik  das  Wort  geredet  haben,  und  di^rin 
Torzugsfi-eisQ  das  wirMich  bildende  Element  für  die.  Scbfller  der 
höheren  Lehranstalten  finden.  Dass  aber  in  dieser  Beziehung  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  in  neuerer  Zeit  sich  ganz 
besonders  mit  dem  grussten  Danke  anzuerkennende  Verdienste 
Hin  die  Wissenschaft  und  das  Lehrviesen  erworben  hat,  unterliegt 
am  vrenlgsten.  jetzt»  Wo  das?  hier  näher  besprochene  Werk  er- 
schienen ist«  noeh  einem  Zweifel. 

Der  Raum  erlaubt  uns  nur  noch  die  Angabe  der  ÜeberscnriF- 
ten  der  einzelnen  Abschnitte,  um  dem  Leser  dadurch  einen  Deber- 
btick  des  reichen  Inhalts  un^  der  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
grosser  Umsicht  getroffenen  Aqswahl  zu  verschaffen :  I.  Ab  scb  ni  tt. 
Verfahren,  aus  Beobachtungen  gewisser  Naturerscheinungen  tSe- 
.setze  zu  ermitteln,  nach  denen  sich  diese  Erscheinungen  entwickeln, 
n.  Abschnitt.  Hlethode  der  kleinsten  Quadrate,  lll.  Abschnitt 
Statik.  IV.  Abschnitt.  Dynamik.  (In  beiden  vorhergehenden 
Abschnitten  haben Torzilglich  auch  die  allgemeinsten  statischen 
lind  dynamischen  Gesetze  Berücksichtigung  gefunden,  welche  in 
den  hSafigsten  Fallen  am  Leichtesten  zu  dem  Ansatz  der  €rlei- 
chongen  fiihren,  durch  welche  die  Auflusung  der  verschiedenen» 
10  der  Mechanik  auftretenden  Aufgaben  vermittelt  wird,  was  die- 
sem Buche  gleichfalls  besonderen  Werth  verleihet.)  V.  Abschnitt. 
Gleichgewichts- und  Bewegungsgesetze  flflssiger  Kurper.  VI.  Ab- 
schnitt. Optische  und  einige  akustische  Lebren.  (Dass  dieser 
Abschnitt  mit  besonderer  Eigenthümlichkeit  und  Umsicht  in  der 
Herausbebung  des  Wichtigsten  aus  dem  so  unendlich  reichen  Ma- 
tertal bearbeitet  worden  ist,  haben  wir  schon  oben  bemerkt.) 

Dass  dieses  Werk  in  Verbindung  mit  dem  früher  erschieoe- 
nen,  mehr  elementar  gehaltenen  Lehrbuch  der  matbematischi^n 
Physik  zu  einer  immer  grosseren  Verbreitung  dieser  allein  waht-' 
hafl  streng  wissenschafIlicheD  Behandlung  der  genannten  herrlichiefn 
WisseoBchaft  ^1611111^0  mdge,  vrünsdwniwir  sehr,  und  empfeh- 
len beide, Wecke  ttochmale  als  ganz-  vorafiglicbe  Hiilfsmittel  daao 
808  vollkommen«  UebcrEeugiuig«  Wer  freilich  nicht  mit.  schhn 
^^h  gefibtem  .und  gevrecktem  Sinn  ffir  wirkliche  mathematiiiche 
Strenge  nnd  Evidena.an  das  Studium  ^eser  Werke  Irarantrüt,. 
^M  vielleicht  wieder  Heber  za  manchen  anderen,   bei  gewiaeeu 
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Lenteii  lioliebteo»  wisit  weniger  streif  wiaMiMehallltcb  gahalltim 
Lehrbfichern  sarficklcehren )  dergleicbeti  JOnger  halten  wir  «her 
fiSr  keioeti  Verlast  ffir  die  WUsensehaft.  Die  iostere  Aasslat- 
tong  des  Werke  bt  so  elegaot»  wie  sie  piur  gewfioscht  werdeo  kann. 

Das  Zodiacallicbt  Uebersicht  der  seitberigep  For- 
schungen nebst  neuen  Beobachtungen  Aber  diese  Er- 
scheinung in  den  Jahren  1843  bis  18S5.  Von  J«  F.  Jnlios 
Schmidt,  Astronomen  der  Sternwarte  des  Prälaten  E. 
Ritter  von  Unkrechtsberg  su  OlmOtz.  Braanschweig. 
Brubn.  1866,    8.    22  Sgr. 

Die  sehr  vielen  eigenen  genauen  'und  sorgflltigeh  BeobaeJ^* 
fangen  des  Herrn  Verfassers  Ober  das  Nordlicht  maehen  ditse 
Schrift  filr  einen  Jeden,  wer  sich  mit  Untersuchungen  Ober  die 
B^^  noch  in  vielen  Besiehungen  so  dunkele  Phänomen  bescbäfti- 
gen  will,  zu  einer  wichtigen  und  anentbehrlichen  Erscheinang. 
Ausserdem  .aber  ist  dieselbe  auch  in  allgemein  wissenscbalUicber 
Beziehung  interessant,  wegen  der  sehr  genauen  Beschreibung  aller 
einzelnen  bei  dem  Phänomen  vorkommenden  Vorgänge,  und  der 
Zusammenstellung  der  Ergebnisse  aller  früheren  Arbeiten  tob 
einiger  Wichtigkeit,  und  der  vielfachen  historischen  Erorteniogeo, 
wobei  die  Darstellung  ganz  populär  gehalten  ist.  Wir  wünschen 
dem  Herrn  Verfasser  von  Herzen  Ausdauer  und  Kraft,  sich,  wie 
er  verspricht,  auch  fernerhin  der  unausgesetzten  Beobachtung 
dieser  wichtigen  Erscheinung  zu  widmen,  aus  der  jedenfalls  der 
Wissenschaft  ein  namhafter  Gewinn  erwachsen  wird.  Der  Haupt- 
inhalt ist  folgender:  I.  Beschreibung  des  Zodiacallichts;  Ruck- 
blick auf  die  seitherigen  Beobachtungen  desselben,  II.  Eigene 
Beobachtungen  über  das  Zodiacallicht  von  1843  bis  I86äL  III.  Be- 
rechnung der  Beobachtungen.  IV.  Vermuthungen  über  das  Zodit- 
callicht  und  Ober  den  möglichen  Zusammenhang  desselben  mit 
einem  widerstehenden  Mittel  im  Sonnensysteme. 

_  < 

Das  Normalverhältniss  der  chemischen  und  mor- 
phologischen Proportionen,  Von  Adolf  Zeising.  Leip* 
zig.    Weigel.    1856.    8. 

Der  Herr  Verfasser  fiütrt  in  dieser  Bcbrift  einen  grosseo 
Theil  der  in  der  Natur  voriDommeoden  Zahlen VOThäkaisse,  nasett- 
lich  auch  die  in  dem  PlanetensysteiB  kemeheoden  Verbältoisfe, 
auf  das  Verhältniss  des  ans  der  Geomelfie  bekannten  BogeasBi* 
ten  goldenen  Sehnitts  sorflek«  Wir  kOnnenibm  In  dienen  Betndi' 
lungnn  Uer.  nicht  folgen,  nondnm  nrilneen  iedigücb  den  Lefcn 
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üMmm,  «IcIi  ans  d«f  Schrift  Mlbst  cte  DrtMl  rnfJ^iMw»  Hl 
WB  weit  sie  dan  B«tr»clitiiogeB  des  Henra  VerGci^fere  teipiiuitini* 
neo  geneigt  sind  oder  oiebt 


■^mmt^—-^r^f 


Vermischte  Schrfften. 

AnttftH  di  sciente  matematiehe  e  fisittbto»  cdlii'pi- 
latl  de  Bernabs  TertoÜDi,  Professors  di  Caleolo  So« 
bline,  e  Membro  del  Collegio  Filosofico  all  'Uoiverelts 
Romana»  Professore  di.Fisica  Matematica  uel  Co|legio 
Drbano  e  nel  Pontificio  Seminario  Roxpano,  Sooio  or- 
liinarlo  della  PontifiGia  Accademia  de*  Niiovi  Lincei. 
etc.  etf. 

.         ■  •  -  •  •    •  . 

Von  diesem  trefflichen  Joarnal»  durch  dessen  Herausgabe 
Uen  Professor  B.  Tortolini  In  Rom  eich  sehr  grosse  Ver- 
dieoste  vm  die  Forderung  des  Studiums  der  Mathematik  und 
Physik  in  Italien  erwirbt,  sind  ^bereits  sechs  Theile  erschienen, 
ond  Tier  Hefte  des  mit  diesem  Jahre  begoaDenen  atebenten  Ban- 
des liegen  ans  gegenwärtig  vor.  Da-  es  sehr  zo  'in^inscheti  is( 
das8  diese  aasgezeiehilete  Settschrift  ihres  irichtlgeii  Inhalts  wegen 
namentlich  aach  m  Deutschland  allgemeiner  bekannt  werde  und 
einen  mögliehst  grossen  Kreis  voa  Lesers  finde,  s6  wolleo  wir  Im 
Felgeeden  den  Inhalt  der  uns  bis  jetat  torliegeodeü  Hefte  dea 
»ielienten  Theüa  mittheilen,  und  werden  damit  fortfahren,  so  wie 
OBS  die  efaizehien  Hefte  augehea. 

Gennajo  1856.  Sul  discriminante  delle  funzioni  omogenee  a 
doe  iodeterminate  e  sull'  equazioni  ai  quadrati  delle  ditferenze.. 
Nota  di  F.  Brioschi.  p.  5.  —  Sülle  funzioni  omogenee  di  terzo' 
^do  a doe  indetermioate.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.IS.  »  Memoire 
anr  le  mouvement  de  la  terre  antour  de  son  centre  de  gra?it^, 
Par  le  P.  M.  Jullien  S.  J.  p.21. 

Pebbrajo  1856.  Mdmoire  sur  le  mouvement  de  la  terre sutoor 
de  son  centre  de  gravi td.  Pat  le  P.  M.  Jullien  S.  J.  (Contlnqa* 
aooe  e  fine.)  p.  33.  —  Sur  rasseciation  de  plasieera  condeqsa- 
tettT«  entre  enx  pour  manifester  les  hibles  dosss  d'dteetrpcitd.  (Lettra 
deH'.P.VolpicelU,  iM^r.PouiUat.)  p.44  *r*  iUcerchesopra 
U  pianeta  Giove  fatte  coli'  equatortale  |di  |Mera  all'  OsaerKatorip^ 
(kiCQUegtoRomaao durante raano  18S5 dalP. A.  Secch id. Q, d^ß^ 
P*5].  ^  Sopra  Je  forme  omogenee  a.  dos  iadstarmiaate.  SHffU^4t 
F-  Brioschi.  p.  60.  —  Sopra  una  trasformatione  delle  equazioni 
caiitleristiche  per  undiacrimioaatA...  lüotadi  F.  Brioschi.  p.  64.  — 
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RIcerdie  «aiMfrfitlehe  äiiNe  forum  ondgenoe  a-  due  indetemimte. 
Nota  'dt  r.  fititroclri. '  p.  09.  -^  Saite  hmeloDi  iaobariche.  NMi 
di  Faä  di  Bruno,    p.  76. 

Marzo  1856.  Solle  funzioni  iaobariche.  Nota  di  Fai  di 
Bruno.  (Continuazione  e  fine.)  p.  81.  ^-  Sol  teorema  fondanie»- 
tale  deir  Induzione  ElleHroatatica.  Nota  di  A.  Nobile,  p.  89.  — 
Intorno  ad  un  teorema  di  Abel.  Nota  di  Luigi  Cremona.  p. 99. 
—^Sjur.  Leonard  Booacoi  de  Piae,  et  aur  txW'icfWm  de  cet  aotear 
publica  par.  Baldiaaai:  fiooeempagqi.  . Article.de  M.  O.  Tejrqueoi. 
p.  :100. 

Aprile'18S6.  Sur  Läonard  Bonacci  de  Pise,  et  aar  trois 
Berits  de  qet  aüteur  publica  par  Balthasar  Boncompagni.  Articie 
de  M.  u.  Terquem.  (Continuazione  e  fine.)  p.  129.  —  Sulla  dira- 
zione  degli  aeroatati.    Memoria  di  Carlo  Gabu es i.    p.  148. 


I    •« « • 


Mittheiluogen  der   haturförschenden   Geaellachaft 
in  Bern.    Nr.  348—359.    (Vergl.  Llterar.  Ber.  XCIX.  SAt) 

Die>  olliigen  NimaMni  eaAalten  einen  Aufsatz  roo  Herrn 
Th.  ZaeJiekke  Aber  daa-Grundeia  auf  der  Aare,  mehrere 
Aufafttze  von  Herrii  R.  Wolf  aatromMniaehen,  meteerologiacben 
und  phyaikaliachen  Inhalt»,  namentli^^h  in  Nr.  356«  eine  grSasere 
Abhandlung:  Beobaohiungea  der  Sonnenfleoken  in  der 
ersten  Hftlfte  des  Jahres  1865«  und  Nadhträge  zor  Un- 
tersnebung  Ihrer  Periodicität»*  mit  besonderer  Berilck- 
sichtigung  der  Astronomie  pofiulalre  too  Arago.  An- 
serdem  thellt  Herr  Wolf  wieder  mehrere  interessante  Notiien 
zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  in  der 
Schweiz  mit.  So  erzfthlt  er  z.  B.  8. 199.  von  dem  verdieoteo 
Tralies  Folgendes:  ^,Johann  Georg  Tralles»  von  Haroburjr» 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  an  der  alten  Berner  KVk' 
demie»  erhielt  am  18.  Oetober  1800  mit  Genehmigung  des  voll- 
ziehenden Raths  von  der  Gesetzgebung  wegen  seiner  ansgezeicb- 
netcfn  wfssenschafYnchen  Kenntnisse  und  Helvetien  befdits  geleisteter 
Dienste  das  Helvetische  Bfirgerrecht,  und  nahm  es  mIt'Dank  an. 
-^  Im  MMrz  I8Ö3  sandte  Traltes  von  Neuenburff  aus,  wohin  er 
aleb  wfihrehd  ^et  bei'm  ^Sturze  der  Hdvetik  entstandenen  Vhrnbeo 
ZQrtIckgezogen  hatte,  sfeib  Entfä^sungsgesueh  vonf  der  Professor 
dh,  ^  man  glaubte  in  Folge  eines  vortfaeilhaften  Rufes  nscb 
Aiberika.*'  ^  Cfralles  ward  bekanntlich   spSter  Professor  ond 

ttitglted  d^r  Akademie  der  Wissenschaften  In  Berlin.       &) 

II  •   • ..  .  .  •»   .  I 
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Literarischer  Berieht 


cn- 


MecrolofT- 

Jobaiu)  Michael  Joseph  SalomoD, 

c«rrtt|K»iiai^Dam  Mitglied  der  kaift.  Ali»a«mie  der  WiMenicluilttn  ia  Wien, 
Doctor  der  Philoeophie  nnd  wirkliches  Mitglied  des  philosophischen  Üoctoreo- 
CoUcgion^  an  der  Wiener  tJniverjirar,  ordentl.  offen tl.  Professor  der  höhe- 
rtti  Matbemalik  «M  k.  k.  polylechnischm  Itistiltite,  Mitglied  der  k.  1l«  Prü> 
(«sgs-CoflilBiseioii  über  LebremtskHAdidsttn  für  OhM -fUalschuleu,  Gründtr 
and  General-Sckrctäc  der  allgemeinen  wechselseitigen  Capitalien-  nnd  Ben- 

feti-Terslchernngs- Anstalt  in  Wien, 

geboren  1703,    gestorben  1859« 
(Mltg^thelll  ton  tferrii  ProfessAr  Rogner  Id  Griits.) 

Intern  ich  die  feiet  ergrelte,  den  BlSttem  der  Gesebiebt»  das 
Affdtiilfeii  an  einen  Mann  etnzoräihen,  deeaeff  NaMiaii  Tauaende 
M  iüidger  DafAbairiteit,  mit  aufHobtigev  Hocbaobtifniir  und  Ver'- 
^ttfig  »«MMKi, '  deaeren  gtoaae  Verdienste  um  die  Wlasenacbafft 
M  d^fefi  Verbreittlng,  deren  Anwetrdutig  sum  tVoble  der  Men- 
<t^  ^aitatia  übet  die»  Grenzen  dea  Gew^bnileben  reichen»  — 
^  leb  aichtn  wtitAgeti  ab  eine  kritiach^  Beleiiebtnng  und 
ZergRed^rung  der  rastlosen  Tbitigireit  de»  Verbliebenen  geben;  *— 
^t  Mbto'fcb  weder  die  Kraft  In  mir»  boeb  erkenne  leb  meinen 
Standpunkt  Al^^angemea^enT  -^  ea  seien  dieae  Zellen  bloss  kura 
nitmaiengefiiälle  Baif{rtniottienle  und  Resultate  eines  Lebena, 
^  M .  der  tVeebäel  nnd  die  Floebt  der  Erscheinungen  selten 
Arielen  I  tmd  das  In  seinen  Skiaaen  schon  die  Tbetlnabme  dea 
^Mldeteb  geaMiett  haben  mag;  ^  Zeilen,  niedergelegt  als  Dari- 
^nM^pfcr  auf  da#  C^ab  dea  anTergessllcben  Lelnrera,  Fraonded, 
Täteret  -« 
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2  Utemrt9Cker  Bericht  CYI. 

„  J.  M.  J.  Salomon  wurde  (wie  Ich  aatobiographischeD  Noti. 
zen  des  Dahingeschiedenen  entnehme  ond  dib   ich»   so  weit  sie 
reichen«    durch    Icein  er!  ei  Weise  vertauschen   will)    am  22.  Fe- 
bruar 1703   zu  Oberdurrbach,    einem   Ton  WOrzburg  ein  kletoes 
Stflndchen  entfernten  Oertchen.  geboren,   wo  sein  Vater  Gcges- 
Schreiber  (Controlor)  bei  der  dortigen  Vogtei  des  Julins-Hospitab 
war.     Den    ersten  Elementar  -  Unterricht    erhielt  S.   von    seinen 
Vater  selbst,  den  er  schon  als  Knabe  auf  seinen  kleinen  Gesebift»- 
reisen  begleitete,    und   während    derselben   wurde   sein  Sine  Dir 
die  Schönheiten  der  Natur  o^d  seine  Neigung  -zumi  Studiren  mSch> 
tig  angeregt.    Bei  der  im  Jahre  1804  eingetretenen  neuen  Orga- 
nisation des  damaligen   Bisthums  Wfirzburg  Qbersiedelte   er  mit 
seinem  Vater  in  die  Stadt  WCIrzburg,    wo  unter  der  kurzen  Re- 
gierung des  damaligen  Kurfürsten  Maximilian  von  Baiern  Real* 
schulen   und   zwei  Progymnasien   errichtet   wurden.    In  den  Sta- 
dienjahren 1805 — 6  und  1806—7  absolvirte  S.  das  Progymnasiani, 
welches  unter  der  Leitung  des  ausgezeichneten  Lehrers  Rieger 
einen  ehrenvollen  Ruf  erworbep  hatte,   und  kam  dann  im  Jikre 
1807  an  das  akademische  Gymnasium,    an  welchem  er  die  söge* 
nannten  Grammatical-  und  Hunianitäts-Classen  mit   dem  ^tfkk- 
liebsten  Fortgange  absolvirte  und  sich  vorzQglich  in  der  Mathe- 
matik und  in  der  griechischen  Sprache  auszeichnete.    Ini  Jabre 
1812  bezog  er  die  Universität  und  studierte  zunächst  die  beiden 
philosophischen  Jahrgänge,  wo  er  sich  gleich  im  ersten  Semester 
des  ersten  Jahrganges  in  der  Mathematik  so  auszeichnete,  dass 
er  im    zweiten  Semester  statt  des   ordentlichen  Professors,   des 
Herrn  Dr.  Schon,  und  unter  seiner  unmittelbaren  Anleitung,  die 
dffentlicben    Vorlesungen    Ober    die   Elementar- Geometrie   halteo 
durfte   and  seinen  eigenen   Mitschiilera  ein   Priv:atissima]ii   fiber 
Geometrie  gab.    In  Folge  dieser  Auszeicbnong  worde  S»  während 
der  nächsten  Ferien  zum  Lehrer  der  Geometrie  bei  der  polyteeb- 
niseben  Schule  in  Wurzbnrg  ernannt    Im  zweiten  pbilosophlsckee 
Jahrgänge  beschäftigte  er  sich  vorzugsweise  mit  dem  Studium  der 
höheren  Mathematik  und  der  Astronomie,  nnterzoi^  sich  am  Schlüsse 
des  Jahres  1814  den  öffentlichen  strengen  Prüfungen,  und  wurde 
als  der  Erste  seiner  Classe  anerkannt.     In  Folge  dieser  wieder- 
holten Auszeichnungen  wurde  er  zum  dfentlichen  Repetitor  ftr 
die  Gymnasial  <  Classen   des  akademischen  Gymnasiums,  eimannt 
welche  Stelle  er  neben  der  oben  erwähnten  bis  zu  seiner  Abreise 
nach  Wien  bekleidete.  —  Nach  Vollendung  der  pbilosophiscbee 
Studien  wollte  sich  S.  ausschliessend  den  mathematiscil -phjrsiki- 
liscbea  Wissenschaften  widmen,  allein  sein  .wshrhaft  viteriicbff 
Freund»  Herr  Professor  Dr.  SchOn,  machte  ihn  aufmerksaait  ^>m 
im  Grossherzogthum  Wflrzburg  die  Aussicht  auf  eine  einstige  Pro- 
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tbMur  io  irtile  Ferne  gerflckt  sei,  and  daae  er  wegen  aem^  Vet« 
bifidunges  mit  den  angesehensten  und  einflassreichsteo  Familien 
der  damaligen  Residensstadt  auf  der  juridischen  Laofbahn  ein 
laacberee  Emporl^eoHnen  mit  der  grGssteu  Wahrscheinlichkeit  hof7 
ten  kOnne»  nnd  so  gab  er  dem  Drängen  seines  besorgten  Freun- 
des naeb  «nd  widmete  sich  im  Jahre  1814  n.  f.  den  Rechtswis- 
seoschaften,  wo  er  In  den  geistreichen  Vorträgen  eines  Rudhart, 
Schmidtlein,  Kleinschrod  und  Beer  flir  seine  aufgegebene 
Neigung  im  reichen  Maasse  Entschädigung  fand.  Als  jedoch  8. 
im  Jahre  1816  ans  den  Öffentlichen  Blättern  erfuhr,  dass  in  Wien 
«n  grossartiges  polytechnisches  Institut  mit  wahrhaft  kaiserlicher 
Haniiicens  errichtet  werde,  da  erwachte  seine  lang  unterdrflckte 
Liebliegsoeignng  ffir  die  mathematischen  Studien,  und  es  reifte 
in  ihm  der  feste  Entschloss,  seinem  inneren  Drange  zu  folgen. 
So^fCUtig  verschwieg  er  sein  Vorhaben,  aus  Besorgniss,  sein 
Freund  Dr.  Sch5n  konnte  ihn  neuerdings  von  der  Ausföhrung 
abhalten»  nnd  reiste  nach  Vollendung  des  Sommerkurses  anfangs 
September  nach  Wien,  wo  er  sich  bemühte,  die  Mittel  zur  Deckung 
seiner  Snbsistens  zu  fioden,  und  war  so  glücklich,  durch  die  Em- 
pfehlung des  damaligen  Vicedirectors  der  Realschule  als  Hofmei- 
ster der  beiden  Sohne  des  k.  k.  Obersten  und  Militär -Referenten 
beim  k.l(*  Holkriegsrathe,  Herrn  Karl  Ritter  von  Mertens  auf- 
genommen zu  werden,  welche  Stelle  er  Ende  October  1816  mit 
einiger  Bangigkeit  übernahm«  weil  er  das  alte  Sprichwort:  „quem 
Dil  ödere«  magistnim  fecere*'  aus  der  praktischen  Erfahrung  be- 
reits kannte.  Allein,  sehr  bald  erkannte  er,  dass  seine  Besorge 
niss  völlig  unbegründet  sei,  denn  er  verlebte  in  einer  buchst  acht- 
baren Familie  nicht  als  Diener,  sondern  als  wahrer  Freund  des 
Hauses  vier  volle  Jahre  in  den  angenehmsten  Verhältnissen,  und 
wird  die  dankbare  Erinnerung  an  diese  Periode  seines  Lebens 
ewig  in  seinem  Herzen  bewahren.  Im  Studienjahre  1816—17  be- 
rachts  S.  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  die  Vorlesungen  über 
die  höhere  Mathematik  und  Physik,  und  wurde  am  Schlüsse  des 
Scholjahres  von  der  Direction  der  genannten  Anstalt  zum  Assis- 
tsoten  und  Cffentlichen  Repetitor  für  die  höhere  Mathematik  er- 
oaiint  nnd  von  der  k.  k.  n.  ö.  Landesregierung  als  solcher  bestätigt." 

So  weil  reden  Anfseiehnungen  seiner  Handschrift;  ^-  betrafen 
diese  die  Zeit  des  Strebens  und  Ringens  einer  nach  allen  Rich- 
tungen wahrhaft  minnttcben  Kraft,  die  trotz  mannigfaltiger  Hin- 
dernisse mit  dem  ehrenvollsten  Erfolge  zur  Thatsache  bringt,  was 
sie  vsA  laoen  ans-  tbnn  mnss,  so  leitet  uns  die  Betrachtung,  ihres 
ferneren  Wirkens  nnd  Schaffens  in  die  Tage  ihrer  denkwürdigsten 
Thlti|keit,  die  sich  nach  Bmingenschaft  einer  festen  Lebensstel- 
klag,  die  mq^leich  die'Sehdnsten  Wünsche  erfüllte,  auf  d^  GIän- 
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aradtsto^ülMtBft»;  ^  NmIi  vier  JabrM,  4.1.  in  JahnlWl,  irorfe 
S.  in  Folge  ah^alegter  Conoarsprilfng  aof  VoiiMliIag  mmam  Sti- 
diefidlreotkin  tob  är.  Majestftt  Kaiser  Prans  I,  dam  etlnibenea 
Grubder  des  polyttchniscIieD  Institntea  in  Wm  ,  «pai  <k  41..  Pi»- 
feaaor  der  Elementar- Mathematilc  emaniit  Vom  Jahre  18BS  \m 
1831  lelirte  er  gleichzeitig  die  Elementar-Malbematih  m  der  awci- 
ten  Abtheilung  dea  eraten  philoaopbischen.Jahrgaagea  aa^brLL 
Wieaer  Hechadrale,  uad  im  April  1838  warde  er  anm  Profeemr 
der  höheres  Mathematik  am  Ic.  L  polytechniechea  laatiivte  ht- 
fördert  -^  lo  welcher  Art  er  in  dieaer  Steihing  ad&ar  WiaMa- 
achaft  gedient  hat»  Ist  keinem  Faclunanne  fremd,  vaA  veiter 
gedrungee«  als  daa  Gebiet  dea  Kaiaeralaatea  eiadionnt;  fkm  V«^ 
zeichniaa  seinem  im  Drncke  erschienenen  wiaaenachartliehett  ir« 
beiteoTvird  schon  allein  durch  den  ZeitaufvraBd,  de»  sie  vermthet, 
Bewunderung  alMiothigen.    Profeaaor  Saiomon's  Sehriftea  aiail: 

I)    Lehrbuch   der  Arithmetik    und  Atgebla«^in'&  Aotigea; 

1.  Anfl.  1821.  —  ».  Aufl.  1852: 
3)    Lehrbuch  der  Elementar  -  Geometrie  t  in  O  Atiflageii ;  f.  AaL 

U»2.  -*  3.  AufL  1847. 

3)  Metrologische  Tafeln  Aber  Ha^se,  Gewichte  oad  Mb» 
zen  verachiedifiier  Staaten.    1828.' 

4)  Handbuch  der  ebenen  und  sphMaehea  Tfig^ometrie  1a 
3  Auflagen.    I.  Aufl.  1824.  ^  Z.  Aofl.  1886. 

8)  Sammlung  yon  Formeln,  Beispielen  utid^Aulgaheti  ariider 
Arithmetik  und  Algebra  in  4  Avflag<a.  1»  AoA.  18S5.  -- 
4.  Aufl.  1653.  ^ 

6)  Logarithmiocb-tr^oBometrisehe  Tafeln  In  ^entteker  «ad 
fraaz9sischer  Auagabe.    182T. 

7)  L.  Enier*8  voflst&ndlge  Anleitung  cur  Integrafreehnimg 
in  deutscher  Uebersetzung  zu  4  BSndea ;  L  Bd.  1828»  II.  Bd. 
1820,  Hl.  und  IV.  Bd.  1830. 

8)  Sammhmg  geometrischer  Aufgaben  und  Lehrsfitze  aas  de 
Planimetrie.    1832. 

iO  Ueber  Lebensveraicherungs*  Anstalten  fiberhau|yt  etc.  in 
2  Anflagf-n ;  1.  Aufl.  1839.  —  2.  Anfl.  1840. 

10)  Sammlung  von  Formein»  Aulgaben  and  BeispMen  ans  der 
Goniometrie^  slieneo  und  aphfirtoehen  TrigoaemiBtriek  ISti. 

U)  .  Grundrias  der  höheren  Analysis«     1844. 

12)  Die  uateireiohisshen  Staatspapiere  «nd  msbcSoadere  dit 
Staata-Letteriei-Anlehen.    1846. 

13)  Die  Kegelachaitteliaien  oder  Elemente  der  anaiytiacbCi 
GeoBMtrie  der  Ebene.    1861. 

14)  Lehrbuch  der  Elementar* Mathematik  Dir  Oh«r-Realicli< 
len,    I.  BdL  Algebra.   1853.    11.  Bd.  GeemeMa.   1854 
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MiiWiBwiiscinteD»de»Kil«i4Ar  »,AiiaMa'<  vom  Mm 

W«»  et  ms^b^tr  gelltet,  davfHi  «voffenMttbiSciiGbv,  die 

hl9  hei^  tetL  VB,iiäe9i4kfn  \n  all^d   Weltgegfeoden  ««ntrcül  mmd 

fiiiOTltW  TlieHfl  lli  «oMer,  «tigeiiebiiMr  fand  för  «Be  meoichlidiii 

G^s^mMJkdA  'tistMfi-  trvd  8i^^iibiMf^6li<wvSt6llQii||-  tclMii »  iim»  iisn 

darf  ea' mit  Vdfltfr  ^idy^ferMt  H AMit»let^  -  fUn  W^lohaii  AHe»  äfr 

die  TIltaMii  datfkfitVst^r  feMüMrdtig  iä  tun  Gisfei  nehia.  ^^ 

Wen«  dM»4.  k.  polytectidhl«Me  ItiMitutia  Wkn  A«it  eeiaer .Eet: 

vteheng  von  Jahf  ze*  Jafhr  grdftstftea  end'wdlihiidgepeii  Eiafltaii 

•af  die  te^bnlsefi^n*  und  tmlustrMien  'livterwieen  der  Manarolite 

geivann  ttnd'fn  Korsem  zur  lecliMsebea  Lbhranekak  eneieii  iRam 

f^s  Iff  Enropa  fldi  eri^ob  imd  „^o  seiner  Zelt  vcn-aiaeeilte,-  dtuA 

inairiianienHich'in  DentHcblaild  Iranni  nech  Jetil  m  Hegrelfetr  än^ 

fingt»   n-mi  ee  lange  Toi4ier  <'b«iaWeckte : und  «esfAhrte^,    eege* 

bahrte  der   Rnbüm  weht  i^ot^"  Allem  dem  gvoaaaftigen;   eeltenen 

€ehM  aeliiee  Leftefe,  nnd  arniSebaf  dem  gdtamnfteli'LebHiiil>peri 

dlefio  idev  ■TbrtI,  Der  davon  atif^.^nMlHt,  iat  nidbtd^f  g«ring0le^ 

and,    vreaii  daa  k.  k.  -pelyt^dltoiiidie  liifl«itii^,>ni^€  minder  <au«b 

PflaozaMMite-  «nr  AnebMhMng    vilsler    aaegazefohneiter  -Lefarkfüfte 

iinlitfe,  4dle  Unf  Am  aaMrM^eh,"  apat(»r  auf' ErrMnanggelAngts«! 

▼evaebieitaien  iteebnladieii  LebrariataHen  d«a  ie-^-nnd  A'aslaMeä 

diarch  tl^oM^>und'6c||rtft  biirCMiüng  der^tecbniacbanlWiaeMMlokal^ 

ten  gedelMMi  ^iv^fkMA'^;  sa  gekiflbrt  wieder  aleht  •  der  mi»d«va 

Antbeil  -  ]in   dieii^ttf  vahMlieben  Errolge  aalner  wnbIbiHeehheten; 

veftreffllcbe«M<f(bfl^.  ^  Aber  niebl  bUeaa  nie  Oelehrlenv  dW»  die 

Wiaeenachdft  Ihrer  aelbat  willetaf  begt^urtdpiftgt,  «ntfdddureb  bebl 

and  aamliaft'brvreltert,  ntebt  btoaa  ala  tfiehret,  d<i»r  imH  Begeitete^ 

Tong  aar  IfcgeÜferang  tririrtilest  und  der   Art  Saamen   aiiHiatreirl^ 

daas  in  welteh  Umkreiae  und  in  apilea  Jahren  nabb  erquickende 

Saaten  anfafirosaeii  werden,  nahen  «Hr  Ihn  unernfadliefe' wirken,  «^ 

me  neue  Folg^  der  EeÜ  bringt  Ihai  einen  neuen*  WArliAngakHeiai 

de»  eir  laicht  nfindere  Anstrengung  weihet,  hi  dem  er  ntebt  arfa- 

4ar  eom  WeUe  iielner  Mfttrienechen  thftüg  Iat    Daä  aegenarelehe 

IniAltut  der  *LebeneverHldiemng ,  In  England  bereite  aor  BlQte  ge- 

Toift,  begann  nach  odd  nach  auch  in  Ueetatchlmid  Wuriüel  an  faa» 

aea,  and  V9ien  war  tn  den  dreiaaiger  Jahren  emadiah  beacbiift%f, 

^  Monaiiehre  *niit"der  Erriektuftig  einen  saMien  W  beglflekevr. 

Du  Jahr  1839  t^e^B  in  Wien  die  ,,allgameine,  weehaelaeiHge 

KapHaüeii-  vnd  Ren«sii-^Veraicherafl||e-Anatalti^'fai'a  beben  freien^ 

ProhaeorflL  «bemabm  tteben  eeiaem  Labmmte  daaelbat  die  Stelte 

deafien^ral'^dekrel&ni,  'nachdem  er  Mber^  adiefn-die  Sfeitaniifw 

bdr  der' Doreeknimg  der  nOthlgen  Tabellen  ^ieaes-fiiattttttea  M|w 
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bradMei  -*  iwthJgi  <ir  «ttanohep-  bei— <b  KMipf  geUapft  omI 
e»Meb  nit  a«rerkeiibQnff#wertli««ter'  A.alopfev«ng  der 
FortheilbaftesteD  VerbiteiMe»  die  ibm-wid  sebicr  btevtfti  nU- 
micbett  FuaiHe  die  «oigenfMest^  Zvbuiift  g«ib^at«f«  Mbto«  den 
«loi  allgemeiDm  Wohle  voii.ibiD  so  eebaUeb  gewamcbtenShg 
de?on  trag,  dess  däe  Instttot  keiner  AetiengieeellAclftaft  a»* 
beim  fitl ,  eendeni  dam  auf  eeble  PMlantt opia  .baabrte  e^d  fiu  die 
Mitglieder  vertkealbafteetet  Pvinoip  der.  ^Segeoeeitigkeit 
aar  Gfandlage  aeiiiea  Beatebene  bekam.  Dieser.  Aoatidt  lebte  & 
bis  za  eeioen»  Tode  mit  der  Hingebung .  eiiiea  Meaacheofcewdei, 
det  ia  den  Denkeatbaftaea  von  WIttwen  und  Waisen  etats  inr 
neoe  Kraft  für  immer  aeae  Miban  fand.  Es  war  eine  DatOrlichf 
und  niebste  Folge,  dass  ekr  als  eigentÜGber  Orgaaisator  dieiee 
Inatitates  uud  In  Folge  seines  vrisaenscbaftlicben  Rufea,  den  er 
erlangte,  bald  viekeitig  In  äbniicber  Beaiebung  zu  Rathe  gesogei 
wurde»  und  wir  iaden  ihn  dadurch  bei  der  Organisation  mehrer 
neuen  und  Reorganisation  Toa  ilteren  ähnlichen  Hnmanititaanetai» 
ten  Ihitig  mitwirkend;  sein  Scbarrsien»  aeine  ^adiicbe»  eailei- 
aende  SacbkenatnisSr  seine  Wabrbeita-  und  Gere^tigkeitaMc 
errichteten  ihm  dabei  manches  unTergänglicbe  Denkmal.  — 
Ungeachtet  dieaer  ausgebreiteten  JNehenbescbftftigungen,  die 
ihre  Anaiebungsgewalt  durch  ihre  lebite  uaerlSaaliche  B^rOadaiig 
in  der  Wissenschaft  und  ihre  unheacbreiblich  woMthfitigea  Folgea 
ausübten,  Hberllelert  der.  Welt  aeine  Feder  Jahr  um.  Jahr  ein 
anderea  wissenschaftliches  Werk;  nur  wenige  Zeit  eeipea  Lebeoe 
war  ihm  nur  Krbohlong  gt^Onnt«  noch  weniger  benutzte,  er  daiu; 
«-«  eine  im  J,  1847  nnteraommene  Rundreise  durch  .Steiecmprk  und 
Italien,  mit  emem  läageren  Aufenthalte  in  Rohitsch  und  Venedig» 
ao  wie  eine  darauffoigende  grGssern  Reise  nach  Dentachland»  tvap 
fdi  alleio  namhafterer  Art,  nm  seine,  yicilseitig  und  rastlos  enge* 
strengten  Kr&fte  su:  stürken  und  ^u. erfrischen^  und  dienten a 
seiner  Freude,  um,  manchen  nachhaltigen^ Bund  mit  dem  einsnoder 
anderen  Gelehrten  zu  knfipfen,  .wie,  sie  einander  bisher  Uosa  aae 
„ihren  Werken^'  gekannt  hatten«  -—  Erat  im  J*  1848^  und  sear 
darcb  eine  nnliebsaiae  Veranlassung  von  Aussen  jv^h.gedraogee 
f&hlead,  zog  der  bescbeidt;ne  anspruchslose  Mann  sein  30  Jabre 
lang  ▼erschwiegeneai  uabenotztes  Diplom  der  phllosopbisehen  Doe- 
tor«WGrde.an  den  Tag;  •—  in  kurser  Zeit  darnach  wurde  er  seiner 
tieien  Verdienste  um  die  Wissenschaft  wegen  mit  Kachsiebt  aller 
Taxen  zum  wirklichen  Mitglii^de.  dea  Doctoren-Coilegiams.der 
k.  k.  Wiener- Cniveraitftt  ernannt,  -^  die  kaiserliche  Akademie  der 
Wissenschaften  sandte  ihm  ihre  Ernennung  zum  Aorrespondirendea 
Mitgliede  deraelben.zu;  -^  daa  hebe  k.k.  Miiüslerinm  filr  Catte 
jpnd  Dnterridit . ernannte  ihn  cum  Mi^liedn  .dnr.Jbehfn.Prflfiii«i- 


Aer  Leliram«ikMdidalm^  Ar  Ober.RedbohilfiB*  -^ 
80  «krenvoll  Am*  vm  ihm' keiB««iiv?g0  gwcMeii  AnMseicJiiHmr 
^es  ftr  ihn  waivn«  90  «rsprifmlidi . 4i6  Wa|il  ffir.iie  li#«lNiUditigf 
ton  Zir#die  gtiifeaen'Ut»  Ar  SaloviD'p  viraTen  «ie.  geivlM  «Idit 
da«  VoftteHliafteate.  *-  Da«  Ddbermaaaa  vhq  Kraftaarwan4»  «tta 
fiberaiiaaige  Aoatrangofig»  4i6  aaiae;  in  AirMt  aad  Mttba  fovgar 
rtkkten  Jahre  im  Ganaan  au  fibarwiadaii  kattao,.  der  Sebmerx.  über 
dvreb  den  Tod  entriaaeiie  Faalllienglieder,  wiiren  'OmalSad«»  ,die 
«ein  gewaltiger  Geiat  wohl  ooch  Jahre  hindurch  ohne  merklichen 
Eiolloaa  anf  aein  kOrperlichea  Wohlbefinden  iiberwftitigte»  allein 
iD  ihnen  mag  der  Gmnd  an  aachen  nein,  der  hie  jetat  in  Scblom- 
ner  gelegene  Kranlbeitakelai^  endlidi  zum  Anabmehe  hiarfite. 


Der  April  d.  J.  lieas  S.  in  ein  Uowohlaetp  irerrallen«  .4eaaen 
Symptome  alaogleicb  die  groaate  Beoergniaa  erregen  omaften»  -^ 
—  am  2.  Juli  war  es  die  zehnte  Morgeuatunde,  die  seine  Seele 
ia'a  bessere  Jenseits  trug! 


man  noch  einen  Biiek  a«f  seinen  Charakter  ala  Mefiadk 

tis  Patriot»  als  Gatte  luid  Vatär,  so  kann  mah  ilm  nicht  mindir 

eme  seltene  Eraebeinung  nennea,  ifrelcbe  die  innigste  Hochscblaag 

abzwingt  und  die  um  ao  lautei^  au  aolleti  Pflicht  Ist»  je  weniger 

Beispiele  solcher   Art  die  Zeit  aufaaweisen   aiMdgt.     Ctfeigeor 

nStakeity  die  oft  bia  aar  Selbstaafopferung  ging,  echtes  wahren 

Homanttitageffthl,  ehi  atreagei;  nnerachdtteriicher  Gtonechtighefta- 

sinn  nach- allen  Seiten  hin  kennzeicfanetiHi  jede  aeiaer  Uafidlaagem 

die  eine  Bescheidenheit  and  Anspruchslosigkeit  begleiteten»  wte 

mir  wahrer  innerer  Grdsae  eigeD  ist ;  —  seine  Vaterlandiiliebe  und 

Ergebenheit  Mr  das  Kaiaefbaua  bewährte  alcb  in'  den  .Zeiten  der 

Noil  trola  dem  Schtranhea  und  Irren  der  Tage  und .  der  Danita- 

b^gy  nid  grfien  den  flhefzeilgendeten  Beweis,  dasa  ea- Werte 

seines  flerzena  waren»  wenn  er  dem 'Freunde  in  tranlicber  Stande 

erziUte,   wie  aeine  Liebe  ta  Oeaterreicha  BerraeherhaM  tiad 

dessen  Tugenden  ea  adch  vomehmitfh  wat,'die  ihn  nach  Oeater- 

Tcick  flihrte,  ohngeaehtet  ein  neues  AnstsUongs«Decfei  ihn  zum 

Bleiben  bestimmen  wollte.   -^    Seine    tiefe  Religiosität»   die  ihn 

stets  mit  faintger  Ehrfurcht  den  Namen  dea  Urhebers  aller  Dinge 

aensen  lleaa,  war  ein  greller  Gegeaaatz  zn  manchem  n^iatloaen 

Frei^ste;  det*  im  Wahne,  wahre  Wisaenschaft  au  betreiben»  daa 

HMste  md  Heiligste  der  menschlichen  Seel^  den  Qlaabea  m 

6ett  and  UnaterbUcfakeit  sv  erschattem  ancht.  —  Ein  isol^ber .  in 

aller  Hüalcht  grosser  Charakter  konnte  ala  Liehrer  Huch  wieder 

Charakter  bilden,  und  bleibende  münnücbe  Geaiannng  ei»d  0at 

tai^  waren  Bgenachaften,  welche  aeian  Eiawirfcnng  auf  jeden 

betsm»  empfkngllcfea  jngtedliehe  Gemüt  aehier  Luilong  «ur.KMfle 
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dutf  ««rnl^Mt  teftviHdcM,  4ä^  HHtfi  Sk  imdi  ab  Ruiillimvalar  tl» 
ileb^volliilchii'k^st^d»  KfogdkeiiMteif'WM^  sum»;'  '*«*  ar  kitte 
fMli^  geh eurathet,  tmd  -  bifid  •  «tt^bog  »liie  tttbaar  MahenBer  Badtr 
wfneti  bSlMlMeil  ■«ferd;  Htfr  hMbcMMii  -gingm  Miiv  ^tlomt  •-, 
vl«f  Und  W^ltie  tvaiienide  LebmMgefMrrtki  beinfMan-'s^wTod.  -*• 

war  #r  «a^tyrf  ^  »^  Er  rahe  ^anft;'  ia  FrMenl   •  ' 


t. 


Geseliiehte.  der  Aiiilbeiiialik  imd  PhyBik. 

Aimaoacli  «ler  Kala^rllcben  Akadeani«  der  WUseo- 
«Tbaften«    Haebat^r  Jabrgaag.    1850/  Wtanw    8. 

Wir  baben  acbon  fräher  (m.  a.  Literar.  Ber.  Nr.   XCTII.) 
auf  die  Wicbtigkeit  und  den  Intereaaanteo  Inhalt  dieses  regelmSsgig 
airacbdhieadea   Almaaacba   efaMr   der  eisten  •  and   bedeiiteMsteD 
Akademien  der  Wiaaenaebaften»  die«  migeaeblei  iWes  kmaen  Ba* 
alebeae»  aobon  etoe  gross«  Zabi  Mcbal  wiahtiger  und^aiaDnigisl' 
Mtlger  literarisober  AfbdHen  geliefert,  and  dsaia  ichon  anacbc 
der  Mieren  Akademien  fibeHligelt'  bat»  Wngewieseo.    Aaek  idi^scr 
^alii^f^ang  eatbäk  wieder  vldea  4oteitesaiilenBd^Wlebti(^ . '  Aaaier 
d^va^  hOebiC  Interessanten  Berlobt  des  6eilerai<8ekrebdM  4wAka- 
dettie^  ProÜpsaera  Dr.SebrntteTi  iber  die  Wirksamkeit,  dar  Aka- 
demie «der  wieder  lAn  adbr  aatiebendes  Bild  von  deHaagnacb 
grossem  Tbatigfteit  dieser  beMbmlea  gelebHto  Kaipersebaft  fir 
fert»  entkftit  dieser  Jabfgaag  des  Almaaacbs  eineli  sebr  latc^ 
essanten   Vortrag  dfes<  Präsidenten   der  Akademie yHarm  fVei- 
berrtr  V«  Ba«mgartner»  über  ^di«  Maöh4«  der  ArbbU^^.ebra 
-M»  wte  ider  rorbergebeade  Jakrgaag  die^so  aagemeia^aiMiebendt 
Md  lebrreldie^  idi  Areblr  Tlil.  XXV.  9.67.  aritgotbeille  IMt 
dieses' b^rflhmteti€ltole1irteii-Üsst  iideoi  fliaM i'4a  flau  Natat* 
'Wiasevie^eberfleif *«>eiHliMt    Diese^peplilkreo' YeetrSgB  dM  üem 
FVeiherni  v^  Ra iMfgartfa er    erinnern   ttlia'jederaeit  Ubkall  ai 
Ara^o^s  berflbmte  'Arbeilen  dieser  AH  aad. stoben  denäslbea  ia 
Rfleksiebt  auf  wabre  PepillaHtat,  Reiebtliani  iaii  istereasaaten  Tha^ 
saebenaad'diae  PliMa  lebrreteber  >B«merkb»ifea ;  aüer  Ait  Maea- 
Wegs  ae^ib,  «andern  übertfeiaa  dieselben'*  bodb  ^bsenarMeftasig 
«och  in  manbben  Beaiebtmgen ,  indem  ale  aaS'  aanietitlidi  oacl 
mehr  alk  diese  ded  Beweis  ca  lieCärn  sebeineR,  dask'aiektiiit  ai* 
aem  wahrhaft  Ipepülkren  TorlMige  doeh  anck  SchirM  der  B^griA 
md'  wissanaehaMiehs-  Strenge-  sehr  wohl  vereMdgevi  Inrnrnt   Wir 
kefte'deii  aieb^ht  fkyilkalischer  «ad  m.ettadisdNr'iÜhMctt 
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Mbrfiiek  iotereMaDten  VbHn^  Ober  „die  Maebt  der  Arbeit'^ 
den  Leiern  dee  Archive  wieder  io  einetn  der  oSeheifolgeBdev  Befte 
mittheilen  za  kOoDen,  woio  wir,  wenn  wir  aach  nicht  seihet 
voo  der  Vortrefflicbkeit  dieses  Vortrags  so  sehr  flberzeugt.wflren» 
schon  darin  Yeranlassnog  fioden  wflrden,  weil  ons  zu  unserer 
grussten  Frende  für  die  Mittheilung  des  Vortrags  »^fiber 
deo  Zufall  in  den  Naturwissenschaften*'  von  so  vielen 
Seiten  her  der  wärmste  Dank  gesagt  worden  ist,  selbst  von  hoch« 
gestellten  Männern «  die  sich  nicht  Mathematiker  oder  Physiker 
■eonen.  Auch  der:  ».Gold,  Kupfer,  Eisen'*  fibeiichrieliene 
Tortrag  des  Herrn  Akademikers  Zippe  ist  sehr  leseaswerth  ond 
ferdient  den  Lesern  des  Archivs  empfohlen  zu  werden.  Ausser- 
dem enthält  dieser  Jahrgang  des  Almanachs  noch  das  Leben 
Preehtl's  (schon  mitgetheilt  im  Archiv  Tbl.  XXVL  S.  391.) 
ood  biographische  Notizen  über  Paul  Heinrich  Fuss  (S.  119.) 
ond  Gauss  (8.  123.) 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche»  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.    (Tergl.  Literar.  Ber.  Nr.CV.  S.  IL) 

Haggio  1856.  Sulla  direzioni  degli  aerostotl.  Memoria  di 
Carlo 'Gabussi  (Cootinuazione  e  fine).  p.  16L  —  Notizla  sulle 
pin  recenti  scoperte  fatte  intomo  agii  aneUi  di  Satnmo.  Nota  dci 
P.  A.  Sechi.  p,  194.. 

Giagbo  18S6.  Notizla  sulle  piü  recenti  scoperte  fatte  intoroo 
igli  aoelli'di  Satumo.  Nota  del  P.  A.  Seccbi  (Continuazione  e 
fine)  p.  209.  —  Sopra  una  formola  di  trasformazione  pe  le'serie 
doppiamente  infloite.  Nota  di  F.  Brioschi.  p.  214.  —  Discorso 
de  Sig.  Agostino  Caucby,  in  occasione  de  funerali  de  Sig.  Binet. 
p.220.  —  Sulla  risultante  di  un  nuroero  qualunque  d*equazioni 
algebriche.  Teorema  generale  di  F.  Fa^  di  Bruno,  p.  222.  — 
Intoroo  la  integrazione  delle  funzioni  irrazionali,  Nota  di  F.Ca* 
soratL  p.223.  —*  Ricerche  algebriche  sulle  forme  Bioarie.  Me- 
moria di  F.  Brioschi.  p.  231. 

Lnglio  1856.  Ricerche  algebriche  sulle  foi:me  Binari^*  Me- 
moria di  F.  Brioschi  (Continuazione  e  fine).  p.241.  —  Caicul  des 
«qveesions  gdnMIes,  qni  donnent  la  Taleur  des* divers' 41  toents 
^  r«IUpse:«t  de  rhyperbole.    Par  Georges  Dostor.  p.  34a -^ 
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Gtloiit  Am  .tpttwiniiH  fSj/Mnlm^g  fni  dt#oiimi  la  Ttklw  «ta»  A- 
¥<M  rtliiinnH  d*  U  pactboi«!.    Par  O^orgM.  D#slor.    pi.  968^ 

SitzoDgsberichte  der  Kaiserlicheo  Akademie  dtr 
WiaseDschaften  za  Wieiw    (S.  Literar.  Ber.  Nr«  CIL  S.I5.) 

labvga«g  18B&  Baad  XVIII.  Heft  1.  Sw87.  Prltvek 
Uehit  iKe  Vorsoabeetfmmnig'  der  Lafttentpefaliff'  ans  dem  T«^ 
haue»  de«  Berometere;  -^  S.  HO«  Haidinger:  Ela  opttsdi-ai- 
aendegieelMv  Aabciirauke«6eaioBieter.  ^  S«143k  Kn#elienba««f7 
Uefcet  die  geoiaiiiMHie  Wlfkaag  a weier  eleet»lMltef  StrtauH 

Jahrgaorg  1856.  Band  XVIIL  Heft  2.  8.374.  Zenger: 
Oeber  die  ▲awendimg  ¥on  Moltiplieateren  ala  Meaa-Inalaoinqiie 
eontiniiirlicber  Ströine  in  einer  abgeänderten  Gonatmctioa.  — 
S.  311.  Seidl:  Ableitung  der  Caaainoide  aua  dem  Schnitte  eiaet 
Rotationskdrpera.  —  S.366.  Zantedeachi:  Serie  di  memorie 
riagoardanti  la  atatica  e  la  dinamica  fiaico-chemica  molecolare; 
dei  S'.  Profeaaore  Zantedeachi  e  IK.  logegnere  Lnigi  Bor- 
li netto,  aaaiatente  alla  Cattedra  di  Fiaica  neir  J.  R.  Unnrerstti 
diPadova.  —  S.  360.  A.  v.  Ettingahauaen:  Geber  die  neoenn 
Formeln  flir  daa  an  einfach  brechenden  Medien  reflectirte  and  ge- 
brochene Licht    (Sehr  zn  beachtende  Abhandlung.) 

Jahj^f  a»g  1856.  Band  XDL  Ueft  L  &  L.  firnneiti  Heat 
nihemngaweiae  Auf loanng  der  Kepler'achen  Aufgabe.  -*  S.  196. 
Hliael^»  Yoranabefeehaiuig  der  telaleik  Sooneiilaat«liiMi  oa  18. 
JoU  1860»  —  S.3M.  Grailiek:  BreolMg  und  B#flaaioa  du 
Uehle«  an  ZvailUng^fliahea  optiack-ainaslgar  KryataUe^ 

Jahrgang  1866.  Band  XIX.  Hft2.  S.237.  Zantedeacht: 
Dei  Deaaiacapie.  difetM4iafe  da  alkmni  UqaldL  —  8«  374.  B«Jib: 

Uehrav  Gaelampea  md  GaaSEaa  anm  Gebrancba  hi   chamiarhga 
Laberalorien. 

lahrgan;^  18SB.  BandXX.  HefTL  8. 167.  Flattowairi? 
Beaftnimiug  der  Axen  bef  den  Ellfpaan.  —  S.  225«  Hflier: 
Oebcr  dfeffenigen  Kngeh;  welche  dfe  Kanten  ehea  beliebigen  Te* 
fraediera  berfihrefn.  —  Lfttrowi  üeber  RcMe  Fiden  im  dbaUes 
FbMe  bet  Meridian  -  Inatmmentinf. 


Nova  Acta  Regiae  Societatia  acientiarnm  Dpaalleo- 
aia.    Serief  fertlae  Toi.  1.    ITpaallae.  1866.  4L 


Im  dittiemt  oMaatM:  Bande  4«r  Sclriften  diat  KdaAgtUehaa 
Sedttit  de«  WhManaclialteo  a«  Opaala^  nü  Midi« 
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1km  beNftoito  ff#Mrtei  KBiperachAft  «tae  Moe  lUh^^e»  kost- 
bares  SammloDg  ihrer  Sehriften  begioBtf  befinden  «ch  die  folgenr 
deo  trefflichen  und  VFichtigen  mathematischen  nnct  physikaliadien 
Abhandlungen»  auf  die  wir  unsere  Leser  gann  besonders  anfinerk- 
sam  so  machen  nich€  yerfeUeHt 

L    Sur    les   conditions   •A'lintägrabilitd  de  r^quatlon 
diff^rentiei  du  second  ordre 


fsM + äC*>^  +  v(*)«2*  , 


ifJix)  d^signant  une   fonction  entidre  de  x  du  degrö  fi, 
par  A4*  VcsiL  Airaake^g.  pag«  L  Oi«htf  bflMhinaffrefiho  AhandL) 

IIL    De   fanctione  quadam  transcendente.     Anctore 
Clur.  Freder«  litndiniiMt  Lectore  Stre^esensL  pag.  137. 

(IKs  Faoetfon,  mit  welcher  eich  diese  echone  Abhandimig  betchiftigt, 
iit: 


mp^  szl    X  cotaxdx.) 


IV*  Mtf in«fara  •«!  la^  tempeitttiire  d«  Ta  terre»  ä  -dMT^- 
rentes  profondeurs  k  Dpsal»  p^r  Aiidbr«  Sm  AngstrifaB« 
pag.  147. 

(Dleee  wichtige  Abhaadlniig  iet  aehoo  Im  Idterar.  Ber.  Nr.  LX1?L 
8.  MB»  angeseigt  worden.) 

VIL  Sop  rint^gjratioB  des  dqusrtiens  ^fTdrentialLee 
da  second  ordre,  par  AdL.  Verd«  (IwaBberi^».  p.  261. 

(Pie  DiffeiestialgleichDDgeD,  mit  deaen  IntegaatioB  sldk  der  Harr 
VI  ia  dieser  ansgeseichaeten  Abhandinng  Baachifägl,  ehid  natar  4er 
annamalaen  Form 


«•/tfM  hdiabicB  FoMtim  boeidiM»,  «■tball«.) 


'    Im  Verlage  toii  Dunoker  und  Hamblot  in  Berlin  kn 
b6  eben  erschienen  und  in  allen  Bachhandlongen  za  baben : 

T  Jh  e  o  r  I  e 

Determinanten 

ihre  hauptsächlichen  Anwendungen 


▼on 


Dr.  Vranee$o  ArtofclM, 

ordentlichem  Profeeeor  der  angewandten  Mathematik  an  der  Unireritlat 

PaTia. 

Aas  dem  ItelleniselieB  Vbersetxt. 
-   Mlt^einem  Vorwort  von  Professor  Sehellbach. 

gr.  4.    geh.    Preis  1  Thir.  6  8gr. 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit,  welche  die  Theorie  der 
Detertnii^^nten  durch  ihre  Aasbildang  und  vielfache  Anwen- 
dnng  in  fast' allen  Gebieten  der  Mathematik  erlangt  hat,  ist 
ein'  yöuständiges  Lehrbuch  derselben  schon  längst  wünscheas- 
werth'  gewesen.  Die  einzelnen  Abhandlungen  ausgezeichne- 
ter Mathematiker  fiber  diesen,  (gegenständ  sind  ohnedies  ia 
den  verschiedenen  deutschen  ^nd  auswärtigen  Journalen 
zerstreut  und  daher  wird  es  den  Gymnasiallehrern  und  Sta« 
dierenden  kaum  möglich,  sich  den  zum  Selbststudium  nöthi- 
gen  Stoff  zu  verschaffen.  Deshalb  wird  das  vorliegende 
Werk  des  Professors  Brioschi,  welches  die  gesammte  Theo- 
rie der  Determinanten,  so  weit  deren  Entwickelung  bisher 
fortgeschritten  ist,  in  klarer 9  fiusslicher  Form  wohlgeordnet 
darstellt,  eine  wesentliche  Lücke  ausfüllen  und  sich  wegen 
der  vielen  Anwendungen  und  Beispiele,  die  jedem  theoreti- 
schen Satze  folgen ,  ganz  besonders  zum  Lehrbuch  und  zum 
Selbstunterricht  eignen. 
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Literarischer  Bericht 


CVII. 


Wilhelm  Gotthelf  Lohrmann, 

Direetor  der  K5niglicb  SSchsischen  Cameral-Vermeasiing, 

geboren  am  31.  Janoar  1796        i  n      ;i 

gestorben  am  20.  Februar  1840  }    *"  »"»•den. 

(Dem  Archiv  gvligst  mitgetheilt  von  Herrn  Direetor  t.  i.ittrow  in  Wien, 
luek  ihm  von  Herrn  J.  W.  Glier  in  Drenden  |remachten  schrifllichen 
MiuktUongcn.     Herrn  ▼.  Littrow  dafür  unsern  TerbindlichateA  Dank.    O.) 

Lohrmann's  Vater»  der  BOrger  und  Ziegelnieister  Wilhelm 
Gotthelf  Lohrroano,  war  ein  sehr  achtbarer  und  in  eeinem 
Geschäfte  erfahrener  ,Mann,  welcher  für  die  Erziehung  aeinee 
S^hoea  nach  besten  Kräften  wirkte»  um  ihn  einst  au  eioero  tüch* 
tigeo  and  dem  Staate  nützlichen  Manne  heranzubilden;  seine 
Mutter  SophijB»  geb.  Michaelrs,  suchte  schon  früh,  in  ihm 
strenge  Religiosität  und  einen  kindlich  frommen  Sinn  zu.  wecken. 
VoD  VSfL  an  besuchte  Lobrmann  die  damals  in  yorzflglichein 
Rofe  stehende  Garnisonschule;  unter  Leitung  Ihres  wfirdlgen  Re* 
ctors,  des  Cantors  Pfeilschmidt,  genoss  er  rertreff liehen  Un- 
terricht und  erwarb  sich  sehr  bald  die  höchste  Zufriedenheit  seiner 
Lehrer;  geistig  und  körperlich  reich  verliess  er  im  Jahre  1810 
diese  Schule  und  ward  Im  März  dieses  Jahres  in  der  Kreusfcirehe 
eonfirmirt  Von  1811  an  besuchte  L oh r mann  seinen  und  seines 
Vaters  Wfinschen  gemäss  die  Bauschule  zu  Dresden ;  ein  aus- 
terordentliches mathematisches  Talent»  das  sich  schon  fr&ber  in 
dem  Knaberi*  offenbarte,  entwickelte  sich  hier  noch  mehr,  und 
wie  er  in  det  Sfchuie  dn  vörzfiglicber  Schüler  gewesen;  se  zeigte 
M  auehr*bler  seb  aasserordebtlkher  FleisM  und  erwarb  Ihoiianeh 
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hier,  wo  er  bis  1814  mit  regem  Eifer  fllr  seine  Znkoiifl  wiiMe, 
die  1i5cbete  Zufriedenheit  «eines  Lehrers,  des  HofbaameiBten 
Professor  Hölzer,  und  die  besondere  Zuneigung  des  AkadeBli^ 
Directors,  des  berühmten  Professors  Seydelmano. 

Lohrmann's  brave  Leistungen  erregten* bald  AnfmerlcstB- 
Iceit,  und  ihnen  verdankte  er,  dass  er  schon  1815  eine  AiistelliiD| 
als  Landmesser  erhielt  und   ihm  vom  Ministerio  des  Inneni  dir 
Auftrag  ward,  sein  Vaterland  zu  bereisen  und  den  Plan  zu  dner 
Landesvermessung  zu  entwerfen,    wobei  sowohl  sein  Ruf  inuMt 
mehr  wuchs,   als  sich  auch  seine  Gesundheit  durch  GewohooDg 
an  Strapazen   kriftigte.  •--  Das  Jahr   1817  war  filr  Lbhrmsii 
von  besonderer  Wichtigkeit,  denn  am  1.  April  ward  er  als  Coi* 
ducteur  bei  der  Landesvermessunsr  angestellt;  wie  aber  dasGlicfc 
dem  Menschen  nie  ungetrübt  wird,  .«^o  auch  hier;  am  24*  Decea- 
ber  dieses  Jahres  verlor  er  durch  den  Tod  auch  seinen  Tater, 
dem  die  Mutter  schon  früher  vorangegangen  war.    Anstrengeode 
Berufsarbeiten  Hessen  Lobrmann  sehr  wenig  Mussestandeo,  in 
diesen  beschäftigte  er  sieb  mit  dem  Stadhan  der  Astronomie  omI 
namentlich  mit   der  topographischen  Darstellung   der    sichtbareo 
Hondoberflache ;  diese  letztgenannte,  im  höchsten  Grade  mühsame, 
bis  jetzt  unübertroffene  Arbeit  unternahm  er  Im  Jahre  1821  banpt* 
sichlicb  nach  einer  ihm  von  Encke  mitgetheilten  Methode,  ond 
▼ollendete  sämmtlicbe  Zeichnungen  in  einem  Zeiträume  von  ßnf- 
zfhn  Jahren.    Hit  der  Redaction    des  erläuternden   Textes,  u 
dessen  Bearbeitung  Lohrmann  durch  dringende  BernfsgeschSAe 
verhindert  ward,    ist  gegenwärtig   ftir  die   Barth* sehe  Verbgs- 
handlung  in  Leipzig  Herr  Julius  Schmidt  beschäftigt,  und  kam 
man  demnach  das  völlige  Erseheinen  dieses   wichtigen  Werket, 
dessen  Publikation  schon  Lohrmann  begann  und  das  sich  sellwt 
neben  Mädler's  treffKcher  Selenographie  behauptet,  in  nächster 
Zukunft  erwarten.  Zwei  kleine  Schriften:  „Das  Planetensystea 
der  Sonne;  Dresden  in  der  Riftner'schen  Kunsthandl.  18S8* 
und  „Besohreibung  des  mathematischen  Salons;  Dres* 
den  bei  Arnold'^  haben  Lobrmann   ebenfalls  zum  Verfasser. 
Am  8.  MI  18B3  unternahm  er  eine  Reise  durch  Deutsehhind  und 
die  Sebweiu,  tob  welcher  er  am  4.  September  zurückkehrte«    Am 
14«  Februar  1898  ward  Lehrmann  zum  Vermes8ung9*Inspedor 
befllpdeit 

Ani  28.  Januar  J837  sab  Lohrmann  wiedenioi  sein  soait 
•o  uogestürtes  bäuslichea  Leben  durch  den  Ted  seiner  Gatäv 
mit  weldbox  er  sich  im  Jahre  1819  verheiratbel  halte,,  die  ih» 
aefct  Jahre  Isng  liebend  aar  Seile  gestanden  und  eine  soigeKi* 
Mfitter  ihrer  Kinder  gewesfn  war,   deiw  sie  ihm  wihrfnd  eisf 
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ItlflckfldbeB  the  «eehs  ((eschenkt  hatte,  getrübt;  eo  kaH  Ihn  Hft^ 
Mf  Sdiiag  traf,  flbte  er  doch  keine  nachtheiligea  Folgen  auf  eela 
Bemfsleben»  und  ale  Befreie  der  hohen  Zufriedenheit,  die  Ihm 
eelee  Lelatiingen  fortvrihrend  erwarben,,  irard  es  am  IB.  MoVemb 
ber  deeselbea  Jahree  Mm  Ober^lnepector  des  mathematiediee 
Saleae  ernannt  *-«  Im  folgenden  Jahre  fibernahm  er  die  ehren» 
▼eile  Stelle  als  Vorsteher  der  technischen  Bildungsanstalt  ttttd 
▼erbeiratbete  sich  wieder  am  17.  Februar  mit  der  zweiten  iPeeh^ 
ter  des  irerstorbenen  6eneralstabi«^Medicns  Dr.  Raacbig.  Nkdk 
5  Jahren»  welche  er  In  seiner  vielfachen  Berufsthitlgkell  In  allg»- 
nefner  Anerkennung  cnbrathte,  trat  er  auch  Cfenttich  mit  mflnd^ 
liebem  Vertrage  vor  eni  gebildetes  und  ans  den  höheren  Stftnden 
bestehendes  Publikum,  Indem  er  am  9.  Mirz  1833  seine  Vetle* 
sungen  Cber  Astronomie  eröffnete.. 

Ans  seinen  mhigen,  durch  keine  Störung  bis  jetzt  nnterbre« 
ebenen  Amtsleben  rief  ihn  1836  eine  an  ihn  ergangeoe  Aufforde» 
rang  nach  England  zu  reisen,  um  daselbst  die  Torzflgllchsten 
Eisenbahnen  zu  besuchen»  die  ausgeführten  oder  in  AusfObmng 
begriffenen  derartigen  Bauwerke  in  Augenschein  zu  nehmen  und 
£e  Erfahrungen,  die  man  bei  Eisenbahn  bauten  in  England  ge^ 
macht  hat,  so  wie  die  GrundsHtze  kennen  zu  lernen,  die  man  bei 
dergleichen  Unternehmungen  zu  befolgen  sich  veranlasst  findet 
Er  unternahm  diese  Reise  mit  dem  Kaufmann  Wieck  aus  Her* 
thau  bei  Chemnitz  und  erhielt  durch  gute  Empfehlungen  Eintritt 
in  die  Institution  of  the  Civil  Engineers  id  London,  so  wie  auch 
M  dem  berühmten  Mechaniker  Robert  in  Manchester.  Auch 
bei  den  vielftitigen  Versuchen  unserer  Z^eit,  Eisenbahnen  zu  bil- 
den, wussten  die  Vorsteher  solcher  Vereine  die  grfindlicben 
Kenntnisse  und  den  erfindungsreichen  Geist  L  ohrmann 's  gar 
wohl  zu  würdigen,  indem  sie  bei  der  Errichtung  der  Leipzig- 
Dresdener  Eisenbahn  ihn  zu  Rathe  zu  ziehen  nicht  versftumten  und 
ihn  im  Jahre  1838  mit  der  Leitung  der  Anlage  einer  solchen 
Bahn  in  die  Oberlausitz  und  das  Erzgebirge  beehrten.  Im  Jahre 
1836  hatte  er  seine  Arbeit  über  den  Mond  beendigt  und  UtM  null 
eise  Cebersichtskarte  in  kleinerem  Maassstabe  erscheinen,  nach- 
dem Midier  ihn  mit  der  Herausgabe  einer  vollständigen  Topo- 
graphie unseres  Satelliten  völlig  überholt  hatte. 

Naehden  er  schon  längere  Zeit  echätzbare  Beiträge  zu  deA 
MlttheHniffgeit  des  statlstlseben  Vereins  geliefert  hafte.  Übernahm 
er  nach  des  eerdletiten  Direetors  und  Katnm^rräthfli  vofi  8  eh  lie- 
ben Tede  die  Heransgabe  der  beiden  lotsten  LIefemngen  ^wähn* 
l»n  Welkes.  Am  17.  Jannar  1840  t^wd  ihm  ein  netter  BeweM 
des  voHstM  SstraneM  und  der  grMsten  ZofKedetiheH  M\tllit  B€f- 
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hJUfdtü  la.  Tbeil,  lodern  man  ihn  ^um  Director  der  Cameml-Vor* 
i^^sung  ernannte.    Nach  dem  Rathschlueve  des  Bimnieb  -eoUte 
dies  der  letzte  und  bOcbste  Punkt  seiner  irdischen  Lauibahn  seis; 
ireoigTage  nach   dem  Antritt  seines  44sten   Lebensjahres  ward 
er  'den  11.  Februar  von  dem  damals  in  Dresden  heftig  fiütbeoiiM 
Nevvenfieber  befallen,    und   kaum    1    Monat  nach  Antritt  seiner 
nenen  Stellung  unterlag  er  am  20.  Februar  1840  der  forchtbarea 
Krankheit    Fiinf  Kinder  und  eine  trauernde  Gattin   verloren  ia 
ihm  einen  sorgenden,    liebevollen  Vater  und  treuen  Gatten;   on- 
säblige. Mittellose  und  Arme  ein^n  Helfer  und  Wohlthäter;   fünf 
Kinder  waren  ihm  bereits  vorausgegangen  in.  die  Ewigkeit»  wU 
noch  wenige  Monate  vor  seinem  Tode  betrauerte  er  den  Verhut 
eines^  Sohnes  ;    in   der    Fülle  seiner  Gesundheit   ahnte  er  oichi; 
dass  er  so  bald  wieder  mit  ihm  vereint  sein  wfirde.     Am  23.  Fe- 
bruar,   Nachmittags  3  Uhr,    ward    seine   sterbliche   Hülle    noter 
Begleitung  säromtlicher  Verwandten  und  Freunde  und  einer  gros- 
sen Zahl  seiner  Verehrer,    so  wie  auch  sämmtlicher  Schüler  and 
Lehrer  der  polytechnischen  neuen  Anstalt  auf  dem  Elias kircbkofe 
bei  'Dresden  dem  Staube  zurückgegeben.    Ein  schmuckloser  Stm 
deekt  seine  irdischen  Ueberreste.  —  „Sanft  ruhe  hier  was  sterb- 
lich In 'ihm  war,  der  uns  auf  so  manchem  ernsten  Berufs  wege  ab 
Führer  voranging;   als  ein  Vermächtniss  von  ihm  bleibe  uns  sein 
Berufseifer/*  —  Dies  sind  die  letzten  an  ihn   gerichteten  Worte 
seines  langjährigen  Freundes  und  Amtsgenossen  Professor  Dr.  Lowe. 
—  Körperlich  war  Lo h r mann  ein  grosser,  wohlgebauter  Mann  fod 
frischem'  Aussehen;  sein  freundliches,  bescheidenes  und  oftkipd- 
liebes  Betragen  zog  Jedermann  an.     Dem  Vernehmen   nach  wird 
der  „Topographie  der  Mondoberfläcbe'%  von  welcher  wir  nur  die 
I.  Abtheilung,  beiläufig  ein  Fünfltheil  des  Ganzen,  noch  von  Lohr* 
mann  selbst  erhielten,    sein  wohlgetroffenes  Bildniss  beigegebeo 
werden. 


Johann  Friedrich  Pfaff  in    seinem  Verhältnisse 
za  Gauss  bei  des  letzteren  Aufenthalte  in  Helmstadt. 

In  der  ohnlängst  mir  zu  Händen  gekommenen  Schrift:  „Gaosa 
von  W.  T,  Sariorius''  finden  sich  einige  Erklärnngen,  worin 
der  Verfasser  jener  Schrift  das  Verhältniss  meines  verewigtem 
Vaters  Johann  Friedrich  Pfaff  su  Carl  Friedrich  Gases 
auf  eine  von  meiner  Auflassung  dieses  Verhältnisses»  me  Ich  It 
meiner  Biographie  Job.  Frledr.  Pfaffs  sie  gegeben  habe»  ia 
wesentliebea  Punkten  sehr  abwelebende  Weise  dnwteUl. 
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H«rr  V.  Siirtorlaa  weigert  sieb  nieht,  dfo  hintoriscfaen  Onh- 
•tiode,  worauf  es  dabei  ankommt»  yoilat&ndig  als  wabr  amtaer* 
keiwen.    Br  rftamt  ein 

1)  das«  Gaussy  nachdem  er  seine  Dniveraitfttsstndien  ia 
Guttingeo  beendigt  batte«  nach  HelmstUdt  ging,  um  dort  einen 
AafeDthalt  zu  machen; 

2)  dasa  Gauss  während  dieses  Aufentbalts  in  UelmatSdt  ia 
Pfaffs  Hause  gewohnt  hat; 

3)  dass  Gans 8  von  der  Facnltit  in  Helmstftdt  seine  Proaietioa 
aatbgesocbt  und  erhalten  hat; 

4)  dass  Gao88*s  Inaogural  •  Dissertation  in  Uelmstädt  ge* 
dmcfct  Ist 

Während  aber  S.  diese  thatsächlich  feststehenden  Pnnlcte 
einräumt,  sucht  er  das  geistige,  literarische  Verh&ltniss,  wie  es 
diesen  Sehritten,  welche  Gauss  in  seiner  Lebensstellung  damals 
that,  entsprechend  wäre,  zu  leugnen  oder  doch  dieses 'Terhilt- 
Dws  auf  eine  dasselbe  herabsetzende  Weise  darzustellen. 

Herr  ▼.  Sartortus  strinbt  sich  baoptsächüeh  dagegen,  das 
VerhSItoiss  Pfaf fs  zu  Gaass  ab  das  eines  Lehrers  ad  s^ehn 
Schuler  ansuerkennen s  er  berofiht  sieb,  dasselbe»  als  ob  er'IÄ 
Gaass's  Namen  zu  sprechen  habe,  von  diesen  abauwfiisettl 
Wesentlich  4st  jedoch  hierbei,  dass  S.  Insofern  keine  Oppositiba 
macht  gegen  meine  Anflaasung  und  DarsteUung  des  erwibuten 
Verhältnisses,,  als  er  nicht  einen  andern  ausgezeichneten  M^the* 
matiker  ans  jener  Zeit  als  eigentlichen  und  hauptsächiicbea  Lehr 
rer  des  verstorbenen  Gauss  substitoirt,  sondern  das,  wofaufas 
ankommt»  vollständig  zugiebt. 

Als  Beweis  seiner  dessen  ohngeachtet  abweichenden  Ansicht 
Bucht  Herr  v.  Sartorius  besonders  hervorzuheben  die  Originali* 
tat  der  Entdeckungen  und  neuen  Untersuchungen,  mit  welchen 
Gauss  die  Wissenschaft  fortwährend  erweitert  habe:  ond  dass 
Gauss  damals  schon,  als  e^  nach  Helmstädt  kam,  elgenflifltai- 
liche  Forsebangen  unternommen  habe.  Daraus  aber,  dass  Gauss 
nach  Beendigung  seiner  academisehen  Studien  in  Gdttingen,  nach- 
dem er  eine  Zeit  lang  in  Braunachweig  wieder  -sich  aufgebattett 
hatte,  diesen  seinen  Wohnort  verliess  und  nochmals  eine  Univet* 
sität  zu  besuchen  (fir  gut  fand,  daraus  wird  es  doch<  glaubitcb» 
daiff 'Gauss  damals  ein  BedMniss  in  sich  spirte,  noeh'mit  einem 
hervorraigeDden »  genialen  Mathematiker  sich  in  Verkehr  au'  setseat 
and  dasa  er  daan  anstatt  68ttingen  Heimatidt  wählte,  dies  be'«> 
wrfst  doch;  wohl,  dasser  z»  Pfaffs  Peradnlidikeit  und  zu  des- 
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mM.  BekMidlwig  d«r  WiMenschaft  »in  eofBohleidiM  ZdbueD 
bagta  WSre  die«  nidit  der  FaU  gwrMeii,  «o  wflrde  6a«fti 
wobi  in  Braunschweig  6;eb!ieben  oder  nodmiala  aacb  CUltfiagei 
oder  Dach  Halle  oder  aof  eine  andere  DniversitSt  sich  beg^eo 
baben.  PFaff  war  damals»  nachdem  sein  „Versuch  einer  neven 
Suromationsmethode"  im  Jahre  1788  erschienen  «rar,  Terfasscr 
der  im  Jahre  1797  bekannt  gemachten  Disquisitiones  Analyti- 
eiie,  und  das«  Gaus^s  einige  Jahre  darauf  au  Pfaff  nach  HelmiÄidt 
ging  und  in  dessen  Hause  wohnte»  macht  es  gfaubKeh  und  «^ 
Uirttck»  daaa  er  Pfaff  In  lltefariaeher  Hinsicht  als  sein  Muster 
und  Vorbild  gern  betrachten  wollte  und  dass  er  kein  Bedenkt! 
Irng,  durch  die  Tbat  dies  auch  ansuerkennen  und  su  gestehe». 

Wenn  aber  Herr  t.  Sartor  ins  S.  18.  seiner  Schrift  so  weit 
feht«  in  Hinsicht  der  Zeit«  wo  Gauss  im.  Jahre  1799  in  HcIib- 
städt  in  Pfa^ff's  Hause  wohnte,  zu  behaupten:    »Dan»  pflegtea 

sie  —  -^ sich  über  mathematische  Gegenst&nde   amifQlirlieb 

SU  unterhalten ;  bei  solchem  gegenseitigen  Gedankenanstaaeeh 
glaubt  jedoch  Gauss  roebr  gegeben  als  empfangen  xa  haJ^en", 
so  rouss  bei  einer  näheren  Betrachtung  der  thatsächlichen  Co« 
slindor  welche  ber  der  C^taitung  des  äussereo,  sowie  des  gei- 
ffügiaa  Verbftitnisses  beider  Gelehrte«  obgewaltet  habea»  Jeden 
Klnbefangenen  es  einleuchtend  #erden,  dass  die  gedachte  Andes- 
tjvag  den  Herrn*  ▼.  S.  jedenfalls  eine  fibelweHendn  Oebertreib«a| 
enthKit  und  nur  ans  einer  ron  ihm  anticbtig  niifgefanslen  Aeussi- 
mag  des  verstorbenen  Gauss  erkiftriicb  fdrd« 

Wir  aber  miseretsetts  finden  uns  nicht  ohne  grosses  ued 
sdim^rtliches  Bedauern  genutbigt,  als  unsere  Ceberseugung  es  in 
kabaopten,  dass  diese  erwfthote  Aeusserung  des  Herrn  v.  Ser- 
forius  auf  eine  unwQrdige  Weise  den  Wertb  Pfaffs  als  Mathe- 
niatikcir  Oberhaupt  und  insbesondere  in  seinem  Verbiitniss  n 
Gau  SU  herabzusetzen  sucht. 

Wenn  auch  sugegeben  werden  musst  dass  Gnttsn's  matkO' 
matisebe  Entdeckungen  origivelt  und  ein  Prodnel  seines  mtiin 
maünclien  Talentes  sind ,  so  Mgt  daraus  keiaesweges»  dass  Pfaff 
nkbl  als  sein  Lehrer  zu  betraohten  sei^  dass  Gansn  nicht  dei 
nmawOtf  Jahre  älteren  Pfsff'n  Nähe  aufgesucht  habe»  am  dtick 
itoteloe  bubem  wissenschaftliche  Anregoog  an  empfangen >  doRk 
i|Hb  Gber  sieb  leelbat,  dber  des  Maasn  seiner  FÜngkeiteni  sslael 
.missens  und  seiner  Leistungen  in's  Klare  zo  kemasen. 

Inwiefern  jedeeb  in  der  Riehtnag  im  Gtauen,  4n  #ekb«r 
iGanss'n  Forschungen  und  Entdeckungen  steh  bewegt  haben»  Ib^ 
benondere  in  der  stiilnebtvelgcnden  OppnsMnn  gegen  manche  res 
ibsa  woM  fdr  vaAdifl  gehaltew  Tendenzen  In  dbm  nUiiaiü<lw 
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Traiben  mtim%f  Zeit  eb  BinfloM  der  damals  emporbMiieiiden  Fran-' 
lüeiacbem  analytiachen  Schule  su  finden  sei,  inwlefero  aber  Pfaff 
in  der  damaligen  ZmI  unter  den  Mathematikern  in  Deutaehland 
jene  FransSnaehe  analytische  Schule  reprüsenttrte  und»  naek 
A.  («•  Kiatner's  doch  im  Ganaen  noch  m^  elementarisehef 
BehandlQog  der  mathematischen  Wissenschaften,  an  seinerzeit 
aU  der  erste  in  Deutschland  mit  der  neuen  Behandlung  matbema- 
tiscber  Dntersucbungen  hervertrat  und  durch  die  Art,  wie  er  mit 
««oen  eigentbumlicben  Untersuchungen  und  mit  seinen  nenta 
Entdecknsgea  auf  eine  /uhmururdige  Weise  unter  den  Deutschen 
als  der  erste  seiner  Zeit  die  neue  Bahn  betrat,  sein  malhemati- 
scbes  Genie  beurkundete»  dies  werden  einsichtsvolle  Mathematik 
ker  der  geschichtlichen  Wahrheit  gemäss  entscheiden  iiaddarfiber 
Zengniss  geben.  Es  werden  un|»arteiiscbe  AJathematiker.  darfibef  • 
mtlieile»»  inwiefern,  den  hier  erl&ntect«^n  historischen  Tbatsaeben. 
gfmlne,  Gauss  nicbt  nur  als  in  Pfaff's^  Schale  sur.  Reife  ige» ^ 
dieben  »  sondern  auob  als  aus  der  damals  in  Dentseblanddunch  Pf  afC 
re^sentirten  analytischen  Schule  beryorgegangeazu  betrachleaisek 

Wano  wir  auch   einräamen,    däss   Ganss's  raathemaltseke 
Entdeckungen  durchaus   originell  und  selbstiindig  sind ,    so  folgt 
decb  daraus  nicht,  das«  er  nicht  einen  Lehrer  gehabt  labe,  dareh 
dessen  Unterricht  er  die  Kentitniss  der  bis  dahin  aofgeftindenen 
niatheniatiacben    Lehrsitse   und  Metheden    erlaitgt   habe,    dareb-' 
(Ussen  Elnw^bknng  er  den  Zustand  dev  Wissenaefasfit«  die  Rieb- 
tong,  in  welcher  die  neuem  Mathematik  Ihre  Fersebiitte  machte, ' 
die  StuCi  ^^f  Botwiekelung,  auf  welcher  die  mathematlselie 
dnetivitit  sich  bewegte,    kennen  au  lernen  ges«M>ht  babei    W 
wk  aoch  angeben,  dass  Ga vss   au»  seinem  eigenen  matfaemati«- 
•ehe»  Genie,  aus  seiner  aus  sieb  selbst  scbaienden  Urspriinglicb» 
kalt  seine  wlssenschalUicheo  Leistaagen  herirorgebracbt  hatie^  s» 
folgt  dock  darana  nicht,  dass  er  niclit  einen  Lehret  geliabt.  bahr» 
von  dem  er  den  Beweis  des  Pythagorimchen  Lehf«alzei»  geicr nt  •. 
hiibe»  dass  et.  nicht  einen  Lehrer  gehabt  Imbe«  von  dem,eiftiie 
Dsdoetion  der  Formel,  dass  Os-f  6)^3=^0* -^Safr-f^^  gelernt babsu  ^ 
Ond  so  folgt  auch  aus  Ganss's  Originalitftt  nicht,  dass  ernieht  - 
siaea  Lehrer  an  finden  gewOnseht  und  gesucht  babe^  durch  dessen 
wioseaachaftlicbep  Cnigang  und  Unter  siebt  er  auf  die  JHohe  gw*  • 
iekrter  Forschungen,  welche  die  Wissenschaft  au  seiner  Zelt  er- 
reicht hatte«  .hingiefiibrt  würde,  durch  dessen  wohlwollend  ein* 
geheadea  Uitbeildbet  ihn  selbst,  dotch  .dessen  Gedanteaatislaaseb  • 
rr  das  Maass  der  Krifte,  welches  die  Matuf  in  seia»,  .das  Selift' 
l««ai«istige  Fäbighniten  gel^  habe,  au  .|NrOfen.'«md  Jkennen  mi. « 
lemea  ia  dei^  $ta#4  gesetat  wOrdei    Und  dasa  fnr  Gaus«»  nathk.: 
dmi#r  K>iatn#f/s;  acadea»isebp  .Verieauagen  ahi.fiaidctoigebafi.j 
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hattff  eiaftolcherLebrer.Pfaff  war  und  FermOge  seioer  geistigen 
Bigentbflmlicbkeit  vor  andern  bq  sein  befthigt  war,  das  M  nnter 
den  Mathematikern  eine  historisch  beglaubigte  bekanote  Tbat- 
,  Kache*  Dass  aber  Herr  t.  Sartorius  diese  Thatsache  lengatl» 
indem  er  absichtlich  die  Punkte*  worauf  es  dabd  ankommt,  anf 
eine  verdrehte  Weise  darstellt,  Ist  unverkennbar  ans  Eitelkeit  md 
Amnaassung  hervorgegangen. 

Ein  Beweis  von  Pfaffs  grossartiger  Humanität  ist  es  jeden- 
falls, dass  er  Gauss,  nachdem  dieser,  obschon  er  Braanscbirei- 
gischer  Landes -Eingeborener  war,  im  J.  1798  in  Gottingen,  abn 
auf  einer  fremden  Dniversität,  seine  academi^cfaen  Stadien  been- 
digt hatte,  auf  eine  wohlwollende  Weise  bei  sich  und  In  seinen 
Hanse  aufnahm,  dass  er  ihm  dazu  behfilflich  war,  als  absens  («ru 
eigentlich  gegen  die  strenge  academische  Observanz  war)  im  dv 
aof  folgenden  Jahr  1799  seine  Promotion  gifickllcb  durchxoffifaren. 
Es  ist  wohl  zu  vermuthen,  dass  Kästner  oder  auch  andere €ot- 
tfaigische  Gelehrte  sich  nicht  bereit  geselgt  haben  würden,  so  ihnen 
als  den  Lehrern  ein  Verhältniss  anannehmen,  bei  welchem  der 
Schaler  glauben  würde  mehr  zu  geben  als  zu  empfangen ,  dann 
sie  einen  Schüler,  welcher  solches  Verhältniss  würde  geltend  so 
luaeben  suchen,  wohl  nicht  neben  sich  geduldet  haben  würden« 
Wie  hätte  auch  filr  den  Lehrer  ein  Verhältniss  befriedigend  sein 
kiMen,  wenn  dieser  hätte  denken  kOnnen,  dass  der  Schüler,  seias 
Vaterstadt  und  seinen  bisherigen  Wohnort  verlassend,  auch  die 
von  ihm  bisher  freqoentirte  Dniversität  umgehend,  den  neuen 
Lehrer  aufsucht,  in  dem  Bewusstsein,  einer  höheren  Wissenschaft- 
rieben  Anregung  zu  bedürfen  sich  ihm  zuwendet,  dann  aber  doch 
glaubt,  in  diesem  Verhältniss  zu  dem  Lehrer  mehr  gegeben  ab 
empfangen  zu  haben  und  in  solcher  Einbildung  sich  befugt  glaebV 
dem  Lehrer  es  abzustreiten,  dass  er  (der  Schüler)  jemals,  seiner 
bedurft,  dass  er  jemals  seine  Lehre  verlangt,  dass  der  Lehrer 
jemals  sein  Lehrer  gewesen  sei. 

Wenn  nun  aber  Sartorius  S.  16.  seiner  Schrift  geradeso 
sagi,  Gauss  sei  nach  Helmstädt  gekommen,  nicht  am  dort  so 
stndieren,  sondern  um  die  dortige  Bibliothek  zu  benutzen,  so 
sieht  dies  (nach  dem,  was  wir  hier  schon  erörtert  haben)  einer 
unwahren  Entschuldigung  doch  gar  zu  ähnlich.  Der  wesentliche 
Punkt  aber,  auf  den  es  dabei  ankommt,  welches  nehmlich  die 
Motive  gewesen  seien,  wodurch  Gauss  bestimmt  wurde,  nicht 
nach  64(ttlngen  oder  nach  Wolfenbfittel  (was  doch,  besonders  in 
Hinsicht  der  dasigen  Bibliothek,  welche  damals,  wie  jetst  weit 
bedeutender,  reiehbsitiger  und  berühmter  war  ate  die  HelmstiUlter 
BiblieChek,  ihm  viel  näher  gelegen  hätte)  oder  nach  Balle,  senden 
fsnade  naeh  HeloMtädt  an  gehen ,  «Beeer  Ponkt  wird  daroh  jeae 
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nawahra  Eotacboldlgung  darebaas  '  nicht  beneltigt.  Wanderbar 
bleibt  ee,  dase  6a«  as  In  Helmatidt  gerade  fai  Pfaffa  Hanae 
irobnen  wotHe,  wenn  er  nacb  Helmatädt  ging  nicbt  um  Pfaffa 
willen,  nicht  um  In  Helmatidt  zu  atudleren,  aondern  um  die 
dortige  (und  zwar  die  Helmatädter  und  nicht  die  Wolfenbfltteler) 
Bibbethek  xv  benntzen. 

Dm  ao  mehr  lat  eine  Ablehnung  eines  erwftbnten  Verbftitniasea 
awiacbea  beiden  Gelehrten  von  Seiten  des  Herrn  Sartortua  tu 
Terwiuidera  und  a»  bedauen^  da  Gau  aar  anderweitig  dieentachie- 
deaate  AnetkeoBung  der  H5be  lu  erkennen  gegeben  hat»  welche 
Pfafra  neue  und  eigentbflmiicbe  Entdeckungen  in  der  höheren 
Analyais  erreicht  haben.  S.  aagt  aelbst:  „Gausa  hat  s war  io 
aehr  aoerkennendjer  Weiae  Pfaffa  mathematiachea  Talent  und 
sein  gründlicbea  Eingehen  in  die  Wiaaenaebaft  verehrt*' ««a*  w* 

Ana  den  mannicbfacben  Aeuaserungen  Theila  Von  '  Seiten 
metnea  yerewigten  Taters»  Theila  tob  Seiten  anderer  ausgezeich- 
aetar  mit  nahe  stehender  Gelehrter»  durch  weiche  in.  meinem  Be- 
waaataeln  das  Verh&hniaa  melnea  Vatera^  zu  Ganaa  ala  daa  dea 
ftlterea  Freundea  und  Lehrers  sich  festgestellt  hat»  will  ich  nur 
Bne  Tbataache  hier  erwähnen»  deren  Ich  mich  aber  mit  völliger 
Sicherheit  und  Zuverlässigkeit  erinnere.  In  den  Tagen»  ala  im 
April  dea  Jahrea  1825  mein  Vater  mit  Tode  abgegangen  war»  kam 
unter  mehreren  Univeraitätslebrern  auch  der  Hochverehrte»  selige 
August  Hermann  Niemeyer  (obschoo  mit  ihm  mein  Vater 
zwar  io  entferntem  geselligen  Verkehr»  nicht  aber  in  nahen» 
freundachaftiiehen  Umgang  geatanden  hatte)  in  daa  Haue,  meiner 
Matter»  um  ihr  einen  Condblenz- Besuch  zu  machen.  Bei  diesem 
Beauehy  erinnere  ich  mich  deutlich  und  beatimmt»  dass  Niemeyer 
die  Worte  apracb:  »»Gauss  war  auch  sein  (d.h.  Pfaffa) Schü- 
ler." InHallCi  in  Nieroeyer*s  Nähe  als  Lehrer  am  Pädagogium 
gekommen»  würde  ala  dessen  Gewährsmann  in  dieaer  Hinaicht  be 
sonders  Mollweide  zu  erwähnen  aein,  weicher  auch  in  jener 
Zeit  (zwischen  den  Jahren  1800  und  1803)  in  Helmstädt  unter 
Pfaff'a  Leitung  dem  Studium  der  Mathematik  sich  gewidmet 
hatte  «od  auf  Pfaffa  Empfehlung  nach  Halle  ao'  daa  Pädagegiam 
berufen  f^otden  ist.  Jedenfalla  hat  Niemeyer  durch  Moli- 
weide 'a  Mittheilungen  eine  Bestätigung  der  gedachten  Notiz 
über  Gavaa  erhalten»  welche  er  in  den  erwähnten  Worten  an 
eikenneo  gab:    »»Gauas  war  auch  sein  (d.i:  Pfaffa)  Schüler." 

Wie  ich  in  der  biographiachen  Einleitung  zu  der  von  mir  her- 
ansgegebenen  Briefsamknlung  melnea  Vaters  angedeutet  habe» 
pflegte  Pfaff  seit  den  frühesten  Zeiten  seiner  academiacben  Wirk- 
aamltaitt  vrie  in  Halle  ao  auch  achon  in  Uelmatädt  auaaer  den  ei- 

geatlicben  Dniverattäta-Vorleauagen  noch  beaondera  privatiaaima 
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211  lesen  und  zwar  diesen  nor  fir  Eineo  oder  hdcheteos  Cur  s«et 
der  Halhema^  Vor^ugswei^  eieb '^l^idtDeode  SCadierendeb  DaM 
häufig  «ucb  aus  entt'eruteu  Ländern,  insbesondere  aus  Rimland, 
so  wie  aus  allen  Theilen  PeuUebl{inds,  jüngere  fltatbematiker  zu 
Pfaff,  wie  früher  liach  Helmstädt  so  ancn  nach  Halle  kamen,  um 
in  solchen  privatissimis,  d.  h.  Torlesungen  im  engsten  Kreise,  dmvb 
ihn  zum  eigenen  Studium  der  Mathematik  ai^eleitet  su  werden, 
dies  ist  in  meiner  Biographie  schon  erwähnt  worden.  Mehrere 
sehr  ausgezeichnete  Gelenrte,  welche  als  tüchtige  Mathemaäker, 
aU  Lehrer  an  Universitäten  und  Gymnasien  nachmals  sich  geltend 
(gemacht  haben,  konnten  wir  hier  nahmhaft  machen,  fffr  welche 
Pfaff  eine  solehe  Vortesung  gehalten  hat,  und  welche  mit  den 
lebhaftesten  Wohlgefallen  der  heilsamen  Anregimg  sickeanoera, 
welche  durch  ein  Verhältniss,  an  das  der  nähere  personliche 
Umgang  mit  Pf  äff  siüh  leicht  an^chloss,  Ihnen  erwachsen  ist. 

Dasfl  mein  verewigter  Vater  ein  solches  collegiom  priratis«- 
mum  Ober  hSbere  Matiiematik  in  HelmctSdt  filr  Gauss  geJesen 
hat,  ist  mir  aus  den  E)rzählungen  meines  Vaters  sowlsi  aus  gele- 
gentlichen Mittheilungen  anderer  mir  befreundeter  Gelehrter  alt 
feststehende  Thatsacbe  im  Gedächtniss'  geblieben.  Ich  kann  es 
nicht  für  glaublich  halten,  dass  Gauss  gegen  Sartorlas  eine 
hiervon  abweicheBde,.  diesen  Umslaad  leogneade  Mittheiluag  je* 
mals  gemacht. haben  sollte. 

Heldrongen  in  Thürkigep  den  2.  November  1856. 

*  Dr.  Carl  Pfaff.  . 

Nachschrift  des  Herausgebers. 
In  meiner  im  Literarisehen  Ber.  Nr.  CIV.  S.l.  abgd'mclctto  Jis^ 
seige  der  Schrift: de»  Berrn  v.  SartoriMs  aber  Genes  habe  Idi  geeact, 
ilaM  die««  hieto rieche  Skizse  de«  groteen  Verbiichenca  dnrch  die 
Hingebung  und  Wärme  de«  GefüiiU,  mit  welcher  sie  geschrieben,  iedei 
fähletide  Herz  ergreifen  mässe,  nnd  hohe  dieselbe,  mit  Susdräcklieher 
HlndeataDg  daraoi»  dass  durin  nur  ein  allgemeines  Bild  de«  mveffgeesli* 
eben  Mannes  entworfen,  nicht  seine  wissenschafilicheh  fintdecknngen  ge- 
schildert werden  sollten,  den  Lesern  des  Archivs  aus  Uebersen|ping  tor 
Beachtnng'  empfohlen.  Die  das  Verhältniss  von  J.  F.  Pfaff  sn  Giest 
hei  des  letiteren  Aafenthalte  in  Helmstädt  betreffende  Stelle  hat  micb, 
als. ich  die  Schrift  las,  freilich  aveh  sehr  nnangenebm  hcHrnhrt, 
und  zwar  naturlich  um  so  mehr,  well  die  Leser  des  Archivs  ans  den  Mherea 
Bänden  dli^ser  Zeitschrift  sich  gewiss  noch  erfiknem  werden,  wie-  sehr 
von  mir  sellist  J.  F«  Pfaff  «erchrt  wird,  und.  wie  viel  Ich  deneiibsn 
als  Sphüler  verdanke.  Ich  betraditete  i^ber  jene  Stelle  damals  eben  «li 
ans  dem  ungemein  warmen  Gefühl  für  Gauss  nnd  4em  noch 
ganz  frischen  und  lebhaften  Eindrucke  von  den!  grossen 
Vertrete»  den  durch  seinen  Ted  die  W.isse'neehafi  drlättea« 
udter  welchem  die  Schrift  geschrieben,  hervergesangen ,  nn4  bielt  es 
daher  anch^  um  den  wohlthnenden  Eindruclc,  den  die.  Schrift  im  Gansefl 
auf  mich  gemacht,  in  mir  selbst  nicht'  zu  rerwiechen  und  zn  Mben, 
für  dae  Beste,  üier  jene  Stelle  ganz  zn  sehweigaai  und  zvar  a«  so 
mehr,  weil  nmn,,  wenn  ich  micli  über  dieselbe  geäussert  hätte,  mii;  fe- 
wits  entgegnet  lieben  wurde,,  dass  ich  mit  dem  erwähnten  Verhutnisse 
befdrr  Häaner  nicht  näher  belcannf  sein  kdanCi  was  1<»  ändk  zuairgebco 
gpzwengea  gewesen  sein  würde.  Um  so  Heber  ist  es  mir  aber  jetzt, 
diMs  der  ven  den  beiden  Sehnen  dee  seeligen  Pfaff  noch  lebeode  wür- 
dige 5§ohn  desselben,  Herr  Dr.  Carl  Pfaff  in  tteldrnng'en,  über 
jenes  Verhäimfsz  hi  den  obigen,  von  ftair  gern  fn' Ak  ArtÄilv  tial^gmu 
meoen  SeHen  nahen  Aalklirang  gegebta  haln  ^Ö» 
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'   De  Claude/ Anfangsgirfiiide  der  Physik;    gr.  6^.  geh. 
eben.     1  ThIr.  12  Ngr, 

"  >iyilge«ieine  Sticydo|^dfe  der>  Aiyslkl    Bearbeitet  roo 
Brix,  G.Decber,  ▼.  Feitltsicb'ete.  H^ategeg.  v.G.Ki 
2.  Lfr.    Lex.  80.  geh.    Leifi^.    2%,JUf.;, 

.  '>'   ilFendäclite  ÜelnrlileB«   ' 

>'  Ma'theiliatisehe  AAibandhingen'der  k.  Akademie  der  Wi 

schallen  su  Berlin.    Aus  d.  J.  1855.  gr.  8^.  geh.  Beriio.  ^A 

it'Blriietifi  delä  dasse  physico-niath^mätique  de  racademie 

dee^  MeiKees  dei  St.  Pdtersbourg.    Tome  XV.    Nr.  1  e«2.  |^ 

Petersburg  und  Leipsig.    Des  vollständigen  Bandes  Preis  3l 
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Geschiebte  der  Mathematik  und  Physik. 

Opascoli  di  Leonard/o  PIsano,  pnblicati  da  Bai- 
^arre  Bon  comp  aynl  secoodo  la  lezione  di  nti 
ice  della  Bibliotheca  Ambrosiana  dl  MÜano.  Se- 
|)aEdizione.    Firenze.   Tipograf'ia  Galileiana.  1860.    8. 

Vir  haben  scImmi  io  vien^iedenen»  in  den  LiteraiiMbti^  fif- 
liii  gelieferten  A tizeigen  mi#ere  wärmste  Anerkennung  der  gr«f  r 
Verdienste,  «reiche  Herr  Baldaeaarre  Bonoonpagnl  \% 
k  ftich  dorch  seine  Arbeiten  anf  dew  im  Ganzen  noch  so  w^nig 
iboteo  Gebiete  der  Gieiichicbte  der  Mathematik  er%irifbtr  avw* 
■rocken.  Diesen  grossen  Verdiensten  fügt  er  dorch  die  vpf* 
Mde  Sekrift»  deren  erste  Anflaf^e  ans  nicht  bekannt  geii^or490 
«in  neues  hinsu,  indem  er  inderseihen  zwei  für  die  G^cbichte 
Hatlienatik  sehr  wichtige  Schriften  des  Leonardo  v^n  Pi^a 
fefitlicht.  Die  erste  dieser  Schriften  int  überschrieb^ ; 
Ipit  flos  Ijeonardl  bis^olli  {tinaiil  super  aolatlolii%«e 
Madam  qaeeUoBam  ad  änmertim  rt  ad  (geomeiHjua 

sd  ntrnmqae  pertlaeattum»  und  enthält  felgeBdo 
Ktbtbeilangent  Ezplieit  prologus  incipit  tractatneeins* 
B« -^  De  trihns  hominibus  petiuniam  eenimuneai  ha^ 
itibo«.  —  De  quinque  ntimeris  reperiendis  ep  pro« 
tiooibos  datis.  —  De  quatuor  hominibus  et  bursa  ab 

fcperta  questio  notabilis.  —  D^  eadem  re.  —  De 
^toor  hominibus  bizantios  habentibus.  —  De  quatuor 
■Binibas  qui  invenerupt  bizaptios.  —  Questio  simi- 
*oprascripte  de  tribus  hominibus.  —  Epistola  su- 
Mtripti  Leonard!  ad  Magistram  Theodornm,    phylo- 

rW.XXVIl.Hfr.  4.  4 
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•  «iphum  doniini  Iniperatoris.  —  De  auibus  emendis 
secundoni  proportionem  datani.  —  De  eodem.  -—  Iten 
de  auibus.  —  De  conipositione  pertagonj  eqailateri  in 
triangulnin  equicruruin  datoni.  —  Methodua  alioa  sol- 
iiendi  similes  questiones.  —  Inventio  unde  procedat 
inuentio  siiprasGripta. 

Die  zweite  Schrift  ist  fiberschrieben :  Inelplt  über  qaadni- 
tomin  eomposItuB  K  leonardo  ptaan«.  Annt.  H.CC.2KXV. 

und  enthält  folgende  Unterabtheiliingen :  Hec  questio  predicta 
in  prologo  libri  huius.  —  Questio  mihi  proposita  a 
magistro  Theodoro  doroini  iiuperatoris  phylosopbo.  ^ 

Ganz  besonders  machen  wir  auch  noch  auf  die  Vorrede  n 
dieser  buchst  ▼erdieiistlichen  Schrift  des  Herrn  Baldassarre 
Boncompagni  aufmerksam,  die,  mit  der  grossteo  tielehrsam- 
iceit  gesehrieben,  eine  ungemein  grosse  Anzahl  der  wichtigstm 
und  interessantesten  literarischen  und  historischen  Notizen  entbllt 
Wir  bedauern  immer  lebhaft,  dass  die  Natur  unserer  literarischea 
Berichte  uns  gebietet,  auch  bei  so  wichtigen  und  iot^ressantSB 
Schriften,  wie  die  vorliegende,  uns  mit  blossen  InbaltsanseigeD 
begnügen  und  nicht  näher  auf  deren  Gegenstand  eingehen  zu 
können.  Was  die  vorliegende  Schrift  des  Leonardo  von  Piaa 
insbesondere  betrifft»  so  wfirden  wir  eine  deutsche  BehaDdlong 
der  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben,  natOrlieh  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  die  gleich  nachher  angezeigte 
Schrift  des  Herrn  Angelo  Genocchl,  im  Geiste  und  für 
die  Zwecke  der  neueren  Algebra,  auch  zum  Gebrauche  bi  der 
Schule,  für  verdienstlich  halten,  und  %vürden  au  einer  soleben  in 
Archive  zu  veröffentlichenden  Arbeit,  zu  der  uns  selbst  hinrei- 
chende Zeit  und  Müsse  fehlt,  mit  dem  grOssten  Vergnügen  eia 
Exemplar  der  in  Deutschland  wohl  nicht  leicht  zu  habendea,  ee 
sehr  verdienstlichen  Schrift  des  Herrn  Baldassarre  Boacon- 
pagni  verabfolgen,  wenn  uns  ein  desfallsiger  Wunsch  aoüge- 
sprochen  werden  sollte.  Wir  halten  dergleichen  Arbeiten  Ar  Te^ 
dieDstlicber,  als  manche  andere,  in  verschiedenen  Schriften  jeUt 
uns  zu  Gesicht  kommende,  und  mochten  gern  zur  UaternehflioBg 
derselben  aufmuntern.  Das  Archiv  wird  denselben  bereitwillig 
seine  Spalten  Offnen. 

Sopra  tre  scritti  ineditt  di  Leonardo  Pisano  pnb- 
blicati  da  Baldassarre  Boncompagni.  Note  analitiche 
di  Angelo  Genocchi.    Roma.    1855.    8. 

Der  am  Ende  der   vorhergehenden  Anzeige  von  oaa  ansge- 
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sprocbeue  Wunsch  ist  fiir  Italien  allerdings  schon  in  ausgeseich- 
iieter  Weise  durch  die  vorhei^ehende  treffliche  Schrift  des  Herrn 
Angelo  Genocchi  erftlUt  worden ,  welche  als  ein  sehr  schöner 
Commentar  zu  den  von    Herrn   Baldassarre   Boncompagui 
▼eröCentiichten  Schriften  des  Leonardo  von  Pisasa  betrach- 
ten ist    Dies   hindert  aber  nicht,  jenen  Wunsch  in  Beziehung 
auf  Destscblaad  hier  nochmals  zu  wiederholen,   und  zwar  um  so 
mehr,  weil  uns  eben  diese  Schrift  von  Herrn  Angelo  Genocchi 
überzeugt  hat»  wie  gerechtfertigt  dieser  Wunsch  ist  und  n-ie  vie- 
len Nutzen  die  gewünschte  deutsche  Bearbeitung  der  vielfach  in- 
teressanten   und  lehrreichen   Probleme   unserem    Schulunterrichte 
bringen  wdrde ,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  eine  solche 
deutsche  Bearbeitung  durch  die  Schrift  des  Herrn  A«  Genocchi 
sehr  wesentlich  unterstfitzt  und  erleichtert  werden  würde.    Nach- 
dem wir  auf  diese  Weise  die  Tendenz  dieser  Schrift  Jm  Allge- 
meinen  deutlich  genug  bezeichnet  zu  haben  glauben»  erlauben  wir 
uns   noch    in   Kurzem   deren    Inhalt    etwas   genauer    afiaugeben: 
I.  Nach  einer  mehr  im  Allgemeinen  gehaltenen  Einleitung  über  die 
Flos  Leonardi  Bigolli  pisani  etc.  werden  die  folgenden  Auf- 
^ben  im  Sinne  der  neueren  Algebra  behandelt:    P.    De  tribus 
bominibus    pecuniam   communem    habentibus.      2^.    De 
quinque  nnmeris  reperiendis  ex  proportionibus  datis. 
3^.  De    quatuor    bominibus    et    bursa    ab    eis    reperta, 
questio  notabilis.    4^.  De  eadeni  re.    5^.  Super  inventio- 
nem  trium   numerorum.     6^.  De  quatuor   bominibus   b.i- 
lantios  habentibus.    7^.  De  quatuor  bominibus  qui   in- 
venerunt  bizantios.    8®.  Questio  similis  supraScripte  de 
tribua  bominibus.  —  II.   P.  De  avibus  emendis   secun- 
dum   datam    proportionem.    2^.    De   eodem.    3^.   Item  de 
aribus.    4®.   Aves  16  pro  denariis  16.    5®.  Aliam  huius- 
modi  proponam  qnestionem.     6^.  Item   passeres.  —  III. 
Iiikra  die  'qaadratl.     R  Trovar  due  quadrati  la  somma 
de  *quali  sia  un  quadrato.    2®.  Altro  principio  che  serve 
a  sciogliere  lo  stesso  problema.    3".  Demostrazione  del 
priociplo  ora  riferito.     4^.  Altra   soluzione  dell   'equa- 
itoae  a:*-|-3f*=2*,  tolta  dal  decimo  Libro  della  Geom.e- 
tria  d'Euclide.    5®.  Demostrazione  del  principio  esposto 
al  num.   P.     6^.   Data   una   soluzione    dell    'equazion« 
:r*-f^  =  a*y  trovarne  un  'altra.    7^.  Teoremi  sopralamol« 
tiplicita  degli  spezzamenti  d'un  prodotto  in  quadrati. 
8^.  Le   formole    del  numero   precedente  conducono   ad 
altreroaniere  di  scioglier  l'equazioneo;*  f  ^^=2*.    V^,  Data 
una  foluzione   xszg,    ff=d  dell    *equazione  x^+y^^zc, 
do?e  c  e  un  numero  non  quadrato,   trovarne   un  *altra. 
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10.  SoniMa  dilllii  pro|^r^86iöfie  fiattirtole  "de  ^nditieH  qua- 
dlrati.  ^  IV.  Veoriea  det  eDtistnl.  Efi  würde  tq  wdt  nHiren, 
Iiu9  erbätfidör  )tn  setz6o,  was  hier  itnter  „con^^fUf"'  T^sUnden 
Wird^  iFf\t  k5iiAen  kber  den  Lesern  di«  Versii^ffieran^  f^ben,  dass 
tlM«ff  l^eil  d^r  Sdiilft  des  Herrn  A.  Genocchf  tt  d^i  iDter- 
eiMIAitMiieil  g>feli{)rf.-  —  T.  %iie«tf«ii«»  diverse  Intom«  ai 
nnMerl  «uadratt.  Risölvere  l'^i(u»lita  dttplicatä  s!^\x 
ö=3i/*»  it*-^ÄafcA  —  RiaolveriB  Teguiilita  duplieata  pin 
l^eniit'ale  4:*  +  mar ±± y*,  3:^— iwarisi »•.  —  Dlfferenic  nelle 
»«t'ie  dl  natneri  qaadrati.  —  RiSolTere  reqüasione  id- 

determinata  2*  — y*=:  — (y* — 3fl%  —  Render  egaaJi  a  bi- 

mfetl  «quadratt  Je  n  —  1  »onime  x^^äc^^  Xi*+*a*+X3«,...., 
ifl*  +  a:%*+....+d?ji*.  —  Questio  mihi  propogita  a  Magistro 
Theodore  dominl  itnperatoria  philosopho.  —  Äuflusung 
d^r  tilelchiingen  ar  +  y  +  x+ar*=f*,  dP+y+z+Ä*  +  y«=«*, 
*+y  +  *  +  **  +  y* +  *•  =  ©*.  ****  L*6fllnii  che  occorrofio  per 
i<a  «oluxi^ne  della  qaestiOTi  precedenle. 

bie  Leser  werden  aus  dieser  ziemlich  aus^hrlichen  Inhtlts- 
anze\ge  ersehen ,  wie  vieles  Interessante  in  dieser  für  die  Al^ 
bra  und  deren  Geschichte  wichtigen  Schrift  enthalten  ist«  uod  ge- 
wiss unserem  obigen  Wunsche ,  dass  eine  deutsche  Bearbeitoog, 
mit  RScIcsicht  auf  den  Schulgebrauch »  unternommen  werden  mvge, 
beistimmen. 

Ganz  verwandien  Inhalt«  ist  die  Mgeode,  ebenfall»  .sehr  en* 
pfeUuQgsweiAe  Schrift: 

Intorao  ad  alcuni  problemi  trattati  da  Leonardo 
Pisano  nel  suo  über  quadratoram,  braut  di  littere  dal 
Sig.  Angeio  Geuocchi  a  D.  Baldassarre  BoBcompa^fil 
Roma.  1855.    8. 

da  diese  Sebrift  mit  der  vorhergehenden  l6  naher  Veiliindmi^ 
«tehts  ^vieifaeh  <aof  dieselbe  Beiug  tihmiit  u«d  sith  weifer  €b«r 
die  ^espreeheneo  Gegenstftnde  äussert ,  so  mvss  tdet'  nkvch  g&nx 
beH#aders  auf  dieselbe  bingewiesen  werden. 


Arithmetik. 


TlieoTie  <der  Determinanten  und  ihre  hänptsick- 
lieb^teü  Anwe'nd'ungen  von  Dr.  Francesco  Brioschii 
oräenlHcbiem 'Profeisror  der  angewandten  Mathematik 
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im  der  OBlvefftfmt  zo  Pävia.  Ans  dem  Italienischen 
ibefsettt.  Mit  einem  Vorworte  ron  Professor  Schell- 
(»acb.    Bettln.    (Dnncker  und  Hnmblot.)    1856i    4. 

Die  Theorie  d^r  Grussenforroep,    welcbe  ma»  in  rersebiede- 
Den  Gestalten  aotsr  dem  Namen  Deterjuinant^ii  if  die  linalysis 
eiageffibrt.hat»  ist  ein  Isstrument  dfr  analytisdiep  Untevsiichiing, 
dessen  grosse  Wichtigkeit  wir  nicht  besser  und  kürzer  mIs  üerr 
Professor  Schellbach  in  seinem  Vorwort  zu  beseichnen  wflss- 
ten,    dass  dasselbe  nämlich   den  Mathematikern  d^s  Mittel   dar- 
biete, ,, ganze  Reihen  von  Begriffen  und  Gedanken  auf  einmal  in 
ihre  Operationen   einzufiihren.'^     Wegen    der    grossen    Wichtig- 
keit dieser  Theorie  haben  wir  schon  Iäng8t  die  Absicht  gehabt» 
nach  und  nach  eine  Darstellung  derselben  nach  threm   neuesten 
Zustande  in  dem  Archive  zu  liefern,    wozu  uns  schon  eine  ziem- 
lich grosse  Anzahl  von  Vorarbeiten  zu  Gebote  steht.     W^enn  wir 
Dan  hier  unumwunden  erklären,   dass  wir  di^se  Arbeit,  als  j^tat 
nicht  mehr  nothig,  nicht  liefern  werden,  so  sprechen  wir  dadurch 
zugleich  aus,    wie  sehr  wir  Oberzeugt  sind,    dass  durch  die  vor- 
liegende  fanchst  rerdienstlibhe  Uebersetzung  des  trefflichen  Wer- 
kes Brloscbi*8  dem  Bedurfoiss  vollständig  abf^hoJIen  ist,    «ad 
für  wie  zeltgemllss  wir  dieselbe  in  jeder  Beziehung  halten»    Wie 
wir  hOren,  ist  Herr  Oberlehrer  Bertram  in  Bei'lln  der  Berwis- 
ge%er  dfvsir  alfa»  Anfordennigeii  an  eläe  Midie  Asbelt  toUfcon- 
men  entspiteehettden  Cebersvtzvng,  detki  wir  daher  (Ir  dieselbe 
onseren  ndTHcMIgsten  Dank  zollen,  so  wie  auch  natnentlich  Hevm 
Professor  Seh^ellbach,   der  doch  gewiss  mit  die^Veia»laining 
zu  derselben   gegeben  «nd  dadurch  geseigt  hat,   wm  richtig  er 
das  Dedgifnlss,  dem  dvrdi  dles^  Uebersetnng  in  so  aosg«z«icli- 
neter  Welse  entsprochen  wird,  zu  wChrdigen  versttod.    Die  Wich- 
tigkeit der  Schrift,   die  wir  zur  allgemeinste^  und  sorgftMgsten 
Beachtung  dringend  empfehlen,  veranlasst  uns,   ihren  Inhalt,  so 
wie  folgt,  vollständig  anzugeilen.    §.  1.  Definitionen  und  Beveich- 
DDDgen.    9.  2.  Bildungsgesetz  der  Betemilnimten.    $.8.  Allgemeine 
Eigenschaften   der  Determinanten.    §.  4.  Von  der  Anfllisung  der 
lioeären    algebraischen    Gleichungen  ^).     $.  5.  Multiplication    der 


*)  In  der  Vorrede  bemerkt  Herr  Brio«chi  ganz  mit  Recht ,  data  als 
der  er»te  Anfanj^  der  Tbeorie  der  Determinanten  die  von  Crem  er  nud 
Bczoat  gegebenen  Regeln  zur  Anflösang  der  linearen  algebraischen  Olei- 
thangeo  zu  l>elrachten  sind,  und  schenkt  ancli  den  bekannten  Arbeilen  TOn 
Vandermonde,  Laplace  n  s.  w.  die  verdiente  Beachtung«  Da  das 
Klügel'sche  mathematische  Wörterbuch,  In  dessen  Bnpplemen- 
tea   im    Artikel    EliminatiitA  auch   der   HtransgelMr  des   Archivs  einen 
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Determiiiaut«!!  und  der«B  Erbebimg  b«  Poteoseo.  (.  &  Dclenu- 
nanten  mit  reciproken  EUmenten  oder  Determiiiaiiteo  Ton  Deter- 
miiiaoteD.  f.  7.  Voo  Eigen«cbaften  der  Doterdetemiiiianleo.  §.  8. 
VoD  den  flberecblagenen  und  symmetriecben  Deferminanten.  (.9. 
Von  den  Determinanten  der  Wurzeln  der  algebraischen  Gleicbmi- 
gen  und  d^  Determinanten  der  partikulSren  Integrale  der  lineim 
Differentialgleichungen.  {.  10.  Von  den  Funetional-DetenninaBteB. 
{•11.  Heaae'a  Determinante. 

Wir  empreblen  diese  ausgezeichnete  Uebersetzung  des  m^ 
neu  Werlcs  des  trefflichen  Brioschi  nochmals  zur  sorgfUltigfteii 
Beachtung  aus  Tollkomroener  Ueberseugung.  G. 

• 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  ans  der 
besonderen  und  allgemeinen  Arithmetik»  so  wie  a«i 
der  Lehre  von  den  Gleichungen  oder  Algebra.  Von 
Albert  Dilling,  Dr.  pbil.  und  Gymnasiallehrer  zu  Hflbl- 
hausen.  Braunschweig  (C.  A.  Schwetschke  und  Sohn. 
M.  Bruhn.)    1857.    & 

Diese  Aufgabensammlung  unterscheidet  sich  von  den  mei^len 
ihrer  Schwestern  dadurch,  dass  sie  die  gemeine  und  aügemeioe 
Arithmetik  und  die  Algebra  in  gleicher  Weise  berfld[siditigt 
Dieselbe  enthilt  einen  sehr  grossen  Reichthum  von  Aufgab«, 
nameatlicb  auch  in  der  Buchstaiienrecbnung,  gegen  deren  Zweck- 
nissigkeit»  so  weit  sich  aus  einer  blossen  Ansicht»  ohne  da» 
Bach  selbst  längere  Zeit  gebraucht  zu  haben,  fVonaeh  l>ei  eioem 
solchen  Buche  erst  ein  wirklich  gflitiges  UHheil  geftllt  werden 
kann 9  artheiien  Hast»  wir  im  Allgemeinen  durchaus  Bicbtsiaer- 
Imern  wOssten.  Wir  glauben  daher  kei^n  Anstand  nehaias  u 
dOrfen,  das  Buch  als  ein  sweckrofissiges  HOUsmittel  beim  Unter- 

richte  zu  empfehlen. 


figtBlkamliehtB  Bewcit  der  In  Red«  ttehend«!!  Regeln  9egel>eii  kai,  u 
lullen  aleht  eehr  bekasat  eein  durfle,  so  darf  tich  der  imlerseicluitif  Ber- 
•Mgebcr  wohl  erlaabcn,  bei  dieser  Gelegenheit  an  jenen  Toa  ihm  gcfi«^ 
neu  Beweit  <n  erinnern,  und  »war  nm  to  mehr,  weil  dereelb«  in  dea  »«- 
sten  der  TorsngUch«ten  dentschcn  Lehrbucher  der  Algebra  nnd  algebraiidieB 
AnaljaU  Aufnahnie  gefunden  hat,  wie  man  e.  B.  in  den  durch  wahre  ■•*•• 
madeche  Strenge  auegeseichneten,  nnd  bei  dieeer  Gelegenheit  ▼on  Ncm« 
Empfehlung  Terdlenenden  Grundsügen  der  algebraltchen  Analyii* 
▼  on  Dr.  J.  Dlenger,  Professor  der  Mathematik  an  der  pslj- 
tecknischen  Schule  an  Karlsruhe.  Rarlsrnhe.  1851«  ».  S.  IN 
—  5.  nor.  und  dem  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik  voa 
J.  H.  T.  Müller.  Halle  ISW.  S.  S^S-S.  S86.,  so  wie  an  andMenOrtw, 
sehen  kann.  ^* 
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Geometrie. 

De  affectione  carvarum  additameiita  quaedani. 
Auetore  F.  S.  H.  S<;hwarz  (Abbandlaiigen  des  oaturwifi- 
«enechaftlichen  Vereins  fflr  Sachsen  und  Thfiringen 
in  Halle  Vol.  I.).    Berolini.    Bosselmann.   18M.    4P. 

Diese  Empfehlung  zu  sorgfhitiger  Beacbtoogyerdieoende  Schrift 
bescbifdgt  sich  mit  verschiedenen  sehr  allgemeinen,  grOsstentbeils 
D«ueo  Eigenschaften  der  ConTen,  iXsst  sich  aber  hier  nicht  näher 
ansetgen,  indem  wir  ans  mit  der  folgenden  Angabe  der  Ueber- 
schriften  der  einseinen  Paragraphen  begnügen  mfissen :  §.  h  De 
aequatione  cunrae  n^  ordinis  universal!.  (.  2.  De  punctis  multi- 
plicibas  paiica.  $.  3.  De  contactu  secundi  ordinis.  $.  i.  De  con- 
tactu  tertli  ordinis.  {.  5.  De  siugulari  aequationis  n^^  dimensio- 
Dts  transfarmatione.  §,  6.  De  flexns  centrarii  punctis,  quae  curvis 
tfftii  erdinis  insunt.  }.  7.  Altera  Plfickeri  theorematis  demon« 
«tratie.  $.8.  Tbeoremata  de  curvis  tertli  et  cujus  übet  ordiniii 
deroonstratle. 

Die  Leser  werden  hieraus  schon  den  Geist»  in  welchem  diese 
Schrift  Inhalten  ist,  hinreichend  erkennen,  und  Jeder,  wer  sich 
fiir  solche  ganz  allgemeine  Untersachuogen  und  Sfitze  ioteressart, 
vrird  dieselbe  nicht  ohne  Belehrung  aus  der  Hand  legen. 


Astronomie. 

Der  Jahrgang  1867  des  Kalenders  fQr  alle  Stinde,  her- 
ansgegeben  von  Herrn  Director  v.  Littrow  in  Wien,  auf  dessen 
in  mehrfacher  Besiehung  interessanten  und  lehrreichen  Inhalt  wir 
•eboD  Sfters  in  diesen  literarischen  Berichten  (m.  s.  z.  B.  Nr.  XCX. 
S.  6.)  aufmerksam  gemacht  haben,  enthSit  wieder  einen  recht  ver- 
dienstlichen Aufsatz:  „Ueber  die  neuesten  Fortschritte 
der  Astronomie**,  der  gewissermassen  als  eine  Fortsetzung 
der  in  den  früheren  Jahrgängen  gelieferten  Aufsätze:  „Ueber 
die  Fortschritte  der  Astronomie  in  dem  letzten  De* 
eenniam''  betrachtet  werden  kann.  Die  Gegenstände,  mit  denen 
sich  dieser  Aufsatz  in  lehrreicher  Weise  beschäftigt,  sind  die  fol- 
genden: ,,Durchmesser  und  Massen  der  Asteroidep.  — 
Satellit  des  Neptun.  — >  Kometen.  —  Veränderliche 
Sterne.  —  Geschichte  der  beobachtenden  Astronomie. 
(Nach  R  Grant  History  of  physical  Astronomy.)''  — 
Als  Beil^^  enthält  der  AuÜMtz  eine  fiberaas  vollständige  „Ueber- 
licht  des  Sonnensystems''  unter  den  beiden  AbtheilungMI: 


H  LUemriseJUr  ßirtcMi  CVIIL 

,,A8teroiden*'    und    ^«.pllciniQD^    s&nptlicher   Planet 
bahnen",    eine  Ueberaicht,    die  in  solcher  VolUtändigkeit 
in  dem  neaet^ten  Zustande  der  Wiaaenscbafl  so  ToUkomm^n 
sprecheikd^  Wsisa  in  diesem  Augenblicke  schwerlich  au    irg 
einem   anderen  Orte  anautreffen  sein  mochte.     Bloge  daher 
anspruclislose  BQcblein ,  dorch  dessf  n  Herausgabe  sich  aber  je< 
falls  Herr  v.  Littrow  fortwährend  ein  anerkennungswerthes  ^ 
dienst   um   die  Terbreitung   der   Resultate  der   herrlichsten 
Wissenschaften  unter  einem  grosseren  Publikum  enwirbt ,  aacl 
seinetu  neuesten  Jahrgange  die  viohf  verdiente  Beachtung    fhic 


Nautik. 

Guldf^  allo  studio  deU*  Astronomia  nautica'  del  I 
F.  Scbanb,  Professore  di  A.stronpmia  nautica  oelT 
R.  Accademia  di  commerclo  e  nsufcica  e  seil'  i«  R.  il 
cademia  della  marina»  Direttore  dell'  I.  R.  ossarval 
rio  astronomico  in  Trieste.    Trieste.  I8S6.    8. 

Wir  haben  im  LIterar.  Ber.  Nr.  LXXXV.  8.  I.  auf  i 
pfresse  T^rzffgKchkeH  und  ZwecfcmSssigkeit  des  Leitfadeos  C 
den  Unterrieht  in  der  nautischen  Astronomie  Ton  He^ 
Professor  Dr.  Schaub  in  Triest  aufmerksam  gemacht  und  d 
Buch  namentlich  auch  seiner  Deutlichkeit  und  strengen  Wisse 
schaftlichkeit  negen  allen  nautischen  Lehranstalten  empföhle 
Ein  deutlicher  Beweis  Rlr  die  Richtigkeit  unsers  Urtheils  %«i 
jetit  dadurch  geliefert »  dass  yop  dftm  Buebe  untar  obigem  Til 
so  eben  eine  italienische  Uebersetsujig  veranstalltt  warden  ist,  d 
wir  daher  auch  hier  kurs  anzuzeigen  fi&x  uaaere  Pflicht  balie 
und  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Uebersetzuog  anpb  eiiiige  2i 
sfitze  erhalten  bat.  Aber  die  wir  Folgendes  beroerkenu  Zuer 
ist  die  ,.Mittarnachts?erbesserung<'  beigefügt  worden ;  dan 
die  von  Herrn  Dr.  Bremiker  in  Berlin  im  astronomischen  Jab 
buche  für  1857  gegebene  Formel  ffir  Monddistansen,  welcl| 
eine  beq^ema  Anwendung  gestattet^  wenn  der  Höbenunterscb'u 
der  beiden  Gestirne  sehr  klein  ist(  endlich  eine  Modificatio 
der  Littrow'scben  Methode  zur  Aaffiadung  «d^x  Ijreit 
und  Zeit  durch  xwei  Hellen  ausser  dem  NerldiaRt 
welche  auch  deutsch  in  der  Ostarreichiscben  Marine -Zei^bril 
abgedruckt  ist  und  hier  au  besondarer  Beacbt\|ng  empfohlen  vi'v^ 
so  wie  wir  deipn  Oberhaupt  diese  italienische  (Jebeisetsong  <i^ 
seinem  ^wecka  io  ausgezeichneter  Weise  ent^prechandep  ^^^ 
df  r  Aufmarksamkeit  pnserer  Leser  jilr  sahr  warth  bsiten. 
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I. 

Ueber    die   KrOmmuDg   der   von   Ebenen    gebildeten 
Schnitte  des  dreiaxigen  EIlipBoids. 

Von 

dem   Heraasgeber. 


Bekanntlich  hat  man  verscbiedene  allgemeine  Untersuchungen 
Aber  die  Krümmung  der  von  Ebenen  gebildeten  Schnitte  der 
krofluiien  Flächen  angestellt,  und  eine  grossere  Anzahl  merkwCIr- 
liiger,  dieselbe  betreffender  SStze  gefunden.  Auf  besondere  Arten 
<ier  Flächen  sind  diese  Sätze  aber  nur  wenig  angewandt  worden, 
a»d  man  besitzt  z.  B.»  so  viel  ich  weiss,  noch  keine  allgemeinen 
Ausdrücke  fär  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  und  die  Halb- 
neuer  der  Krflmmungskreise  der  Normalschnitte  des  allgemeinen 
dreiaxigen  Ellipsoids  und  anderer  Flächen  des  zweiten  Grades, 
denen  die  grossten  und  kleinsten  Krflmmungshalbmesser  entspre- 
chen. Man  weiss  femer,  dass  die  Summe  der  reciproken  Krüiu- 
nai^shalbmesser  jeder  zwei  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Nonnalschnitte  einer  beliebigen  krummen  Fläche  eine  constante 
GrSgse  ist,  aber  den  Werth  dieser  Constanten  für  die  vorherge- 
nanoten  und  andere  krumme  Flächen  kennt  man,  so  viel  ich  weiss, 
noch  nicht«  Jedenfalls  ist  dies  ein  Mangel,  der  um  so  grSsser 
ist,  je  merkwürdiger  und  eleganter  die  in  Rede  stehenden  Aus- 
drücke sich  für  viele  besondere  krumme  Flächen  gestalten*  Die 
Art  nnd  Weise,  wie  man  bisher  die  allgemeinen  Untersuchungen 
iiber  die  Krfimmung  der  von  Ebenen  gebildeten  Schnitte  der 
Fbchen  unter  Anwendung  einer  nicht  geringen  Anzahl  verschie- 
dener Coordinaten -Verwandlungen  geführt  hat,  ist  aber  In  der 
That  auch  zu  speciellen  Anwendungen  wenig  geeignet,  was  auch 
HoU  vorzugsweise  der  Grund  sein  mag,  dass  dergleichen  Anwen- 
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2  Gruneri:    ütber  die  Krümmunff  der  von  Ebenen 

dangen  bis  jetzt  nur  wenig  gemacht  worden  sind*).  Ich  halte  daher 
eine  ganz  neue  Behandlung  dieses  wichtigen  und  interessanta 
Gegenstandes  fQr  notbwendig^  wenn  dieselbe  geeignet  sein  soll, 
Anwendungen  auf  besondere  Fälle  mit  Leichtigkeit  zo  vermittelft 
und  zu  gestatten«  und  hoffe  eine  aus  diesem  Gesichtspunkte  as* 
gestellte  derartige  sehr  allgemeine  Untersuchung  bald  ▼eruffentfi- 
eben  zu  können  im  Stande  zu  sein.  Für  jetzt  will  ich  mich  be* 
gnflgen,  in  dieser  Abhandlung  die  Krümmung  der  von  Ebenes 
gebildeten  Schnitte  des  allgemeinen  dreiazigen  Ellipsoids  nacb 
einer  besonderen,  so  viel  als  möglich  elementar  gehaltenen  Me- 
thode zu  untersuchen,  und  hoffe,  dass  die  Leser  des  Archiw 
dber  die  Merkwflrdigkeit  und  Elefi^anz  der  neuen  AusdrOeke,  welcbe 
aus  derselben  in  ziemlich  grosser  Anzahl  sich  ergeben  haben, 
mit  mir  einerlei  Meinung  sein  werden.  Dass  diese  Untersuchoog 
eine  unmittelbare  Anwendung  in  bekannter  Weise  auf  die  allge- 
meinen dreiaxigen  Hyperboloide  gestattet,  versteht  sich  von  selbst, 
und  bedarf  hier  kaum  noeh  einer  besonderen  Bemerkung;  und  wie 
dieselbe  f&r  die  Paraboloide  anzustellen  sein  durne,  wird,  gleieb- 
falls  mit  Leichtigkeit  ersichtlich  sein. 


I. 

Die  Krfimmungskreise  der  Schnitte  des  Ellip8«ids  is 

Allgemeinen. 

Wir  grfinden  hier  die  Bestimmung  der  KrGmmungskreise  der 
Schnitte  des  Ellipsoids  im  Allgemeinen  auf  das  Princip,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Krümmnngskreises  einer  beliebigen  Curve  io 
einem  bestimmten  Punkte  derselben  der  Durchschnittspuokt  der 
Normale  der  Curve  in  diesem  Punkte  mit  einer,  einem  diesen 
Punkte  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  der  Curve  entsprechen- 
dein  Normalen  derselben  Ist,  wonach  man  also  eigendich  des 
Mittelpunkt  des  Krfimmungskreises  einer  Curve  in  einem  bestimm- 
ten Punkte  derselben  als  die  Gränze  oder  den  Gränzpunkt  aufzu- 
fassen hat,  welchem  die  Durchschnittspunkte  der  Normale  der 
Curve  in  dem  In  Rede  stehenden  Punkte  derselben  mit  den  dies« 
Normale  benachbarten  Normalen  der  Curve  sich  immer  mehr  nod 
mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  man  die 
Punkte  der  Curve,  denen  die  letzteren  Normalen  entsprechen,  den 
Punkte  der  Curve,  welchem  die  erstere  Normale  entspricht,  immer 
näher  und  näher  rficken  lässt. 


0  Selbaft  die  Dar«|oll«sg  von  Moigne  in  den  Le^ea«  ^e  cticol 
4iff.  el  int.  T.I.  Lefon«  \%%m  •«  Xl^XIV  ImsI,  bei  slkr  V«^ 
dieaslUchkeil,  noch  Manchee  zu  wöa^isbea,  iibrig« 


Die  CMetahw^  des  bMebigtü»,  liter  mm  IMirMfetesg  IwüiiMi- 
te'fiHipMidvMi  im' AügemeitoM 


0)V(fr+a)='. 


e)'+(0**  (!)•=• 


r»  .  ij.. 


ist   Die  Gleichung  der  JE(erOhnin|;8e)iene  ^  des  Ellipeoids  in  dem 
Pookte  (ttvio)  let  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

'*'       n'  '  *   e  "     w       ^"*  » ,t.  • .  • 

oder 


rt?+y=>- 


o 


»  *  ■  -  . 

Die  Gleichong  der  Ebene  eines  beliebigen  durch  den  Punkt 

(wm)  gelegten  Schnitts  des  Ellipsoids  sei  . 

■ 

Ans  den  beiden  Gleichungen 
^^  wenn  G  einen  gewissen  f>*acÄ>r  li^zelchnet: 


,-.=ClCt?^-J^, 


■     '  ..    •  • 


V 


^6ind 


X — it        y — p » — < 


V  ^tt  .<P 


^  Gieidningen   der  Durchschnittslittie  der  Ebene  des 


!• 


Cruneri:    iMer  äie  JtriHmmm^  äer  9mn  Svenen 


mit  der  B#rBlini»gseb«De  de«  EUpsoid«  in  dem  Pettkte 
folglich  die  GlelcbungcD  der  Bertbreoden  der  Cvnre,  in  « 
die  Oberfläche  des  Ellipeoide  von  der  durch  die  Gleichung 


charairteriBirten  Ebene  gesdmitten  wird ,  in  dem  .Poikto 
wobei  wir  bemerken,  dass  von  nun  an  diese  Cur?e  der 
wegen  immer  seihet  der  Schottt  genannt  werden  soll. 

ht  nun  ^  \ 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Poobs 
welche  auf  der  Berflhrenden  des  Schnitts  in  diesem  Punkte 
recht  steht,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytiecbeo 

A'  »  C 


*3~^6*       *^5«""^?       "^6*"*«» 
und  folglich 

i 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  In  dem  Psnlte  ( 
Aus  den  Gleichungen 

A(x-u)  +  B(y—v)  +  Qt-w)  =0, 

> 

folgt,  weDD  G'  einen  gewisnen  Factor  beseichnet: 

x-u^G'\B(A^  -  B^-C(C^  -  A  Jl. 

,-«  =  G'|C(BJ-  C^-AIA^-B^\. 


,^^=G'\A(C\-  A  ^-Biä^-  C  Jjl 


•der': 


jtMiatlm  MuUttt  df  äreian^tm  SlUftU».  5 


<=G'M(^  J,  +  B^  +  C^-(JHÄ»+C»)^! 


f 

■ 

FolgKcb   •i»d 

X — ti 


MA}t^  «p+  C^-(^+B»+C»)^ 


y— » 


fi(^^  +  B~  +  C'5)-(^+B*+C")^ 


c(^^  +  bJ+c5)~(^+b«+c»)5 


die  Gleichungen  der  Uurchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitte 
mit  seioer  Normalebene  in  dem  Punkte  («dw),  also  die  Gleichon- 
geii  dar  Normale  de«  Schnitte  in  diesem  Punkte^ 

Fflr  einen  sweiten  Punkt  (aciViiOi)  des  Schnitts,  wo  also 

>*(««- «i)  +  Ä(r- P.)  +  C(«-«»j) =0, 


(?)•+ m*  (?)■= 


1 


iat,  riod  folglich  die  Gleichongen  der  Normale  des  Schnitts: 

t 

1— «I 


^M^  +  fi^  +  c5)-M«+i»«+c«)'2 


I  = 


V 

I    ■    •         J      •  •     I  »        t 


und 


so  siad 

..    I 


oder 

"TT  ~""T~—    W  • 

■ 

C^        -  F,      —  -  »F, 

..... 

die  Gleichongen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Normalen, 
wenn  x,  ff,  z  die  Coordinaten  da»  Durchschnittponkts  dersdbei 
zeichnen,  so  luiiBfi^en.  ihdße  Coovdinateg  ans  den  Torvte^ 
Gleichongen' bestimmt  werden ,  wozii  i^ir  jeCit  fihergeheo  ^ 

Ans  diesen  Gleichongen  erliUt  man  zoTdrderst  leicht  di 
genden ; 


(F- F,)(x-«)-(l7- üi)(y-r)=  Ü,(o,-.)- F,(«,- 
( 


W-  »F») (^  - e)  - (  F-  F,)  (x-»)  =  FjK- ») -  W^M 
C7_  ü.)  («-^)  -(  WLJ  ir,)(**-«)  =  w;(ni-mr-ü,(w,4 


§MUHtm  SekttUte  de»  drHaxitt»  ElUptotä».  7 

iko,   «r«BB  maa  für  s — u,  y — v,  i— *«o  nach  und  iiacii  ihre  am 
leo  Gleichungen 

x  —  u y — V t — IC- 

IT  -  y  -  ~w~ 

(ich  ergebenden  Wertbe  einfthrt: 

( ÜFi  -  Fü,)(«-«)=  üt F,  («,-«)- ü,  (», -»)|. 
(  F»F,-  IFF,)(*-«)=  üt  W.  (p,  -r)  -  F,(io,  -ii.)|, 
(  »FI7,— ü»Fi)(a:— «i)=  ült/,  (»i— «>)—  IF,(«,— «)>; 

(  C7F,  -  VV{)  (y-t)=  FWi  (u,-«)-  €7,  («,-r)|, 
(  FW,-FFFO(y-t»)=  F|»f,(ü,-ü)-  F,(ic,  -w)). 
( IFÜ,-t;iF,)(y-r)=  FtC7.(«H-w)-  H',(«,-i«)l; 

Von  deo  verschiedenen  hieraus  sich  ergebenden  'Formeln 
wollen  wir  die  folgenden  unseren  l'eroeren  Untersuchungen  zu 
Grude  legen: 

X — u     y — P     X — to_  ^i(«*i — «*) — V\(Pi — ^) 

Um  noir  die  Coor^inaten  des  Mittelpunkts  des  Krümroungs- 
lErebes  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (ttrtr)  zu  flndeo,  kommt  es 
<iarauf  an,  die  Gränze  zu  ermitteln,  welcher  der  Druch 

F|(t«i-t«)-t7,(ri-r) 

' VFy-rü, 

sieh  immer  mehr  und  mehr  Qnd  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nihert,  wenn  man  den  Punkt  (uiViWj)  in  dem  Schnitte  dem  Punkte 
(«9»)  immer  näher  Und  nähev  rücken  tässt.  Denn  bezeichnet  man 
diese  GrSnze  durch  ' 

^'"* üK-Fü/ 

ond  die  ,Coordinateti  des  Mittelpunkts  des  in  Rede  stehenden 
KrAmman^skreises  durch  X.   F,  Z,  so  ist  offenbar: 


8  Gruneri:    Ce&er  die  Krümmung  der  ven  Ebenen 

Cm  aber  die  C>rfinze 

Lim  ^^--_^^^_ 

zu  finden,  bringe  man  den  Brach 

p,(«,-«)-r;,(p,— D) 


auf  die  Form 


V-  V^^=^  +  (  Fi  -  F)-(ü, -  €7)5«^^ 

tt| — U  «1 — u 

ilann  i«t  offenbar 

F-r7Lim^i^^  +  Liin(Fi-F)  — Liiii(t7,-.ü).I-iiB^— ^ 

___      Hl""*!! •%  -^11 

Kekanatlicfa  \aX  nuo  nach  dem  Obigeo 

A{ui  —  tt)  +  Ä(r|  -  c)  +  C{wi  — f»)  =  0 


und 


(?)'^  (W*  (?)■='•  ey-(0'*  (-)•=" 


al«o: 


'^t^(«.-«)l^(».-r)+??i^K-«,)=0; 


a 
folglicht  wenn  6'"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

w,-to  — &    } p ji        |. 


fMideien  SeknMe  des  ilrdaxiffen  fJilipmrtds.  9 

woraus  sieh  s<^l«icb 

g| — g a|[ c*  iog  — w  6* g* 

ergiebt.  Lässt  man  aber  den  Punkt  (tf|V|tO|)  dem  Punkte  (uvw) 
in  dem  Scbsitte  immer  näher  ood  nftber  rficken,  so  fallen  die 
Coordinaten  tf|,  Vi,  iO|  immer  genauer  und  genaueV  betiebung«- 
weise  mit  den  Coordinaten  u,  9»  to  zusammen ,  so  dass  sieb  also 
die  Grutisen  Ui  +  Uy  Vi  +v,  Wi  +  w  immer  mehr  und  mehr  uY)d  bis 
ZV  jedem  beliebigen  Grade  den  Gränzen  2v,  !2o»  2io  nähern»  nach 
dem  Vorhergehenden  folglich  offenbar 


Cu 
_ .    ti  —  v      a*~ 
Ui  —  u     Bw 
c»." 

Aw 
~6» 

Av     Bu 

»^">»«,_«~Ä«    a 

ist  Wenn  nnn  aber  der  Punkt  (ugViWi)  io  dem  ScbDiftte.  dem 
Pankte  (nete)  immer  näher  and  näher  rdckt»  so  fallen  offenbar 
auch  die  Grossen  Üi,  F|  beziebungsKeise  immer  genauer  und 
genauer  mit  den  Grossen  (7,  V  zusammen,  so  dass  also  augen- 
flclieiniieh 

Lim(I7,-.t7)=:0,       Lim(F, -F)=:0; 
folglich  nach  dem  Obigen 

■ 

, .     F.(«.  -n)  -  ütiv^:-v)_  ^-  ^^'"'  ^11^      . 

C7F.-F17,         -„^.^V^_y^-VE^ 

ist    Femer  hat  man  nach  dem  Obigen  offenbar  die  Formeln: 


t7|— P_^/i<      g   et  — e      C    tei— te\ 


■^ 1 * 


^«-F_    /^     Ä  ^rzi      C  tc,--te\      /l«+Ä«+C«  ©i  — e 
ii,~ii""^Va*"*'«*'ti, -ii  +  c*'iii-«y  ^6«  'i^^=^' 


also: 


10  Crunert:   Vehtr  die  Mrümmum^  der 

woraus  sieb,  in*"  Verbindung  mit  dem  Vorbergebenden,    auf  gmoi 
unzweideutige  Wei«e  ergiebt,  da«8  man 


und  folgileh  auch 

j:-HU      F^e      Z~tp        F(ti|~ic)->P(Pt«>r) 
"IP    **     F    ""    IF    ""ÜCFi— F)— F(£/,  — ü) 

•ettfen  kann,  wenn  man  pvi  ib  dem  letzte»  Bnicbe  flbetail 

Ctf    .  Aw 
ile       All 

setzt  Entwickeln  wir  nun  aber  unter  dieser  Voraussetning  den 
in  Rede  stehenden  Brucb  weiter,  so  erhalten  wir  znrirderst  oboe 
alle  Schwierigkeit: 

•       '•  t       « 

und  femer»  am  leiehtest«i,  wenn  wir 


and 


g9md0i0n  schnitf  des  dreütaiffen  Eiiipmfiäs.  H 


setzeo: 


M 


0(Fi-F)_F(tr,-tO 
bei  welcher  Entvrickelaog  man  die  identische  Gleichaog 


xn  beachten  h^    Ako  is<  nach  demOMgea: 

£^   -    r  —   w 


I    i< 


1 1 


wodarch  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krümmnngskreises 
des  Schnitts  fn  Ahm  Flankte  (tfvwy  bestimmt  sind. 

Bezeichnet  R  ded  HaHimesser  des  KrGmmungskreises  des 
Schnitts  in  dem  Punkte  (mw),  welcher  diid  Entfernung  der  Punkte 
(ttvto)  und  (XTZ)  von  einander  i^t»  so  ist 

also,  weiU  vde  m^)!  mittelbt^  leichter  Recfanii^g  findet^  I 
ist:       V-..  ■        •  •'  -•        V  ■•  ■    •••■   '  .'  '    V  -.        -•  )    ■ 


12  Grüner t:    Veber  tue  Krümmunp  der  99m  Oemen 

I 


Weil  nach'  dem  Obigen 

^{x—u)  +  p(»— »)  +5(*-»)=0 

die  Gleichung  der  BerAhrongsebeoe  des  Ellipeoids  10  dem  Puokfe 
(wouf)  Ut,  80  ist  nach  den  Lebren  der  analytiechfsn  Iveometrie  «N* 
Normale  dea  Ellipaolds  in  demselben  Punkte  durch  die  Gleicbao^eo 

x^u y  —  0 1 — w 

a«  6*  3 

charakteriairt;  und  aoll  nun  der  durch  die  Gleichuiig' 

i<(«— «)  +  Ä(y  -  e)  +  C(*— IS)  =0 

cbarakterlsirte  Schnitt  durch  diese  Normale  gehen,  also  eio  Nor- 
malschnitt sein,  so  moss  offenbar 

Au      Bf>      Cu>     ^ 

t 

sein. 

Alao  ist  nach  dem  Obigen  filr  die  Normalschnitte^ 

ü  '^  r  ^  w 

9fl       ffl       tö* 

""  rySS    Cvy    1  /Cu    Au>y     i^/Ao    Ky 

und 


Jt  = 


1^7äö     Cc\»    1  /Cm     Awy      1  A4r     ÄiV 
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W«il  in  dieMm  Falle 


F=-MH«"fC^a' 


6« 


w 


IF=-(^«+«'+C*)^ 


igt,  so  ist  anch: 


?  +  6i  +  ^) 


Y-«-^ . 


Fflr  jeden  beliebigen  durch  den  Piinl(t  (timc)  gelegten  Schnitt 
des  Ellipaoids  erhält  man  nach  dem  Obigen  auch  leicht  die  fol- 
genden bemerkenswerthen  Ausdrücke: 

A  —  « 1^-- V  ^  Z  —  W 

ttnd  flir  die  Normaleehnitte : 


I  •  • . 


14  Cruneri:    üeher  ttti  ä'rümmnn9  der  fw%  äbemen 


t" 


80  das«  ai8o  in  diesem  Falle 


ict 

» 

Mit  Rfifkaicht  auf  die  Gleichang 

tt*       V«       lO*        , 

findet  man  auch  leicht,  das« 

1  /All     CcV,    i  /Cu     Awy      1  /J©     Ä\« 

ist,  und  kann  daher  auch  diesen  letzteren  Ausdruck  tOt  den  er* 
steren  in  die  obigen  Formeln  einf&hren,  wenn  dies  In  gewissen 
FSllen  swekmSssig  und  vortheilhaft  sein  sollte. 


Krfimmungsk reise   der   Normalschnitte. 

Durch  den  Punkt  (uvw)  wollen   wir  uns  jetzt  eine  beBebige 
gerade  Linie  gesogen  denken,  deren  Gleichungen 


or  —  u     V — V     %  —  w 


cos  6       cos  0»      cos  6 
sein  mOgen,  und  wollen  annehmen,  dass  die  Lage  der  Ebene  des 


geMdeien  SehtUiU  4ie8  tireUpffgw  Eiiip9eid$.  iH 


Nomals^hAitts«  d^ren  titeiftbung  Mch  dem  VftrJiergebeodeii  ber 
kaonliicib 

ist,  durch  diese  gerade  Linie  und  die  Normale  dea  Ellipaoids  in 
dem  Pnokte  {uvw)  bestimmt  sei.  Dann*  baben  wir  die  beiden 
Gleschongeo 

il  cos  (9  4- ficos  (0 -|- CcosQ  =0, 

Au     Bv     Cw     ^ 

und  sind  also  offenbar  berechtigt 

A=Tß  cos  Q  —  -^  cos  O, 

o=:-icos0 scoso, 

^      ti  ff 

C;  =  -«cosiD — r^costf 

n  setsen. 

Mit  Kücissicht  auf  die  Gleichung 

cos  0^  +  cos  CD* -|-  cos  S*s  1 
Mgt  hieraus  leicht: 

ilH-fi*+CT==^  +  5i  +  5^--(JcoBÖ  +  Jciisa>+5cosöy, 
ond  femer  ist: 


Q>     /ii*  ,  »•  ,  tc*\       ^     u/u        ^     V  IS       -\ 

?  —- ;?  =  Vi4  +  ^  +  ^ycos«>-.^^^-.cosd+giCOsa  +  -,cosoJ, 

i4e       £»      /«•  ,  e*  ,  fo»\       _     fs/ji        ^      ©  IS  \ 

^  —  ^= Vi?  +  6*  +  ?r^^osü^;3^ai«««^+ 6i«®»«+ ^«•öj  5 

nimmt  man  aber  die  durch  die  Gleichungen 

x-^uy—p g  — tc 

cosö  '"co»«""cos5 


1%  Grunerl:    Veäer  di0  k'rümmuwg  dw  mj»  Ebenen 

chArakterisirte  gerade  Linie  in  der  dareh  den  Ponkt  (tiMr)  gelien> 
den  BerObrnngsebene    des  Ellipaoids    an,    deren    Gleickiiftg 
kanntlich 


ist,  80  ist 


n         „  .    e    •         .IC 


-j  C08  ö  +  T§  cos  0)  +  tjCO«  o  =i:0» 
und  folglicb  unter  dieser  Voraussetzung  nach  dem  Obigen: 


10' 


^  +  «*+«^'  =  ^4+Ä*  +  ;T 


lind 


Bw 


?r-62--^«4  +  p  +  ^;eosft, 

^r      Ätt      /?#«  .  V«  .  tp«\ 
Also  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung 

/tt*  .  e*  .  tc^V/cos^    .  cos©*  .  co8Ö*\ 

=  ^i4 + A4 + ^ ;  (^ -^ä- + -^- + -^-> 

und  folglich  nach  I.  Ar  den  Nornial»chnitt: 


A— «  =  - 


a» 


F-r  =  - 


Z— «P=- 


cosfl* 

+ 

C08C»* 

f 
6* 

+ 

coscS^  ' 

eoa0* 

+ 

cos»* 

+ 

cns  ö*  ' 
c=» 

? 

X 

COBÖ" 

i. 

COStt* 

C08C3* 

6«     ^     f* 
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Ä=- 


($ 

CO80> 

CO«  00* 

.^    CO«ö'' 

'  wollen  nun  zwei  Norinalschnif te  betrachten,  «reiche  dnrch 
leo,  dnrcb  die  Gleichungen 


j?— M_y-TP ^ — ui 


Cosd       cosra      cosO 


-r    f 


»  • 


ar — tt      3^ — ü  


z  — lö 


1 .  • 


*      "    « 


cos  6t      cos  (9i      cos  (t>i 

»isirten,  iki  cler  dem  Punkte  •  (upti)}  entspv^ebend^n  Be* 
sebene  des  EUipsoids  liegenden  geraden  Linien  gelegt 
^en  1S(F  nicht  übersteigenden  \\  inkel,  welchen  die  beiden 
lieser  Geraden,  denen  die  Winkel  0,- os  o  otul  0i»fS|,.4{/^ 
eben,  mit  einander  einschliessen»  bezeichnen  wir  dnrcb  St^, 
ftCoordinaten  der  IVliitelpunkte  der  Krflnimnngskreise  ond 
bmungsbalbmesser  der  beiden  Normalschnitte  sollen  re* 
\  darch  X,  T,  Z;  Xi,  y\,  Z|  und  R,  B^  beBeiehnet 
.  Dann  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

-sCOß  ö  +  rsCOS  «•  +  — a  cos  ö  =  0, 

a*  ö*  c* 


-5  cos  d|  +  r^^^^^i  +  "«  cosOi  =  0 


■  i 

.   / 


cos  6  cos  ^1  -f  cos  (0  cos  09|  -|-  cos  Q  cos  Ol  =  cos  Sil . 

Imh  wir  .  ^      ^  . 

V 

.  cos^i  =cos0  cosi^i  -f  L, 

cos  CDi  =  cos  Q)  G08.$2|  +  Ä,  *  '  '•' 

cos  ^1  =  COS  ocosi^i  -i-N; 

'11» 

ieiren  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit    -|>    n»    -^ 

'iren  sie  dann  zu  eiuander.  so  erhalten  wir  nach  dem'Obi*>  * 
»Gleichvti^i 


I      ^.     .. 


IS  eruntri:    ü$ä€r  mt  Mr%mmn§  4Br  9m 


Maltipiiciren   wir   feroer  die  drei  obigeo  Gioehmges 
Reilie  mit  eonB^  CO0OI9  coeö  usd  addifensie  dann  wieJet 
aoder,  so  erbalteo  wir  die  Gleiekang 


Weil  aber 


MsscoBmi — coa»ce8^9 

/V  :=C08  Ol  —  cos  O  €08  i2| 

tat,   80  erhalten  wir« '  wenn  wir  diese  Gleichangeo  qaadriren  mi 
daiUi  wm  eiaandet  addiren»  mittelst  des  Obigen  leieht  die 

I?+if»+iV«=smÄ»«. 

A«s  des  beiden  GJeicbongen 


•  I 


-  I 


X  SOS  tf -I- Jf  COS  tt  ^  iVcos  S  =0 
erbalten  wir»  wenn  G|  einen  gewissen  Factor  lieseichnet: 

L  =  Gi  f  ri^coso — ^coso  1# 

^=Gi  f -^cos(9 ^cosQ  jf 

y:=Gi  f -^coso— nCOS^  Jt 

•bo,  w«nii  man  diese  Aosdrficke  io  die  Gleicbong 

Y  (-sCosm-^os0)*+(^cosQ-^oso)*-|-(^iCM0^^eM)i 
oder,  weil»  wie  man  leieht  findet» 


u*     r*     •»*      /«        ^      ©  fo  \* 


If*      &*       c* 


tst» 

Vö*  +  A*  ■•"  c*y 

ud  seist  man  also  der  Kfirze  wegen: 

tj|00SO---äC0Sf» 

« 

-SCOSO zGOSCd 

tl  9 

-3 cos  09— »T{  cos  d 

80  ist: 

folgOdi  nach  dem  Obigen: 

G0s6|  =  cos^cos  Sil  -i:  Fsin  ^ , 

cos  »1  s:  cos  flocos  A|  ±  J7siu  A| , 

cos  Si  cxcosScos^  ±  JsiD  i2|. 
Also  ist 


«ö.*  .  COS»|*.  cosSi*  /cosö*   ,    COSID*   .    cosS*\  ^  , 


.  /Fcosd.Bcosm  .  JieosoN   ,   ._ 


«• 


iU  Grun^ri:    üeäer  die  ä'rßmmung  der  eun  Kiemen 

aod,    wie  man  sogleich  iibersieht; 

Wenn  man  aas  den  beiden  Gleichungen 

-5 €080 +  75 cos  CO  +~i|COSÖ=0> 
cos  ö*  +  cos  (D*  +  COS  ö*  =  1 

nach  und  nach  cosd»  coso,  cosS  elliainiTt«   so  erhfilt  man  di« 
folgenden  Gleicbangen: 

^(C08»*+C0SÖ*)+(  pCOS(»+-j|COSÜ  I    =-4» 
T4(C0SÖ*  +  C0SÖ*)+( -5COSÜ+  -^cosö  I    =54» 

fo*        ^  ,      /tt  .   ©  \*      10* 

-;4(cosÖ*+cos«")  +  ( -jcosö  +  pcosa  I  =34» 

also,  wie  man  sogleich  uhersieht: 

~4  +  gr  +  74/cosa>«+  cosö*)— ^gjcos  0  -  ^  cos  «^  =  -, , 

/tt«      r«      to*\        _.  •      /«>  ti        _\*      c* 

* 
^-4  +j4+^^(cosÖ«+coso)«)— ^-,cösa>— ^cosö^  =^  ; 

folglich 

(^^  CO»©--,  C0.0J  =(ä*+6«+?^^»'"»"-Ji* 
W«U  nun 
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f»   Ä«   j^ 

a«  +   ft«  +  c« 

"  ««!  .  »!  .  ü?^  — - 

iat,  so  findet  man  mitteM  der  vorstehenden  Relationen  sogleich: 

F^      H»      /«sing«  ,  slniD^  .  sing*     ag"*^gg^e^ 
a«  +  6«  +c«""    II«    "*■     6«    ^  ""^        w«     r«     1^ 

»der 

II«    V«     to« 

F>    £f*     J«      1  ,1,1      /cos6«   coscp«    cosg«\      ^^b*^'^ 
a*"*^6*'*"c«""a«^6«^«*'V    «*  b*  c*   /««.©«.  5^' 

Bezeichnet  man  das  von  dem  Anfange  der  CoorJinaten  aaf  die 
BerShruiigsebene  des  Ellipsoids  in  dem  Punkte  (uvw),  deren 
Gleichung  bekanntlich 

ist,  geflülte  Perpendikel  durch  P,   so  ist  nach  den  Lehren  der 
aoaijtischen  Geometrie : 

nod  weil  nun  bekanntlich 

»«M 


£  = 


COSÖ«        cos  CO«       cos  5«'  *  COSgj«      COSCDi«  .  COSOt« 

ö«    +~^^+     c«  a«     "*^     6«     "*■      c« 


ist,  so  ist: 


cos 
a 


\8^     cosflo«    cos  5« 1_       cos^t«    cospi«     cosoi« ^ 

«    +     6«    ■**""^«~"""PÄ'        a«    "•■     Ä«     +     c«     —H^*' 


sbo  nach  dem  Obigen: 

i:-«=-|,PÄ,      F-«=-^l»Ä.     Z-t^Pr-J/»« 


)9  Gruntrt:    üHt€r  di€  JtrBmmam$  4er  mm  äimiem 

und 
Ai-«=:-|,PÄi.     F,-r=-^PÄ,.    Zi-w=-5pß. 

* 

Ferner  let  nacb  dem  Obigen: 
uad  foUiicb: 

+  l?+^+S.-rä-(%+?)''l*«.' 

oder; 

oder  auch: 

•  ». 

Wenn  die  beiden  rVorvelecbnilte  aufeinander  eetkredit  ateheo, 
alao  A|s90^  ist»  ao  ergiebl  sich  hieraus  die  Gleichung: 

also 

woraus  man  sieht ,  dass  die  Summe  der  reciprolcen  Krümmoogt- 
halbmesser  jeder  zwei  auf  einander  senlcrecbt  stehenden  Monnal- 
sclinitte  flir  Jeden  Punkt  des  EMipsoids  eine  constante  GrSsse  ist, 
deren  Werth  die  vorhergehende  Formel  aogiebt 

Leicht  erhält  man  ans  dem  Vorhergehenden  auch  Ar  iwei 
auf  elnand^i^  eedveckt  atebevde  NormabehnitCe : 


§eMMeH  SehiMe  ^k$  dreiaxi^en  ßii^i&idt.    '      *      ^ 


,1..  ..  ! 


c6ü(F     CüBtt^     toscF    """'■'      •••••;• 

• 


1   • 


t — 


Anadriicke  jedenfalls  sehr  merkwürdig  siod. 
t  Rfickritiit  auf  die  GteiGbuog 


Dan  auch  leicht: 


<  •  ■ 

-     W  \"      1  /w  U  \*      1     M  » 


^lich  oacli  dem  Ohigeus 


fflfl*-f6»C<>8««-f  C«C08S*— (MCggtf  4-gC08M-flPCOaS)* 

tun  Aiah  di<r  KrdiiiMnngftfialbMbteer  iciveier  äiff  «KWitld^r 


94  €  runer  t:    ü§b$r  die  iCriUfumm$  äer.90H  Skemen 

••nkraeht  steheiidar  Normabcbiiitte  ^wdi  anf  foigeade 
driIckM : 


A. 


C08Ö*  ,  coaci*  ,  cosQ*' 


"  a*co«0*-|-6*co8  «•+c*coa  o*  —  (tccosO  -f  v  cos  •  +«< 
Weil  Dach  dem  Obigen 

1   +    i    _    <•  i^^  +  M 
JL  4.  J—^  "^  i/'i  +  l^ 

Ist,  so  sind  in  jedem  Punkte  des  Ellipsoidd  Rlr  die  anf  c|l' 
aenkrecht  atebenden  Normalacbnitte  anch  die  Samiuen        4 

1^1  1      >  ,  1  1     a.      1      j 

jrru+j^izii'   Ti:.i+17=:^'   2iii;+^:=?  ^ 

conatante  GrOaaen. 

Ana  den  obigen  Formeln  iiocb  niancbe  andere  beMH 
wertbe  Relationen  abzuleiten,  würde  nicht  schwer  seie,  ^ 
ich  jedoch  jetzt  nicht  iSnger  verweilen  will. 


lU. 

Normalacbnitte  der  gruaaten  und  kleinsten  Krfisi 

Für  einen  beliebigen  Normalacbnitt  ist  nach  II. 


Ä= 


cosö*  ,  CO«»*  ,  co»S** 


wo  für  jeden  Punkt  dea  Eilipsoida  der  Z&hler  des  Brocha  u 
rechten  Seite  des  Gleichbeltazeichenä  conatant  ond  aar  d«r 
ner  dieaes*  Bruchs   ?erinderlich  iat    Will  man  also  die  Nfl 


•cimitte  beatüninen,  deoen  die  grOssten  und  kleinsten  Krammungs- 
balbmesser  entsprechen,  so  wird  es  bloss  auf  die  Betrachtung 
des  Nenners  des  obigen  Bruchs  ankommen ,  indem  der  Krümmangs- 
lialbmesaer  ein  Haximam  oder  ein  Minimum  sein  wird ,  jenachdem 
dieser  Nenner  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist. 

Wir  «rollen  der  Kfirze  wegen 

--       cosö*  .  cos  CO*  .  cos  5* 

•etzen»  and  diese  Grösse  nun  differentiiren.  Da  wir  swischen  d^n 
Winkeln   6»  a,  Q  bekaantlich  die  zwer  Gleichungen  _    ^   > 

~2  cos  6 -f  iä<^os  fl» -f^  cos  a>  =  0» 

co*d*+contt*+cosö?==l  1  • 

htben»  so  können  wir  nur  einen  der  drei  in  Rede  stehenden 
Winkel,  etwa  6,  als  unabhängige  veränderliche  GrOsse  betrachten ; 
und  differentiiren  wir  nun  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  in 
Bezog  auf  diese  veränderliche  Grosse,  so  erhalten  wir  die  beiden 
Gleicbangea: 

V    dcosm     w    8 cos 5      u    , 

dcosoo  .        _.3cos5    •  .   ^ 
cos  10 — g^  +COSÖ— g2 —  =sindcos6; 


IM  denen 


H'l 


Q  -icosö— -scoso 

ccoso»  .   ^c*  a* 

— 5—-=  — sind 

cd  e        .     to 

p  cos  CO — 3 cos» 


u              v 
-^^=-..»0-^ -— 


folgt    Führt  man  aber  diese  AnsdrfldEe  in 

,  dU  sind       .  ,  cos«»  9cosa  ,  cosS  dcosS 

eiD,  so  erhält  man:' 


98  Qrnn€rt:  VHer  ^  Mithmmm§  der  vm  »flüw 

■  •"55" 

Co 
ssflIDp  '■'         ■"     '* ■»—  ■-»« 

ncocö  —  ^coa« 

Soll  also  dieser  DiSsrenftalqaotient,  wie  es  das  Ha^mam  und 
Minimnm  erfordern,  verscIiwiDden ,  so  moss 


'(p~?)~"'°®*"°+l»(?~i«)*°'®'^'*+?(ä?~p)*"^"*' 


u/1 


OS» 


m  _  

selD,  und  lar  Bentimniing  der  Wiotol  d,  a,  S  haben  wir  abo 
die  drei  Gleichungen: 

^(gi  -  ?)^^"«~2>+p(^  -  ii)co85coBÖ+5(-5  -  ji)coaÄ: 

=  0, 

eoe^  -|-  CO«  »^  -f  «ofto^  =  I 
oder 

-mCOB  •+ TSCO«  »  +  TS  cos  0=0« 

Ä  o  c 

COBB  C08(0  C08O  ' 

C08^-f  COe«»*rf  C08Q*=:  1. 

Ffir  einen  auf  den  durch  die  Winkel  $»  m,  q  aeniorecht  ate- 
henden  Normalachnitt  haben  wir  die  Gleichungen: 

-^coa0i-f  T2CoaO|  +  ^co8  0x=0» 

C06  6 cos6|  *i-  cos  iD  coa  c»|  -|- coa  Q coalSi  =0, 
coa  ^*  4- coa  «1* -f  coa  01*  =  ] . 


^9gen  der  beiden  ersteo  dieser  GieicbiiogeD  Ist»  weon  Gi    eiass 
«wisseo  Factor  beselcbnet: 


cos 


cos 


Öl = Gl'  (p  <5os  ö  -  5  cos  mj , 
"i  =  Gi'(^co8Ö--Jcos3J, 


COSQi  =  Cr|'f -^COSCD — S^OSÖ  J  »         \ 

olgfich: 

5  (p— 3)  «<»  »1  «o«  tJi  +  ^  ^3 — ^)  cos  B,  cosd, 

•  ■ 

Entwickelt  man  onn,  nacb  Ansächeldung  des  Factors  'Gi'*,  die 
Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  GleichbeitszeiebenSi^  so  erililt 
man  filr  dieselbe  smrSrderst  d^a  folgenden  Ausdruckt  ..  / 

Qod  weil  mm 

cos  fi  s^  1 — (cos  »•  +  cos 5^,  .  ^ 

cosco^sl— (oosSP-f  cosA")»  / 

eosS^=s  1  —  (cos^  -|.  costt*) 


COBMCONBC^ 


3S  Grumert:   V^Per  die  iCHhmmmg  der  mm  S$emem 


ist,  00  wird  yoretebender  Ausdruck  unserer  znentwickelDdenGrtoss 
u     V    w  /l       1\  _  I 

tt     e    10  / 1      1  \ 


cos  «  CM  tt 


COS  0  cos «». 


Diesen  Ausdruck  bringt  man  aber  durcb    weitere   Entmcfcetuog 
leicht  anf  die  folgende  Form : 

+  t?~rf'>)  P^?*'"'  '^  +  5i«»»«^  ^JJ5C086  +  giCOS«  +  ^COSöJ 

+  VJ?~Py?V?'"'""+  4»'='"*J  ^^cosöf  ^coe»+  ^cosöj 

+5  (is-p)  "**»*'*■"  ^ 
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roraos  man»   weii 


»t,   sieht,    das8  dieser  Ausdruck  verschwindet/  und  daher  nach 
lern  Obis:en 

ist 

Hieraus  ergiebt  sich  aisoy  dass  die  Gleichungen 

^2^0«  ö  +  T^cos  «  + -5  cos  o  =  0  # 

T im: r  — TTTH —  =  V» 


and 


so  me 


COSd  CO»  CD  coso 

00s  d^-f  cos  4»^  -f  cos  S^  :^  I 


-j|C0söi  +^cosc»i  +  -^co8a>|  =0, 

fl>V6*"^ray      6«Vca'^qgy      c«Va^'^fe>/_ 
cos  61  cosa>i  cos  61  * 

COS^l -t'COS  tti**f  cos  Q|*I=1 , 


cos  B  cos  d|  -f  cos  (0  cos  0>|  -f  COS£>  cos  CD]  =  0, 


immer  .zusaniinen  bestehen.  l¥enn  also  ein  Normalschnitt  in  Be- 
log auf  den  KrQmmungshalbmesser  den  Fall  eines  Maximnins  oder 
Minimums  darbietet ,  so  gilt  dies  «immer  auch  Ar  den  flanuif 
senkrecht  stehenden  Normalschnitt.  '  Diese  beiden  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Normalschnitte,  welche  in  Beziehung  auf  die 
Krtoiiungshalbmesser  Mazima   oder  Minima  darbieten,    woHen 


Gruntrt:   0§öer  Me  Krünmnn^  der  tm  Memen 

wir  im  Folgenden  fttr  jeden  Pankt  (umo)  des  BHipsoiAi  Hftopt- 
schnitte  nennen. 

r 

Für  die  beiden  Hanptschnitte  ist  unter  Teraossetznng   der 
obigen  Gleichoiigen : 

COS^       cos«*       cos  <^*^  cos  ^1*  ,  cos  a>|*  ,  COSQi* ' 

Si»    +     6*    +     c»  a«     '      4*      ■       ^" 

Well  nach  dem  Obigen 

COS^  SS  Cfi'  (pCOsS  -~  ^COSfO  )» 

cos(Oi=^Cr|'r-^cos^-^ — ;eesS)f 


and 


ist,  so  ist 


cosSiss^i'f -^coso  —  TiCosOj 


cos  Äi* + cos  »4*  +  cos  5i*  =  I 


1  "= 


^Jcos»-pcos»)  -f'(^iea>&*^Osis^  +(5^o«ö- Jcosö) 
nnd  folglich 9  wie  man,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichnng 

-^cosd-l-pcosin-f  ;^coso=Of 
sogleich  flbersidit: 

Ferner  ist 

cos  gl*  .  co8(»|*  .  cos  5t* 


J-"  I  t 


+ji(5eo»«-pi«o««)'j. 
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biglich  nach  IL: 

cosft*  .  cos  «Ol*  .  cosSi* 

=  -=A^t  fl^cos  ^  +**coa  «•+ c*co«  5*  —  (tfCOSO-f  f  C08IO-f  lOCOSS)*), 
als«  nach  dem  Obigen: 

*      a*co«Ö*+Ä*co8(o*  +  c*co«5* —  (ticos^  +  t^cosarftöcosSp'* 
Aus  den  beiden  Gleteliangen 

-^cos^-f  ^c<w  tt  +  ^cesS:sO, 

/ 
erhilt  man,  weiin  Gi^  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

J  =  C?i''cosöj(^-i5)ces««-(^-i)c6s5«}, 
|l«:ft^«is«>  j(j5-.^)eosO«^(^ -- jl)ee.»»| , 

5=Gi-'cos3j(;3-^)c08e»-(p--5)coS(D»j    ; 

also,  wenn  man 

cos^*  -f  cos  ^ =]--coa  o', 
,eeal^  4- cos  o*  SS  1 — cos  Q* 


•etet: 


»       #^  •        ij  4  1        /cOSfl*  ,  CdStt^  ,  coso*\  ,* 

•  ^  ^  -  i  1      /CO«  Ö*  ,  cos  »•  .  cos  5*\  j 
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also: 


tfCOS 


-      ^  »       -•.!       -/cosö*  ,  cos«*  ,  coii5*\ - 
folgltcb : 

ttCO80-|-eCO8ID-|-1OOOSS 

Weil  ferner, 

«       ^#-1  jr  A  i    J  /OOSÖ*   .    CO««*    '   C08S*\  j 

-  =G/«co8fl  ^ -5  -  (— s- + -35- + -p-;  I . 

*>         ^  iTA  k    1  /C08d*   .  COSOO*  .  C08S*\  2 

^  =  G^'bcoB»  )  g5  -  ^^-^- + -g5_  +  _^_J  I  . 

-  =  Gj'ccos  S  J  ^  -  ^-;^-  +  -ji-  +  -^-)  i 

ist»  80  erhält  map,   wenn  man  diese  Gleicbangen   qoadrirt  und 
dann  zu  j^naBder  addirt,  mjt  Radcflllcht  auf  )lie  Ivleicbaiigep 

w*      c*      f©*  _ 

-^  +  T2'4-3=l>        C0SÖ*+'C08C»*  +  eO86^*=5:l, 

leicht: 


(cosö*  ,  £555^  ■  C08ü^\ 


I        .     >  •         ^     ..  «       •        -i.  *  ,Cd86^.C08»*,C0s5*.,, 

fx{l-(a*co8g«-K6«co8«*+c*co8to*)(  ^m    I    ^^    I     ^   M^ 


Folglich  iBt  nach  dem  Obigen-:'  • 


(tt  cos  d -f  e  cos  o  4- 10  cos  6)* 


l-(o«ca.e«+6«co.«»+c«co85t)  (S5?+!?J?!+  2^ 


608^  .  cosa^-.  cos 


ai-+-6»-  +  — 


peWdeten  Bchntüe  de$  dretaxigen  Eiiipsoidi,  33 

kr 

(ueoB  B  -f  t  cos  n+wcos  c3)* 

1 
=  a«co«  ö»+  6«cos  »H  c»co«  5*  -  ^^^-^^^^~^^ ' 

a«    +     6*      "*^     c« 
eiche  GleichaDg  man  auch  unter  der  folgenden  Form  schreiben  kann : 

1 

cosö*     cos»*     CO«  5* 

=  «*c€>«Ö*+A*cosa*-|-c*cos5* —  (ucosß-t'VCOBn+wcoBoy^. 

Daher  hat  man  nach  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  sehr 
wmerkenswerthen  Aosdrficke  fOi  die  Krfimmangshalbmesser  der 
Bavpt^cbnitte : 


C0S6*   .   G08M*   .  COS 5** 


ä*    +     6« 


B.=.w(g+g  +  |?)'(T'-  +  T?'+T^> 


Es  ist  ako 


folglieh,  weoD  P  ieine  aus  II.  bekannte  Bedeutung  auch  hier  behilt: 


ÄÄ.=?^  oder    Ä «iP*  =  «i«6V 


oder  auch: 


4 


wddM  aehr  bemerkenswerthe  Relation,  an  viel  ich  weiaa,  acboii 
Oopin  gefanden  hat 

Mittelst  der  beiden  Gleichnngen: 

111  K*      0*      io> 

1        1__      ä*  +  6«  +  e»  5*  +  *«  +  ^ 


(S+^^'  (^^S)' 


Tktil  XXYIIL 


'34  Grumri:    üeber  die  MrümmuMi  dtr  warn  Sternen 

1  i    1 

1     1  a«'6?c* 


kann  man  die  Krümmuogshalbmesser  der  Haaptscbnitte  in  dea 
Pankte  {utu>)  bloss  darcb  die  Coordinaten  dieses  Panktes  aus- 
drücken; denn  wenn  man  die  beiden  vorstehenden  GleicfaongeD 
nach  einem  allgemein  bekannten  Verfahren  aaflSsty  so  erb&lt  mao 
die  beiden  folgenden  sehr  merkwürdigen  ▲«sdrucke: 

IIA  tt*     5^     «?• 

2  a«+6«"*^ca  ii«+6«+?^ 


M*  .  r"  .  IC* 


2  _      a*^b*^ c*.  •«^'I«'^c« 


ot  +  ft«  +  c«  a'^-^b'^^c'^     (  .      *o«*6«'c» 

Wir  wollen  nun  sanächät  auch  den  zweiten  Differea^alquo- 
tienten  von  U  in  Bezug  auf  B  als  unabhängige  veränderliche  Grosse 
entwickeln«  mit  Rücksicht  daraiif»  dass  der  erste  Differeatialqoo- 
tient  verschwindet.    Nach  dem  Obigen  ist 

*8d 


=sia» 


^J»-^C0S(öC0SO+gä(^  -  ^cosücosd+^(-5— ji)ewöco«o 


T^cos  CD  —  3CO8  ro 
•der  V    •  ' 


geMMeteh  Seknffte-  äe»  HrHaxtg»»  -ElOptMiM. 


3)^ 


2$in0 


^  cos  ö  —  -^  CO« 


^) 


I 


Jer  PiffißreiitialqaotieDt   der  Grß^^e  jgmf   der    rechten  Seite  des, 
AeichheitszeicheDS  Tst: 

" "?"  \^  CflS  S  —  ^  COS  iD  )  + 


r  i« 


I    Bcosm  /w  u  \       coscQ  /ff>    .    ^     ti    dcosSX 


Htm  ist  aber  oacb  dem  Obigen : 


IT 


-3COSÖ sCosS       Q      - 

.    ^C*  «*  dCOSGi) 


■        -    I 


=  — sin^T ^- »        o^    =.— siD^ 


^cos<^^i--^cpso^ 


8<9 


«        _     tc  ' 

T^coscd — jcos  a> 


&1m,  wie  man  leicht  findet: 


♦-.I 


11*  .  t>*  .  w* 


li 


&coBß     IC*   dcosi»    »      a*  "*"  4^  **"  i?* 

Ö6         c«   ^W^^v        _      to 


'  '<  >■  "i' 


fö  COS  Q ^  cos  G) 


10    •    ^       ti    dcoso 


tt*      r*      w? 
^4  +  A4  +  :;t 


-T^COSCiDf 5 


sin  6  cos  a, 


^co»fp 


11    SlCQSOI        o     . 


^<*«i  mati  ^^1^  «Miehbnit 


■  *  ^-  ■  - 

Tj  COS  O 2  COS  a> 


sin  0  cos  d); 


. « 


1(1  I' 


3* 


1  • 


36  €rum§ri:    ütäer  die  Krümmung  der  ton  Kienen 

-5  cos  d  +  Tj  cos  »  +  -j  cos  ö  =  0 

sn  beachten  bat;   also  ist  die  Snnime  der  drei  letstcD  Tbeik  dci 
obigeo  DiffereotialqaotieQteo: 

a*     Ä*     c*       .    ^/cosÖ*  .cos»*  .  cos 
— sin 


9       ^     w 

Tscos  id «cos  fl» 

dr  c* 


.   ^/cosÖ*  .cos»*  .  cosS*\ 


Di«  SomiiM  der  drei  ersten  Tbeile  ist,  wie  man  sogleich  fibcrMclit 
j|(^J|Cos5-Jcos«)«Hp(Jcos«-4c«s5)H^;5=««c»-^e«i«)» 

-■ «»• 5 — z—^i ■- 


p  COS  o  —  -^  cos  w 

I 

also  nach  11.: 

a^cosÖ*+ft*coaö»*  +  c'co8ß* — (ticos0-|-ocoBcs-|'VCosS)' 


^Ant 


«Mki 


/  9  w  \ 

a*6V(  T^cosS  —  3 cos« J 


oder»   weil  nach  dem  Obigen 

j^cos^-l-A'cos  o*-f>€*cos6*— (iccosd-f  c^cos% -l-tt^eosS)' 

1 

cos  Ö*     eosM*     cos  5* 
";?~*'ä^+     c« 

Ist: 

«in  6 


•Wt^pcosS-Jcos  »)  (^i-  +  ^^  +  ?^5r-) 

Mit  Rflcksicbt  daraaf,   dass   der  erste  Dlfferentialqnotient  von  C 

verschwindet»  ist  ako; 

> 

1 


3^=7^ — I~S      Y  <         ^  "  ti^  ^    '^  J 

I  aeosO— ^cos»  I    j 

V»"  «^        /    I     1^   e*   «i)*^^cosg* ,  cos«* ,  c<MiS*\l 

Beseiebnen  wir  nnn  den  Werth,  welchen  U  erbilt,  weaa  ans 
01.  «1,  Bi  Air  9,  M,  S  setst,  durch  Ui,  so  ist  astfiilich  eb«n  so: 


geMdeten  ScknUtt  deg  Orsiax^en  EUip99iä».  37 


5ö?  /»      -    «        x.<  V   o«         ««         «■    / 

(™eo»Oi  — 3C0«a»i)»  1 


Weil  aber  nach  dem  Obigen 


cos  fl"    C08  »»CO»  €»•        „  /COBÖ*    COS »»    cosS*\* 

~5«"*~^~+~"^     '^V   o«    '     ^    •     c*   y 

CO» öl*  .  CO»Wi*  .  cos  Ö|*      „/C<>*öl    ■  cos Wi*  ,  cos5i"\ 


ist,  so  ist 

cMd*  .  eoa«^  .  eosö* 


«Im 


,  eoa«^  ,  cosö* 1^      -cosfli*  ,  cob«i*  ,cos5|*_     1 


_^5 1 Pü 

1  PÄ, 


Ferner  Ist  bekaontlicb 


««.=.w(g  +  ^  +  ^)--.w(i*+g4S).i. 


also 


-4  +  X4  +  wi   —     «SA«^  * 


folgücb: 


(!••     r*     fi7*\/cosÄ«       cosio*       cosfo'V         PRi 

(»■.«•,  f**\ /cos  fl| * ,  cos  «1«  ,  cosSi*\       PR 


^  Qru^M^r^:   M^  ^tt..KHbmmm§  Her  9M  Mmem 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 


de*       /»      -    to       V 


8^,_  ^ainfl,»       .         P(Ri-R) 

^ 

Hieraus  siebt  man,  dass 

immer  entgegengesetzte  Vorzeichen  h^heo  /  und  dasi  daher  immer 
der  eine  der.  beiden  KrömmviigshaAitiesser  eift.^a»miii,  dtf 
and^rtf  efn  Bfuümum  Ui  t^^n  I^SA  ^i  ^  ist  Ü  ein  Mtoi- 
mam'  und  D|  eiii  Maziitiurar'»  also  tl  ein  Maximum  und  Ri  eio 
Minimum.  Wenn  jß  <  i2|  ist»  so  ist  U  ein  Maximum  «|id  Cj  «u 
Minimum,  also  JZ  ein  Minimum  und  JBi  ein  Maximum.  Also  ist 
initier  der  gcossere  dai  KtQmaungshitlbmeilser.  der  bellten,  Haupt- 
spka|tte  «Ma.MalimiHD,  <ier  Meinerd  Biil  Miniteum,  wdHei  ibaif  oar 
nicht  unbeachtet  zu  lassen  hat»  dass  das  Maximum  und  Minimmn 
hier  immer  in  dem  aus  der  Differentialrechnung  bekannten  Shme 
zu  nehmen  isl^  Analytisch  kann  mati  das  Kriterium  des  Maxi- 
mums und  MüriuMims  aaf  folgende  Art  80s4Hfoke^; 

Jenachdem  die  Gniss^- 

.    ^^^ 1 

/'ü*  j.  ^1  j.^\  /cosfl*     cos  m*  ,  b>»a>*'\ 
,  -W+6«7c*A   «^    +     6»     +""?">/ 

]»o«iM  o>l^  ndgjlitir  M,  ist  R  ein  MsxinMn  ifAd  Üi  eio  Mioimum, 
oder  R  ein  Minimum  und  Rj  ehi  Blaximum. 

Um  nun  noch  die  Lag»  der  Hauptechnitte  im  AllgemeiDen  u 
bestimmen»  ist  es  nOtliig,  dte  dn|t  flÜ^iiiit^en 

— -cosd+i:icos«+-icoso=0> 


(+*:^C?»->)*»**«*»*«^f  ■■'':) 


n  Bezog  auf  6,  m,  ö  als  nnbekaonte  Gruasen  aufzulSseo.  Zo 
tem  Eade  stelle  man  die  twei  «raten  dieaar  drei  Gleichnogan  auf 
bigeode  Art  dar: 

«0 


■^coBÖ-f  TgCOB  »  +  ~i  coaS  =0, 


c*  \ä*  ~  b*J  *^^  "*•""'  *+  ^  V.6«  ~  c*)  ""■  *»•«*••» 

Dun  iat,  wenn  Cr«  eine«  gewiaaea  Factor  bezeichnet: 

co8Ö  =  6,l3i^^--,Jco8e--,.-,^gi-^-5Jcoao), 

coao=G,{-«(^gi-^^co80-gi.-,(^-,-^^coa«|; 


"  -  ^»  J*  (?-  ^)'  ~**  --  <^«^«  •  !•  (ä*-^  ?)*=»•  *»• 

t 

Uolttplicirt  man  auf  beicfen  Seiten  der  Gleichheitszeichen  und 
^•bt  auf,  vras  sich  aufheben  ttsst,  so  erhält  man  iur  Bestimmung 
FOD  G^  die  folgende  Gleichung: 


wdbb«  eher  det^h  w«ttotfe  Eo^iOMltmg  gogleicb  auf  dM^  foil^eMir 
Fonn  gebracht  wird : 


..-» 


40  Brunert:   iMer  dU  MrümmuMi  4er  mm  MUmem 

1     1/1      ^^*^/l       l^''•x/*       ^\'^\r 

1       1       1       J    «*  0* 

.1         11         Kit»  II«  [^,     "^^ 


+^c«""'ä^^^a*  ""ä«^**' 


c* 


Durch  AoflOanDg  dieser  Gleichang  des  zweiten   Grmdes  erhiM 
man  9  wenn  der  Kürze  wegeo 

—  I  1       «•  l  JLn^  1  1       iP» 


A« JL)z?L*  +(l..l.)«lV A  .4z5l 
1         II         I     ff«    e« 

l  II  1      W«     tt« 


1         11         I      IC«     e« 

*-     <"*«"■  c«^  ^c«""""«?^  ^  •  6^ 

1       J|_^    _1_     J[^    «1^    w* 

1  11  1      to*     «« 

■*"  ^ä«  ■"  6«  ^  ^6*^""  P^^  c*" '  "o* 

gesetzt  wird: 


2C 

Hat  man  aber  Cr^i  mittelst  dieser  Formel  gefonden»  so  lasMo 
sich  0^  CD»  S  auf  verschiedene  Arten  linden.  Denn  nacb  to 
Obigen  ist  s.  B. 


0tmä$ttm  sehmttu  Oet  drHmi(§tn  EtHino4tit.  41  • 


«»0= ^,       ^.       cosO; 


aiao,    «reno  man  der  Kürze  wegen 


teizt: 

G08(o  ^neosB,    cosS  =  AcosO; 

folgBeh«    fregen  der  Gleichung 

« 

Bit  Besiehoog  der  oberen  and  unteren  Zeichen  auf  einander : 

1 


coadsdb 


VT+««  +  i« 


CO«  «  =  ± -7===== , 
VI +  *•+!« 

Auch  iat  nach  dem  Obigen: 

eoeo= j T"— icoaö, 

_     ^«^c»  "-äa)ga-t^    ^•^i5'"Ä"»^P*;?, 
dso,  wenn  man 


setzt : 


\ 


folglich  aaf  äholiche  Art  wi^  Torlür)  iHit  Beziehung   der  oberes 
und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


co86=db 


Vl+nHl  +  i^y 


V 


cos  ü =+--====? , 


Ob  man  in  diesen  und  den  vorhergehenden  Formeln  die  obe- 
ren oder  unteren  Zeichen  nimmt,  Ist  an  sich  ganz  gleichguTtig, 
da  man  dadurch  doib  nor  -eine  dufoh  dM  Fnnkt  (ucw)  gehende 
gerade  Linie  erhält^  wogegen  aber  wohl  kaum  noch  besonders 
darauf  nmgewiesen  zu  werdfen  braucht ,  dass,  wegen  c(es  doppel- 
ten in  dem  Ausdrucke  vom  G^  vorkommenden  Zeichens,  diese 
Grosse  immer  zwei  Werthe  hat>  ^i<^,  wte  auf  folgende  Art  leiebt 
gezeigt  werden  kann,  beide  reell  sind. 

Man  fibersieht  nftmüch  tetcbt^  dassHli«^  dben  durch  V  bezeich- 
nete Grösse  jederzeit  positiv  ist  oder  verschwindet,  welcher  letz* 
tere  Fall  offenbar  immer  eintritt,  wenn  die  Grössen  a,  b,  e  alle 
drei  unter  einander  gleich  ^Ind^  Sind  dagegen  nur  zwei  dieser  Gros- 
sen einander  gleich,  etwa  6  =  c,  so  Ist  nach  dem  Obigen 

y,^i^        1m?!^A       Ix«!?!      o/l        ix/1       li^    !?* 

also 

und  daher  pteitiV.,  '  Sind  endlich  did  G^ossetf  a*  b^  c  alle  drei 
unter  eii^uiufet  ul^gTölcb,   i^o  woll^  Mr  Minehttten,   iaäß 

a«  ^  6«  ^  c* 

sei;   dann  Ist  ^  "' 


•       ■  < 


i:in  »    » 


ond  da  dud 


ist,  8o  ist  V  offenbar  ämtik  in  dieaöm  Falle  Alettf  ^daithf.     ' 

Wean  ich  aüc^  die  f  vörhergeliefide  AtiflSatiiig  der  drei  Glei- 

COQlUBeil 


M> 


ff    '.  I»  ^  fr        —      Ä 

-^  CdS  0 -|- Xi^OS  <0  T"l  C08  o  =0, 


=  0, 


»       -.1  i         .      .      ,  M        "    ••     .    I 


die  zagUieB  Bwei  atlge^ineren  Anweh^ung  fähig  iet^  flir  beson- 
ders eiD&ct)  und'  elegant  halte ,  so  fOkrt  dieselbe  doch  nicht  sn 
ganz  syAilietriAdr  gebiWMen  F^Mneln»  nnd  ifib  will  daher  jetzt 
noch  ein^  andiär^  AnfldeVlBg  deV  dr^i  Aigeft  CfeMchungön  geben. 


DiebeideB  fmtm  i^leicbvii^ea  Icano  man  unter  dier  folgsoden 
F«ni  dai«teU#«; 


44 
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6*   co»d  ^c*  CO« 6 


CO8I0  C080 


eoBß  COBd 


und  bestinimt   man  nun   aus   diesen    beiden  Gleichungen  laent 
mittelst  eioer  leicht  anfsnlösenden    quadratischen  Gleichung  d«s| 

COSCD 


Bruch 


COS0' 


cos  o 
und  daon  den  Bruch  —^  mittelst  der  Formel 


cos  9 


cos  6 
cos  9 


cos  6  fi;  \a'  '  6*   cos  9, 

so  erhält  mao»  wenn  der  Ktirze  wegen  jetzt 

genetzt  wird,  leicht  die  folgenden  Ansdrfleke: 


CO« 


cosd 


coeS 
coe<) 


2«.  ^a_i^ 

in  denen  die  eiteren  nnd  unteren  Zeichen  sieh  anf  einander  Im- 
liehen.    Setzen  wir  der  Edne  wegen 

A_  «VI    l^  »VI    »Aj.«^/'*   m 

«yi     M-i.«*^'     M    •Vi    ^V 


*)  Dieaelbe  OrtMe,  welche  Torher  dnreh  Q  ketelduiet:  wmd«.    ß  !•( 
hier  der  feeeeerea  Symmetrie  mit  dem  foigeadea  9  weg«*  gewtttf  wordea. 


•  ist  mit  Bexiehaog  der  oberen  und  anteren  Zeichen 

eoso»  B-^VSI  C08Ö  9{^ySl 

'Zu    rTll^'        coeö    )ott    fc/1       l\ 


cos  8 


Mittelst  ieieliter  Kechnung  findet  man  aber: 


Uier  kann  man  auch  setzen: 


cos» 


^;ii*'6«V«'"aV  co«5      ^^•\c«Va*"^5*/ 

■  ■  ■  ■   ■         »       »m  ■  ja    ■       *■    ^  ■■         ^  ■     ■   ■■   ■ *y^  ■     ■    -  «MMMM^B^M       ( 


co8e"~      eTVÄ  C08Ö ""      ö|±vÄ 

immer  mit  Besiehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  aufeinander. 
Setseo  wir  aber 


so  ist 9  wie  leicht  erhellet: 

« 

cose> S'-^T  cosS  5+ 7* 

cos^  ^    11^  ^  /!_      1 A  '         cosö^^^j«    to /l       1  \ 


und  wsil  nun 


cos^^ 


-     /cos»\*     /cosSy 
^^Vcosö/  +  VSSö/ 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


Grumtrl:   l-eäer  diB  KHimmmn§  dir  ven,  UMnh 


C0800c=r. 


's  P?(p-?)'+?<*+«'+?<''-''' 


C08Q= 


wo  wir  aas  leiQhl  aas  ^^iq  Obigen  «raiclitiichen  GrOndeD  diese 
Cosinus  nicht  ripcli  mit  ü^ppettsn  VarzeicheD  geDotnmen  haben. 

Entwickelt  man  aber  die  Grösse  imter  dem  Warzelaelcbea  m 
Nenner^  ao  findet  man  nach  verschiedenen,  aq  sich  fceiner  Schlri^ 
riglceit  j^pterüleg^nde^  Transformatioflen,  4|s#  dieselbe  auf  den 
folgenden  iperkwfijrdigen  Ausdruck  gebrach!  w^dßo  kau? 

so  dass  also  N 

cosd  = 


3-» 


VÄ 


cos»  = 


(^?>T 


NatSrlich  kuij^te  mtn  diirdi  blosse  ^emecbselang  der  Buch- 
Uben  flir  cos  o  and  cos  c5  leicht  ganz  fibnlich  gestaltete  Fonnelo 
rie  für  cos^  angeben;  dann  ^firde  aber  immer  nocb  eine  beson* 
«re  CotersachiHig  über  AiB  Beziebung  der  Zeichen  in  den  For- 
leln  f&r  cos 9«  fesco,  cos^o  p5thig  sein,  die  sich  aber  nicht  ohne 
'mige  Weitläufigkeit  ansti^llen  lassen  dürfte»  weshalb  dieselbe» 
im  dieser  Abhandlung  nicht  eine  zu  grosse  Ausdebwpg  2U  geben, 
uT  jetzt  unterbleiben  mag,  da  ,dia  obigen  Formeln  zur  völlig 
inzweideutigen  Bestimmung  der  Winkel  B,  m,  c3  In  allen  Fällen 
D  der  That  vollständig  hinreichen,  wie  durch  das  folgende  Bei^ 
»piel  näher  erläutert  werden  wird.  Uebrigens  bitte  ich  die  in 
nnem  der  nächsten  Hefte  erscheinenden  ganz  allgemeinen  Unter- 
rachungeD  fiber  4h  Flächen  an  verglfBieben. 


IT. 

Pap    BotatioDS-EUipaold. 

Wenn  wir  die  Axe  der  z  als  Drehuogaxe  annehmen,   so  iß^/ 
io  Vorhergehenden    a=^b  zu    setzen.     Dadurch  wird,   wie  man 
leicht  findet: 


■od  wir  kSonen  also 


letxen. 

Nehmen  wir  nun   zuvOrdesst  im  Obigen  die  oberen  Zeichen, 
w  ist:  ,     ♦ 


4S  Grunert:   Oe^et  äU  MrMmmmn  der  warn  E^emm 

nod  die  GrOMe   unter  dem  Worselseicbeo  in  den  Neoaem  der 
obigen  Aoedrilclce  von  eouB,  cosa»»  €oec$  ist»  wie  man  l^cht  findet: 

^/l       1  Y  tt«-fe>   e»/i^+^  .  •P»\. 


also  ist: 


oder: 


Weil 


coeO  = 


"V  (^+^('^+^" 


eto 

CO0tt=5 


V(.'+.')C^+^ 


W  (^+^)C=S=^+S) 


C08^=^ 


cos  «0=3 


C08O=< 


Vl^  +  r*)  l  c«(ii« + e«)+iÄ»  f 
ahne * 

c«(tt«4-t)«) 
V(i*«  +  e«)|  <?*(«• +  ü«)+a«ir«r 


ist;  so  kann  man  anch  setsen: 

cosd  = ' 


COS«>=: 


COSIi>=^ 


weHiäeten  ScktHtie  des  drelaxigen  EUip9&idt.  49 

Neiijiieii  wir  feroer  im  Obigen  die  rniteren  2«eiciien>  so  ist: 

nd  die   GrSsse  onter  dem  Wurzelzeichen  in  den  Nennern   der 
bigen  AusdrOcke  von  cosBr  eosa,  coso  ist,  wie  man  leicht  findet  : 

kbo  i«t,   wenn  wir  die  Werthe  von  ö,  w,  ö  jetzt  durch  dj,  «j, 
)i  bezeichnen: 

Vii»+e«  V^ti«  +  ©• 

Bekanntiieh  ist  nach  dem  Obigen 

cos^-f  cosa^     coscS*  * 
o«        "  +  "■?" 

dto  ist,  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet: 

\    a*     "*'c*/  ■  a«c« 


a*c* 


vo  man  bei  der  Entwickelung  dieser  Formel  zn  beachten  hat,  dass 

c*(ii«  +  c«)  +  a%c«=  a*c* 

Ebenso  ist  nach  dem  Obigen 


C08gi*-f  COSCOi*         COS  Qt*  * 


tlso,  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

Thtil  XXVIU. 


erttntrt:    CMer  4tt  A'rimmmt  4er  «m 

Mittolat  leichter  Rechn«ag  ÜBdet  nao,  weil 

««*+e*= 3 


iat: 


'-'H^*^' 


3 


mid  weil  nuD  bei  dem  Ellipsoid  g* — w^  nie  ne^^tiF  Min  kasD,  i 
hat  R — Ri  gleiches  Vorzeichen  mit  e* — a*,  woran«  sich  nad 
dem«  was  in  IIL  bewiesen  worden  ist.  Folgendes  ergiebt: 

Wenn  a^c  ist,  so  ist  R  ein  Minimum  und  Ri  ein  Majcmmn 
wenn  dagegen  a  ^  c  ist,  so  ist  R  ein  Mazimoai  md  Ri  et 
Minimum. 

Es  i«t  klar,  dass  tes  im  vorliegenden  Falle  verstattet  i^ 
ezsO  xa  setzen.    Dadurch  erhält  mani 

eos Bz:^  '  j.~     .    ==  t     cos 0=0,    coso  =  —  77 


«•^U+s^;  — Ä*— = — ?? — • 

und 

COS0|=O,     COSfl0i=:±l,     cosö|  =  0; 

Also  ist 

11  _        a^c*  c* 

ÄÄ,""(e*if»+a*tc«)«' 

Aus  den  in  III.  fär  das  allgemeine  dreiaxige  Ellipsoid  beim* 
seaoB  Relationen  ergiebt  sicbi  wenn  man  0=6,  o=0  «etat: 


tHIUtettM  »chimtt  Oh  aretaxtffm  MU^tMH». 


»t 


1 

1 
1 

i+1 

1     1 

R 

V«*  ^  c«; 

d  mittelst  leichter  Rechnung  I&sst   eich«    ivenn  man   nur   die 
eicbung 


1 


rdckaichtigty  seigen,  dase  die  vorstehenden  Relationen  in  der 
tat  vollständig  jnii  den  obigen 


Üie  obigen  Resultate  wifd  man  rückäichtlich  der  Lage  der 
aoptschnitte  leicht  geometrisch  zu  deuten  verstehen,  was  ich 
iber  hier  nicht  weiter  erläutern  will. 

Eben  so  unterlasss  ich  der  Kfirse  wegen  die  keiner  Schwie- 
gkeit  unterliegende  Ableitung  noch  mancher  anderer  merkwfirdi- 
er  Relafioiien  ans  dem  Obigen»  weil  dieMibeii  dem  grOssern 
Mk  nach  iwn  anderen  SchriftsleHem  schon  Air  FlSebea  Hber- 
wpt  bewiesen  werden  sind. 


4- 


ünf0räim00r:    VtUr  alt  S€§w$$ni€  der  KU^m  «.  M^perM, 


II. 

Ueber  die  Segmente  der  Ellipse  and  Hyperbel,  in 
EHipsoides  und  des  zweitheiligen  Hyperboloides. 

VOD 

Herrn  Franz  Unferdiugtr, 

LcbeiitT«ralcberoiigt-Calciiltttor  der  k.  k«  p,  Asicada  AmcviM» 

mn  Trieit, 


I.     Die    E 1 1  i  p  ■  e. 

1)  Beschreibt  man  am  den  Punkt  O  (Taf.  II.  Pig.  9.)  als  Mit 
telpaokt  zwei  Ellipsen  AA^  and  A'A\,  deren  honudoge  B&ibaxd 
OA^a,  OA'=:a'  und  OB=b,  Oi?" =6' die  geroeiDscbaftlicb« 
Richtungen  Ox,  Oy  haben  und  ist  a=:Aa',  6=AA',  A>1»  so  du 
die  Aaen  beider  Ellipsen  in  Proportion  stehen,  so  ist,  wenn  «^ 
O  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x^  y  und  Ox,  Oy  sa  Co« 
dinatenaxen  wählen,  die  Gleichung  der  Ellipse  AA^ : 

und  die  Gleichung  der  Ellipse  A'A\i 

C2)  ?5+f3=l   oder    ^+jT  =  Sr5 

und  die  Ellipse  (2)  ist  wegen  der  Bedingung  A>1  tod  derEIlipi^ 
(1)  umschlossen.  Sind  Xi ,  yi  die  Coordinaten  eines  Pnoktea  Jf 
der  inneren  Ellipse  (2),  so  dass  auch 

(8)  y+^  =  is' 
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bat  mao  aU  Gleicbuog  der  io  dieaem  Piinkta  berfihrendaa 
raden  LWi 

^  y — «*yi'+*v:* 

Diese,  an  die  ionere  Ellipse  gezogene  Tangente  LK  achneidet 
I  der  äusseren  Ellipse  AA^  ein  gewisses  Segment  LM'N  ab, 
cen  Grosse  im  Voraas  als  eine  Function  der  Coordinaten  se^ 
des  Berfihrangspunktes  M  zu  betrachten  ist,  und  welche  im 
efafolgenden  bestimmt  werden  soll. 

Za  diesem  Zwecke  suchen  wir  zun&chst  die  Coordinaten  Xo, 
nod  iV,,  Ny  der  Punkte  L  und  N  zu  bestimmen,  in  welchen 
an  die  innere  Ellipse  gezogene  Tangente  (4)  die  Süssere  EU 
»e  (1)  sehneidet.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (2)  und 
die  Ordinate  y,  so  ergibt  sich  leicht  die  Gleichung: 

f,  wenn  man  nach  x  entwickelt  und  ordnet: 
1  Uenuis  mit  Rficksicht  auf  die  GieichoDg  ^ : 


a> 


^  aber  oacli  (3) 


I 


a» o* 


f  80  geht  die  Gleichung  über  in : 

J5)  (^«x,)«-.(/i»-.l)2^*=0. 

«  Warzelo  dieser  Gleichung  sbd  die  Abselssen  X«,  Nm  der 
irchschnitte  £r,  iV,  und  zwar  ist: 

(6)    L,=art+VÄ5Crr.2|Ä,     iV,=ari^VTPrZT.  Ijj . 

Q  die  zQgehSrigen  Ordinaten  zu  finden,  setzen  wir  diese  Wetthe 
^tt  X  in  die  Gleichung  (4)  und  erhalten  sofort: 
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m 


witf  ▼«rmflge  4er  Gleiehtmg  (3): 

Durch  die  Gleichaogeo  (6)  and  (7)  ist  nonmehr  die  I 
Punkte  L  und  N  aof  der  äusseren  Ellipse  AAx  Tollkos 
stimmt    Ans  diesen  folgt  snniclist 


(8)  x,Ä — g — ,    yi—     >^'  ^> 

woraus  hervorgeht»  dass  der  Berihmngspuniit  If  stets  il 
telpnnkt  der  Sebse  UV  Hegt 

J 
Ziehen  wir  nun  an  die  ftoesere  Ellipse  AAi  eine  T 

Tt,  welche  zur  LN  parallel  ist;   sind  «y  die  Coordiad 

Berührungspunktes  M\  so  ist  die  Gleichung  deiselbeo 

b^x»         b* 

aoB  diese  Gerade  mit  jener  I^N  pafallel  sein,  so  mü^ 
äHi  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  Coefödeij 
Glieder  mit  x  in  beiden  Gleichungen  einander  gleich  seisi 

(10)  <=r^; 

9       &i 

wttU  s',  y'  die  Ceordbialen  eiMs  Punktes  der  BIIip«e  ^ 
so  Ist  auch  I 

iittd  es  kteD.ee  senaek  ans  den  Glelehnngen  (1^  imM 
Coordinaten  x*,  ^  des  Betfthrungspniihtee  inuner  bflredl 
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feil,    fai  der  That,  weil  nach  (10)  y  =  ^.x'.  so  erhalt  man  durch 
lubstitntion  in  (11) 

h        lit^    =1    oder    :r^(^%^)=*,*,       ^=A«*,«; 


lithin 

WeH  nadi  (10)  immer  ->=^~^  sein  mass,  eo  bexleKen  eicAi 

lie  enteren  nnd  oberen  Zeichen  auf  einander  und  es  gibt  sonach 
ivf  der  Ellipse  AAi  immer  swei  Pnnicte»  deren  Tangenten  mit  der 
^ebenen  Richtong  LN  parallel  laufen.  Wir  wählen  von  beiden 
hnkten  denjenigen,  deeeren  Coordinaten  af^  ^  mit  Jenen  Xi»  yi 
afeerlef  Vorseichen  haben,  d.  b.  wir  setzen 

(12)  iKf^^hx^.   y=+*yi. 

M  dass  also  die  beiden  Parallelen  LN  nnd  Tt  in  ßesug  auf  den 
isfangspunkt  O  auf  derselben  Seite  liegen  und  das  zwischen  ihnen 
lie|rende  elliptische  Segment    den   Mittelpunict  der  Ellipse  nicht 

enthüt 

Aus  den  Gleichungen  (12)  folgt  nach  Elimination  von  h^  x'iy' 
^^i^^i»  mithin  liegt  der  Berührungspunkt  M'  auf  der  durch  den 
Cn^rung  O  und  durch  den  Punkt  M  gezogenen  Geraden  OM'. 

Denken  wir  uns  zwischen   die  beiden  Ellipsen  AAi,  A'Ai 

fAw  dritte  Ellipse  beschrieben,  welche  ebenfalls  ihren  Mittelpunkt 

a  6 

10  0  imd  ihre  Halhaxen  t-  und  -r   auf   Ox  und  Oy  hat»  wobei 

ftUo  iL  zwischen  I  und  h  liegt»  (1  <iE;<A)^  und  zieht  wan  an  diese 
Ellipse,  deren  Gleichung  ist 

eine  zur  Tt  paraRete  Tangente  in,  nnd  sind  Xi\  yi'  die  Coordi- 
n&ten  des  Berfihrungspunktes,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

(")  3f=-S55i7.^  +  i^, 

dod  man  hat,  da  die  neue  Ellrpse  (13)  zu  jener  (1)  in  derselben 
Beziehung  steht,  wie  die  Ellipse  (2),  indem  man  in  den  Gleichun- 
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gen  (6),  (7)  und  (12)  die  VerhUtnisssahl  *  statt  *  setzt  nod  x 
3fi  in  Xi\  gl'  verwandelt: 

* 

(15)     l,=yi'-V*^i:^.     n,=y/  +  ^ri^l.^'; 

wenn  wir  mit  /«»  iy  and  ns»  fiy  die  Coordinaten  der  DorciwchDit 
punkte  /  imd  n  bezeichnen.    Aus  den  Gleichungen  (16)  folg:! 

v*o;  *i  —  — 2     *     jfi  —  — '^     f 

folglich  liegt  der  Berührungspunkt  {xx*  yx)  auf  der  Mitte  m  der 
Sehne  /n.  Aus  den  swel  letzten  der  Gleichungen  (15)  aber  fol^tl 
Xi':yi=sx':g',  folglich  liegt  der  Punkt  (xi',  yi)  auf  derGenda 
OW,  welche  letztere  daher  die  Sehne  In  in  ihrem  Ifittelpaokte! 
m  durchschneidet 

Ist 

(A)  y=A'x  +  B' 

die  Gleichung  irgend  einer  Geraden»  so  ist  bekanntlich  der  Ab- 
stand P  des  Anfangspunktes  O  von  derselben  durch  die  Glei* 
chung  gegeben: 

worin  das  Zeichen  immer  so  gewählt  werden  muss,  das«  der  Ab- 
stand P  positiT  wird.  Bezeichnen  wir  also  mit  p  und  p'  die  Ab- 
stände des  Anfangspunktes  von  den  parallelen  Tangenten  (9)  ood 
(14),  so  ist 

(17)       r-    j  ^  ,    "'*• 

*« 
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der,  da  vemioge  der  Gleiehangen  (15)  Xi'=z-r-p   yi'r=^    ist, 

(18)  >     1  '^     _.^g. 

« 

oithiD,  wenn  wir  den  Abstand  der  beiden  parallelen  T^genteo  h., 
md  Ti  mit  q'  bezeichnen,  so  ist 

(19)  p_p/  =  ,.=p_£=:*=i.p, 

$0  dass  also  der  Abstand  q'  als  eine  Function  von  A;  erscheint, 
[fieraus  wird  der  Abstand  q  der  parallelen  Tangenten  LiVund  Tt 
gefimden,  wenn  man  A:=A  setzt;  es  ist  also 

(20)  «  =  ^./»- 

WeoB  wir  jetzt  die  Verhältnisszahl  k  als  variabel  bettachten 
«od  diese  Grosse  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  A  anneh- 
men lassen,  so  werden  die,  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellten 
Tangenten»  welche  den  aufeinanderfolgenden  Ellipsen  (13)  ent- 
«prechen,  das  zwischen  den  Tangenten  LN  und  Tt  enthaltene 
S^egmeot  in  eine  unendliche  Anzahl  von  Streifen  zerlege«  von  der 
Breite  dq'.  Der  Inhalt  eines  solchen  Streifens  ist  das  Differenzlal 
des  Inhaltes  des  Segmentes.  Bezeichnen  wir  dieses  letztere  mit 
iF  und  den  Abstand  In  mit  R^  so  ist  also 

dF^^  R .  dq^ , 
oder  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrirt: 

(J)  F—j'^R.dq'. 

o 

Nqd  ist  aber  offenbar 

R=  V"(t-n*)«  +  (%-.^)« 
<Mler,  weil  aus  den  Gleichungen  (15) 


a  k  a 


folgt: 

S  V     6*  o^  k  ab 


rjj'l 
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folglich»  weon  man  diese  Wertbe  in  das  Integrale  (/t)  «aMtuH 
(He  coDstanten  TfaeHe  vor  das  IntegralseicfaeD  ^tzt  uod,  den  An- 
fordemngen  der  Gleichaog  (19)  entsprechend,  die  btt^nttioos- 
grenzen  0  und  g  in  jene  1  und  h  nmsetzt: 

oder  mit  Racksicht  aaf  die  GleicIniiK  (17) : 

naeb  den  Lebren  der  Integralrechnung  ist  aber  bekanoflleft: 


/ 


— jj — i£^=|(ArcCo»^ jj — l+C, 


also»  wcBD  man  dieses  Integrale  awischen  den  Grenzen  1  usdA 
nimni: 


/ 


wird  dieser  Werth  des  bestimmten  Integrals  in  obigen  Aosdrack 
fhr  den  Fifichenraum  F  snbstitnirt,  so  erfaSlt  man  eodlicb: 

(22)    .  F=a6. {ArcCosj--^—}; 

der  Flächenraum  F  ist  also  von  den  Coordinaten  Xi,  y^  des  Ponktes 
M  unabhängig,   folglich  flir  alle  Paukte   der  Ellipse  (2)  cod 
stant  —  Nach  dem  Obigen  gUt  nonmebr  folgender 


1.    Lehrsatt. 

* 

Stehen  die  glelchliegenden  Axen  zweier  concentn* 
scher  Ellipsen  in  Proportion,  so  schnettfet  jede  an  die 
innere  Ellipse  gezogene  Tangente  von  der  Sasserefl 
Ellipse  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab  und  das 
von  der  äusseren  Ellipse  hegreozte  Stück  der  Tangente 
wird  stets  durch  den  Berffbruogspunkt  halbirt 
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Attmerkaog.    Dieser  Lehmalz  kaim  auch  doveb  4ie  Lekfti 

TOD  den  Projectionen  bewiesen  werden,  weil  die  beiden  EUipseo 

als  die  Projectionen  zweier  concentriecher  Kreiae  betrachtet  wer- 

ü 
den  ktSDnen,  deven  Radien  a  und  t-  abd  und  deren  gemeinachaft- 

liehe  Ebene  sur  Projections- Ebene  unter  einem  Winkel  geneigt 
tat»    der  —  xum  Coainos  hat.    Ea  M  jedoch  diese  Methode  der 

Beweisföhrung^  welche  ich  hier  in  Kürae  erwähnte,  ungangeo 
worden,  weil  aie  auf  die  Hyperbel,  fär  welche  apäter  ein  ähnlicher 
Satz  bewieaen  werden  aoU,  nicht  angewendet  werden  kann  und 
dadurch  die  Gleichförmigkeit  der  Darstellung  Terferen  geht. 

3)  Jetzt  wollen  wk  noch  deo  Schwerpunkt  ehtea  aolchen 
elliptischen  Segmentes  zu  bestimmen  suchen.  Wir  bedienen  uns 
bierso  der  bekannten  Gleichungen 

(C)  F.X=fsx'.dF,    F.T=fyi'.dF, 

wobei  X  und  F  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  FlSchen- 
raume  F  und  a?|',  yi  die  Coordinaten  des  Schwerponktea  des 
Differenziala  dF  bezeichnen.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

a:i'dF=zxj,'Bdii'=2abx'     *][f  ^  rfA> 
mithin,  wenn  man  von  kzszt  bis  k^^h  integrirt,  so  hat  man: 


/*  Vife*— 1 
^      dk, 

^  ^    dk. 


Nun  lat  bekanntlich 


J  —iT-dli-' 3j^5 +  G 


miAlB 


r' 


*  V^— 1  rfji_^(**-*)* . 


* 

setzt  man  diesen  Werth  des  bestimmten  hlegnls   in  die 
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geAmdenen  Gleichungen  und  zugleich   ffir  F  seinen  Werft  los 
(22),  so  hat  man:  * 

aAlArcCos  ^ p — \X=2abx'. — ^  g^,       -» 

und  hieraus  folgt: 

(23) 

F-»  ^(*«"^1F        .y'    ,  V(A«-l)' 

*»ArcCoi»J— VA«— 1  *«ArcCoaj— V^JP-l 

Setzt  man  der  Kürze  >^*egeti 

(24)  jy=r^. -^       ~ 

2  V*(A*— l)» 

so  wird 


./  ^/ 


(25)  A=J,     r  =  ^; 

mithin  ist 

x'=zH.X,       ^  —  H.Y 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  x'  und  y'  in  die  Gleichung  (II) 
setzt  und  dann  durch  H^  dividirt,  so  erhält  man: 

^v  JP  .    F»       1 

(26)  S«+6*=B*' 

die  Schwerpunkte  der  Segmente»  welche  den  Ferschiedenen  PodIl- 
ten  {x'y'\oA%t  beziehungsweise  jenen  (x^^yi)  entsprechen,  liegen 

also  auf  einer  concentrischen  Ellipse«  deren  Halbaxen  jj  und  -n 

sind;  die  Gleichung (26)  bezeichnet  sonach  den  geometrischen 
Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente ,  welche  durch  beliebige 
Tangenten  Lti  der  inneren  Ellipse  A'Ai  von  der  lussereo  AAi 
abgeschnitten  werden. 
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man  aus  den  GleichuDgen  (2B)  die 
7i  so  ergibt  sieh  die  Proportion:  af  \jf-=-X\  F;  der  Schwerpaokt 
les  dem  Punkte  {x'y')  entsprechendeo  Segmentes  liegt  also  aaf 
ler,  durch  den  Ursprong  O  uod  durch  den  Punkt  (x*^)  gehenden 
Geraden;  er  liegt  aber  auch  auf  der  Ellipse  (26),  folglich  liegt  er 
m  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  jener  Kurve. 

3)  Die  bisher  abgeleiteten  Formeln  zur  Bestimmung  des  FIft* 
iheoraumes  und  Schwerpunktes  gewisser  elliptischer  Segmente 
cSnnen  auch  gebraucht  werden,  um  den  Flächenraum  und  den 
Schwerpunkt  eines  Segmentes  zu  bestimmen,  welches  eine  belie- 
bige Cierade 

(27)  yr=^Ax^B 

von  der  Ellipse 


(•)  5  +  ^=» 


abschneidet.    Betrachtet  man  die  Gerade  (27)  als  Tangente  einer 
Ellipse,  deren  Halbazen  -r  $   -r  sind,  und  sind  Xi ,  yi  die  Coordi* 
Daten  de»  Berfibrungspunktes,  so  dass  auch 
(»)  '     yi=:Ax^  +  B, 

so  muss  diese  Gerade  mit  jener  (4)  nothwendig  identisch  sein. 
Man  hat  also  ' 

woraus  leicht  folgt: 

wtzt  man  diese  Werthe  von  Xi ,  ^^  in  die  Gleichung  (28),  so  er- 
hält man: 

jpj  =  — ^+B    oder    6»=:-a«il«+A«Ä«, 

mithin 

Da  nun  a,  b^  A^  ß  \n  den  Gleichungen  (1)  und  (27)  der  Ei- 
Kpie  und  der  Geraden  gegeben  sind,  so  ist  auch  A  bekannt  und 
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die  GUdiaag  (38)  gibt  aisdaaa  den  f^Mocirteii  FÜdMutm  d» 
8o;^ann><in     Feuer  felgt  ans  den  Gieiehnngea  (^ 

oder  weil  nach  (20) 
eo  wird 

(30)     *=-i7=^=^i^=fi'    y= 


Ist  also  die  Gleichnng  (27)  der  Geraden  und  jene  (1)  der 
Ellipse  gegeben,  so  rechnet  man  mit  Hilfe  der  Formei  09)  die 
Verhältnisszahl  A,  aas  (24)  H,  aus  (30)  x*  und  y  und  aisdaan 
geben  die  Gleichungen  (25)  die  Coordbaten  des  Schwerpaoktii. 

1.  Zusatz.  Der  Natur  der  Sache  nach  muss  A>1  seto, 
d.  fi.  es  mnss  a*^«|-6*>^  sein,  was  mit  den  Lehren  der  aoa- 
lytiscben  Geometrie  im  Einklänge  ist,  denn  diese  Relatioo  ist  Ke- 
Icanntlich  das  analytische  Kennzeichen ,  dass  die  Gerade  (27)  die 
EUipse  (1)  schneidet.  —  Ist  t^Ä^^V^^B^,  so  wird  A=1,  f=:0 
Xx^s^ac^ 9  yi=:^;  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Gerade  (27)  eise 
Tangente  der  Ellipse  (1).    H  erscheint  zwar  unter  der  nnbestifliffl* 

ten  Form  jv  >    man  überzeugt  sich  jedoch  leicht  durcfa  Difefea- 
ziation»  dass  ftir  A=l 

Are  Cos  jf W-  _±_^ 


V(A*-1)»         ""3*^ 

mithin  anchi7s=l  Ist,  und  es  wird  J(=x',  F=y,  indem  der  Ponkl 
(4^y)  s^io  «igeMT  Scfawerpvnkt  ist 

2.    Zasats.    Ist  fisO,  d.  h.  geht  die  Gerade  (27)  durcbden 

Mittelpunkt  der  BlHpae»  so  wlrd*Äco,  ArcCosyss^,  — JP""^*' 
also  F^=\abrt  gleich  der  halben  Ellipse;  ferner 

^   ArcCosy gg—        3^ 

Ä«  A 
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Bithia 

-._*'_      4  a*A  v_«l_±  6* 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  sonach  die  Lage  de«  Schwer- 
pankte^  einer  beliebigen  halben  ElUpae. 


II.    Die   Hyperbel. 

1)  Beschreibt  man  nm  den  Punkt  O  (Taf.  IL  Fig.  10.)  als  Mittel- 
pimkt  swei  Hyperbetn  AAi  und  A^Ai^,  deren  homologe  Halbazen 
paarweise  auf  den  recbtinnkligen  Coordinatenazen  Ox,  Off  liegen 
und  sich  besiehuogsweise  zueinander  verbalten  wieIzA»  sodass, 

wenn   wir  OA^a,    OB^b,   A<1   setzen,    OA*=^,  OB'^j 

wird,  80  ist  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  O  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  indem  die  Scheitel  beider  Hyperbeln  auf  der 
Absciseenaze  liegen,  die  Gleichung  der  Hyperbel  AAii 

(»)  ^-^=» 

QDd  die  Gleichung  der  Hyperbel  A'Ai': 

Beide  Hyperbeln  haben  gemeinschaftliche  Asypnptoten  und  wegen 
der  Voraussetzung  A<1  wird  die  Hyperbel  (2)  von  jener  (1)  um- 
schlossen. —  Sind  Si9  ffi  die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber 
bestimmten  Punktes  M  der  inneren  Hyperbel  AAx\  ao  das«  also 
auch  die  Gleichung  besteht: 


so  ist  die  Gleichung  der,  in  diesem  Punkte  an  die  Hyperbel  ge- 
zogenen Tangente 

Diese  an  die  innere  Hyperbel  A'Ax  gezogene  Tangente  LN 
wird  von  der  äuseeren  Hyperbel  AA^  ein  Segment  abschneiden, 
dtssen  Grdsse  im  Allgemeinen  ale  eine  Function  der  Coordinaten 
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^i*  9i  d®^  Punktes  M  zo  betrachten  mt    Diefles  Sagmeat 
im  Nachfolgenden  bestimmt  werden. 

In  dieser  Absicht  bestimmen  wir  vorerst  die  Coordinateo  Li 
Ly  und  Nx,  iVy  der  Punkte  L  und  N,  in  welchen  die  an  dn 
innere  Hyperbel  gezogene  Tangente  (4)  die  Süssere  Hyperbel 
schneidet.  Eliminirt  man  aus  den  betreffenden  Gieichongen  (1 
und  (4)  die  Ordinate  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder  wenn  man  nach  x  entwickelt  und  ordnet: 

und  hieraus  mit  Anwendung  der  Gleichung  (3) : 

j:*-iri.Ä  +  j^(6«+A*y,*)=0, 

man  hat  aber  nach  (3): 

*i*-]^(*'+A*yi«)=^(&«+*«»i*-6*-A*»i')=(l-*«)^. 
und  so  geht  obige  Gleichung  fiber  in: 

(5)  (.r~*,)«-(l-A»)^'=:0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  geben  die  Abscissen  der  Dorch- 
schnittspunkte  L  und  N  d.  i.  Lg  und  Nst  man  hat  also 

(6)     X,=:r|+VT^^.^,      iV,=jrt-Vi~"A«.^*; 

setzt  man  diese  Werthe  nach  und  nach  in  die  Gleichung  (4),  so 
erhält  man  die  Ordinaten  dieser  Durchschnittspunkte: 
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1er  Termine  der  Gleichung  (3):'  .  >.    i  . 


.1       v 


(7)  Xv=y,+VT::p-^.      iV,=yi-Vi'-*»-^- 

Darch  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  die  Lage  der  PenlctB 
\  und  iV  auf  der  äusseren  Hyperbel  AAx  yollkommen  beatimint. 
108  diesen  Gleichungen  folgt  auch 

(8)  aftfe= — -Ty *      S\^^       ^  ■       * 


rorauff  eiDleuebtet«  dase  der  BerQhnirngsputti&t  ilf  et^M'rni  MH- 
elponkt  ^  Sehne  LN\\^^  ''        .    • 

Ziehen  wir  an  die  äussere  Hyperbel  eine  zur  Geraden  LN 
nrallele  Tangente  oiid  beseichnen  die  Ceerdinaten  des  BerMfi^ngs- 
panktes  mit  aß't  ^»  so  dass  aoeh  ' '      '    >        ,  . » 


Mist  die  Gleichung  dieser  Tangente  i-tli 

sott  diese  Gerade  mit  jener  (4)  parallel  sein»  so  mds^^eii  dif 
Coefficienten  von  x  in  beiden  Gleichungen  identisch  sein,  und  hier- 
au  folgt  die  Bedingungsgleichung 

(11)  .       ^  =  51. 

Aus  den  Gleichungen  (9)  und  (11)  kann  man  unmittelbar  die 

Coordinaten  x*,  y*  bestimmen.  Weil  nach  (IT)  y'=:5?.ar',  so  Er- 
halt man  durch  Substitution  in  (9) 

mithin 

iiad  es  ist    ..       .    .  :.■••.: 

wttl  nun  nach  (11)  immer    -7=:—   sein  imuss»   so   bezieheir  sich 

y    y\ 

Theil  XXVIII,  5 
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die  anteren  and  oberen  Zeichen  Aof  einander  end  ea  fßhfk  «Im  «rf 
der  Hyperbel  AA^   offenbar  zwei  Punkte,  deren  Tangonten  a> 
einer  gegebenen  ÖBraden  LN  parallel  laiifen.  -^  Vqu  dicmen  zwei 
Punkten  wählen  wir  denjenigen»   dessen  Coordinaten  jp*,  ^  nii 
jenw^i»  Vi  ^Äo^rl^i  V«rzei^hen  haben«  d.  h.  wir  selseo 

(ß)  :r'=+Aari,        3r'=  +  %, 

60  dass  die  beiden  parallelen  Tangenten  LN  and  Tt,  zwiscbto 
welchen  das  zq  bestimmenda  Segment  üilf'^  enthalten  ist,  io 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  O  auf  derselben  Seite  liegen.  Ans 
4f a  z^|i>«i  legten  Gleichung^  folgt  aueb  die'  Propertlen  «' :  f 
=  Xi  :  yi ,  der  Punkt  It!'  liegt  daMr  auf  der  GeraAeQ »  welche 
durch  den  Ursprung  und  durch  den  Punkt  JH  geht. 


fHokm  wir  «na  awiaehen  die  beiden  HypeiMfl  AAi  «aJ 
A'Ai'  eine  dritte  concentrische Hyperbel  coostniirt,  deren  mit  deaaa- 
dem  gleichliegendje  Halbazen  sich  zu  jenen  der  Hyperbel  (1)  mt 
l:k  Terbalten,  so  dass  also  k  zwischen  1  und  A  liegt  und  die 
Relation  stattfindet  1  >  A  >  A ,  und  zieht  man  an  diese  Hyperbel, 
deren  Gleichung  ist 

(*3)  ^  —  g2  *a  Jä 

«ine,  mit  der  L2V  parallele  Tangente  /n,  so  wird  dieselbe  darch 
Ali  GMchung  dargestellt 

wenn  Xi',  y^'  die  Coordinaten  des  Berührnngspnnktea  sind.  Fer- 
ner hat  man»  da  die  neue  Hyperbel  ^13}  zu  jener  (1)  in  derselben 
BedUhimg  steht,  wie  die  Hyperbel  (2),  lüd^m  man  ttar  den  Glei- 
dfupf  en  (6)».  (7),  (13)  die  Verbftitni^i^zabl  *  «Utt  h  s^tat  nad  »i. 
fßi  in  ^iV  fßt   verwandelt: 

wobei  /x,  ^  und  nxt  ny  die  Coordinaten  der  Durchschnitte/ 
n  bezeichnen.    Ana  dteaen  Crleichu^lui  Mgt 


dH  SHiß9atäm  und  äe$  MfiHiMH/igtn  tiyper^tMe9.  ^         ggr 

ler  Punkt  (^ri'jfiO  Hegt  soteob  ftitf  der  Mitte  der  Sehne  ln\  aus 
ten  Gleicbnngen  (15)  folgt  auch  die  Proportion:  Xi'iyi'^s^iu', 
ronach  dteser  Punkt  anf  der  Geraden  OIV  Itegt^  mittiln  durcTi- 
ichneidet  diese  Gerade  Me  Sehne  In  in  ihrem  Mittelpunkt  m. 

Es  sei  p  der  Abstand  der  Tangente  (10)  vom  Anfangapnnict 
lad  //  jener  der  Tangente  (14);  alsdann  i«t  nach  ^ifn  Glficiwn- 
^  (A),  (B): 


I   •  > 


(17) 


.  6« 


P'  = 


o: 


_«: 


«der,  da  nach  (16)  X|'  =  -r  >    yi'  =  ^- ,  auch 

nitUn,  wenn  wir  den  Abatand  der  parallelen  Tangenten  In  nu4 
Tl  nut  9'  bezeichnr n : 

/loix  #  f     j^  1-*-*        ' 

(19)  p'-p=?'=f-p=nr"^' 

50  daas  also  der  Abstand  g'  als  eine  Fnnctien  von  i  eraeheint. 
Ist  ks^hg  so  wird  g'^=g  gleich  dem  Abatand  der  parallelen  Tan- 
genten LN  und  7ly  d.  i. 

1-— Ä  '  * 


Betrachtet  man  k  ala  eine  yeranderliche  GrOaae  nnd  iSaiit  sie 
sQccessive  alle  Wertfie  von  1  bis  k  annehmen ,  so  werden  dfe  be- 
rührenden Gfiaden  (14)«- weiche  den  aufeinandeifpigeodian  Hyper- 
beln (13)  entspv0cfaen,  das  zwischen  den  paraüeten  Tangenten 
LN  nnd  Tt  enthaltene  Segment  in  eine  unendliche  Anzahl  von 
Streifen  urlege»  •m)»  4er  BreHe  dq*.  De«  Flttcbeninlittte  cM« 
solchen  Streifens  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  des  Segmentes; 
folglich,  wenn  wit  dieses  letztere  mit  dF  «nd  die  Distanz  In  mit 
i2  bezeichnen  5 

5* 
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dFzsR.dq', 
aitthio,  wenn  man  awischen  den  Grenzen  0  und  q  iDtegrirt: 

0 

■an  ift  ab«r  bekanntlich 

Ä  =  V  (/,-!»»)«  +  il,—n^. 
oder,  weil  ava  den  Gleicbaogen  (16) 


/.-«.  =  2  Vl^=P.  ?^ =2  Vi— *•.  ^ , 

folgt : 

ferner,    wie  man  aus  der  Gleichung  (19)  leicht  findet: 

-  ,  dk 

folglich  9  wenn  man  diese  Werthe  in  das  Integral  (^ -substitiiirt, 
die  Constanten  Theile  vor  das  Integralzeichen  setzt  und  ugleicb» 
nach  den  Anjforderangen  der  Gleichung  (19) »  die  Integrationsgres* 
Ben  0  und  q  in  1  und  h  umwandelt: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (17) : 

/**   VI— A* 

\ 

4 

ran  ii|t  aoa  der  Integralrechnung  bekannt,  dasa 

y  — p— ««=411« ^ p— i+c. 

alaei  iMnn  man  dieaea  Integral  xwiaehen  den  Grensen  1  und  A  eitoat: 


»Vr^^.    ,..  i  +  yTü^    VT^ 


1 


I; 


Mes  rakstitoirt»  nnd-mao  hat: 

(22)  Ft=:a6.| — jp Ig ^j ). 

ler  FlSchenranin  des  Segmentes  LM'N  ist  also  von  den  Coordl- 
aten  ^r^  ,  t/i  des  Punktes  JU  unabhängig,  folglich  ffir  alle  Ponkta 
er  inneren  Hyperbel  constant    Es  gilt  also  auch  folgeQ^nr  .. 

ff 

2«    L  e  h  r  s  a  t.s. 

Stehen  die  glelcbliegenden  Azen  aweier  eoncen- 
riscber  Hyperbeln  in  Proportion«  so  schneidet  jede 
D  die  innere  Hyperbel  gezogene  Tangente  von  der 
usBereo  Hyperbel  Segmente  von  constantem  Inhalt 
kb  nnd  das  von  der  äusseren  Hyperbel  begrenzte  Stück 
ler  Tangente  wird  stets  durch  den  Berfihrungspunkt 
lalbirt. 

Zusatz.  Wenn  man  in  den  zusammengehörigen  Gleichungen 
[1),  (2)  nnd  (22),  welche  den  eben  ausgesprochenen  Lehraati  In 
nch  enthalten,   mittelst  der  Relationen 

die  der  äusseren  Hyperbel  angehörigen  Grossen  a  und  6  elimi- 
nirt  und  dafär  jene  a' ,  b'  einfährt ,  so  erhält  man: 

nid  wenn  man  A=0  setzt,  wodurch  auch  a=:0,  6aO  wird,  «o 
redadren  sich  dieselben  auf  folgende : 

(?3)  3f=±-, .«, 

(24)  ir,-fr.=  l. 

(28)  f  =  a'6', 

» 

1  +  VT=^** 


(1  +  Vl— A"\*.* 


mitbin 


»..,,1+vp?^. 


i(L 


Die  Gleichang  (23)  beseicbnet  jebf  4le'  A^yttplDtM  der  Hf 
perbel  (24)  und  F  den  Flächen  räum,  welcheo  eine  beliebige  Tan- 
gente dieser  Hyperbel  von  dem  Asymptotenwinkel  abechnei^et 
Der  von  mir  im  Archiv  Tbl.  XXVII.  S.55.  bewiesene  Lehrsati 
iill,  #l9o  1»  dem  obw  dadadrteo  ala  «praeHer  Fall  entbakea. 

AAtiierknAg.  Im  Votbergeheiiden  wnrde  der  PiiebeDmm 
eine»  DlHptidcben  oder  hyperboligehen  Segmeotei«  welcher  eiiwr 
durch  awei  bestimmte  Punkte  L  und  2Vder  Kurre  gehenden  Sehne 
LN  entspricht,  dadurch  bestimmt,  dass  wir  das  parallel  mit  der 
Sehne  LN  genommene  Diferenzial  desselben  als  Function  einer 
gewissen  VerbältDisszabl  k  darstellten,  —  also  nach  einer  tod  der 
gKdlfbArai  abw^feheütlM  Methode.  Dies«  ist  denbalb  g^sckeben. 
Ml  4clim  hit^r  tratet  elnfiieheo  Verhältnissen  den  Ideengang  n 
Mgien ,  der  uns  bei  d^r  Bereehtiung  der  Segmente  des  BUl^ides 
AckI  des  sweitfaetltgen  Hyperboloides  leiten  wird;  und  der  dort  der 
dütfge  M,  der  mich  den  beabt^htigten  Xweck  errdcfaen  fiess. 

2)  Um  auch  den  Schwerpunkt  eines  solchen  byperbeBsckeo 
Segmentes  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  wieder  der  Gleicliim* 
***(C): 

(C)  F.X^fxi'.dF,    F.r^fyi'.dF, 

und  haben  in  dem  vorliegenden  Falle  eSenbar: 


^olgficb,    wenn  man   diese  Differeiisiale   summirt    von  k=\  bis 
k:=ih,  SO  bat  man: 


/*Vl— it* 


*Vl-it« 

h  Vi-*» 


^  ^        .dk. 


Nnn  Ist  aber 


also 


äe»  SHIptoUlU  tmd  4m  JUtHMUt/en  ag^rHMOtt.       .  71 


J     —?*-<"  = S3P — ' 

1 

i«tzt  mas  diesen  Wertb  des  bestiinmten  Integrals  in  die  .eben 
^efiuideneD  Gleichangen»  sugleich  für  F  seinen  Werth  aus  (23), 
M>  erb&lt  man: 


•«>•  J M- Ig "Ä 1  •  ^=^**^-  ~8A» ' 

•*•  j— p »g X .F=8«V  -      3A.    -♦ 


oder  «s  iat; 

(26) 


1=|. 


^i»^A^a         fcl  1»  W  1 1  t  I         » 


*«)»  «*   .  V(l— *«)»..  . 


F_,        V(r^)~»        y_,       v(i-*y 

Ä 


v(i— A«)»  y_,        v(i— Ay 

>ri_A»-A«igi±^5TP=^         VT:j^-Aig'^\ 


8iM  man  wt  AbkOnnng 

V";  "       T  V  (l— A«)» 

»0  wird 

ilao  ist  auch 

and  wenn  man  diese  Wertbe  v^n  4?^ ,  ^  fn  die  Gleicbnng  (9)  setst 
nd  alsdann  dnrcb  H^  dindirt,  so  erbält  man : 

Alnv  \X«         F*  I    .  :.'i 

^  SkÜw^tptdkt^  der  Segmente,  welebd  den  versdrieMiCfn  Pnnkp 
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Un  (x'jf')  respecfiTC  jeneir  (^iSfi)  estsprecbea ,  liegeo  th 
eioer  Hyperb«!,  deren  Halbaxen  «ich  zu  jenen  der  Hypeti 
wie  liH  verhalten.  Die  Gleichung  (29)  bezeichnet  sooad 
geometrischen  Ort  der  Schwerpunkte  aller,  Segmente,  t 
durch  Ibellebige  Taiigeoten'XiV  äti  die  innere  Hyperbel 
flosdisren  AAi  abgeschbitten  werden'.  Bliminirt'man  aas 
chungen  (28)  die  Verbältnisszabl  H,  so  ergibt  sich  'die  Proj 
X:T=^x':y* ,  d.  b.  der  iScbwerpunIct  des  hyperbolische« 
menteis  LM'ti  Regt  aji^  Aety  ilufcb  Äen  Anfangspunkt  Ouid 
den  Punkt  M'  gehenden  Geraden ;  da  er  aber  aach  aof  der  I 
bei  (29)  liegen  muss«  so  liegt  er  im  Durchschnitt  dieser  Gi 
mit  jener  Kurte.  . ,     ^  ' 

3)  Die  Ergebnisse  der   vorstehenden   Untersuchongeo 
sich  nun  anwenden  zur  Bestimmung  des  Flächenraumes  oi 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  hyperbolischen  Segmentes. 

(30)  y  =  Ax^B 

r.  :      ^  I 

die  Gleichung  einer  g^ebenen  Geraden»  so  dass  A  \m\ 
bekannte  GKiSsen  su  betrachten  sind;  es  soll  der  flidw 
und  Schwerpunkt  desjenigen  Segmentes  bestimmt  werden, 
ehes  die  Gerade  (30)  von  der  Hyperbel 

abschneidet. 


^ 


ist, 


Betrachtet  man  die  Gerade  (30)  als  eine  Tangente  derHyi 

f«       1    . 
3=  ni    wobei  h  eine. ^noch  unbekannte  Grussei 

sind  Xi,  yx  die  Coordlnaten  des  Berfihrungspunktes«  so(k<^l 

(31)  y,  =/4ari+Ä, 

so  moMB  die  Gleichung  (30)  mit  jener  (i)  identisch  sein ;  es  i$t 

mithin  wird  .    ,.  ,    , 

_     a*A  6« 

setst  man  diese   Werthe  von  Xy  •  y^   in  die  GMcbnng  ('3>' 
'hat  man: 


II 
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(32) 


K  «1 


eroer  |at  .  •  •  r.     •.    • 

Jer  weil   AÄ  =  Va«kl«— «»:   * 

^••ii  Mit.  ,•»     A  .-.1  I'  '»     -  .'.'.  .',   ,\  •      -,-,  ,..  I,  ••  rr.Jlisll  'i'U 

(33).      -  ■•^■^~  V  W^ -  A^'  -^^  ^•~  V^i^yS^p-    ,      -.   -A 

He  Gleichung  (32)  gibt  den  Wertb  der  Verhältnisszahl  h  und 
liermit  die  Gleichung  (22)  den  gesucbteq  Flächenraum  F,  H  wird 
08  der  Gleichung  (27),  x'  and  y*  aus'defn  Gleichungen  (33)*ge- 
echnet,  und  dann  geben  die  Gleichungen  (28)  die  Coordinaten 
les  Sch^er^nKt«8.*   *  •/'•.«......    ,i|.. 

Zusatz.  Den  Bedingungen  der  Aufgabe  nach  muss  A  <  1 
Hier  a^A^ — 6*<^  sein,  was  mit  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  in  befriedigender  Uebereiiistiaimiing  steht;  denn-  ist 
diese  Relation  nicht  erfällt,  so  wird  die  Gerade  (30)  die  Hyper- 
bel (l)  oiobr  sehkieiden.  —  lst,.aM«^A*;=sÄ«,  sor  ist  die  Gera^ 
(S^  cin^iTangente  der  Hyperbc^l,  (1)  und  es  ..wird  h^\^  J^F^O» 
*i~«'t#|.'i^y*   J? .  ersjcbeint  für  die«ep  besonderen  .>V/^j;tb„v:qf 

A  aoter^  der  unbestimmten  ^orm  g:    man   überzeugt  sibh  |edoiB 

leicht  durch  Differenziation«    dass  für  A  =  l 

vti=7P' •.■'i'+vr^'Ä*  '  ■••  ••""■1 

V  (I  — **)■  ~  3Ä«  "■  3  ■"  '  ■  "' 

ist,  mithin  wird  auch''^=lf,    und  es  ist  Jf  =  i*,'    F=/    *' 

..'.»•   Jj;il, 

III.    Das    Ellipsoid. 

l)  Nehinen  wir^an,  die  Halbaxen  zweier  concentriscber  Ellip- 
soiäe,  w4)clhe-iq  .dbViölb^n  Ordnung ^  einfiel  RiiJMtpng^vlMdbien, 
▼erhalten  sich  zu  einander  wie  l:A,  und  h  sei  gr5sser  als  1. 
Abdann  ist,   wenn  wir  den  Mittelpunkt  zum'  Aiffnogspwkt.md 
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die  Azen  zu  Coordinatenazen  wählen,  die  GMckang  des 
ren  Eliipeoides: 


(1)  5+i"+S=J. 


und  die  Gleichaog  dee  ioneren»  von  dem  enteren  unBechloMeDeB 
Ellipeoides: 

die  Hiliiaxen  des  ersten  Ellipsoldes  sind  a»  A,  e,  die  des  sweHü 

übe 

r»    7»    7*    Sind  nun  x^»  gi,  %i  die  Coordinaten  eines  Pnoktes 

des  inneren  Ellipsoldes  (2),  so  ist  auch 

^>  fli^  +  6«  +  i?  -  3P' 

und  man  bat  als  Gleichung  der  in  diesem  Punkt  das  BIliptsM 
berflhrenden  Ebene: 


W 


Diese  all  das  hmere  Ellipsoid  gelegte  tangirende  Ebene  sehn«- 
det  von  dem  Husseren  Ellipsoid  ein  gewisses  Segment  ab,  dess« 
▼olttffldn  iitt  Allgemeinen  als  eine  ron  i?i » jTi  #  t|  alihiiigige  Grils« 
an  betrachten  ist  und  dessen  Bestimmung  der  Zweck  der  nach- 
folgenden Rechnungen  ist. 

In  dieser  Absicht  bestimmen  wir  zunächst  die  Durchschnitts- 
llnie  der  Ebene  (4)  mit  dem  äusseren  Eilipsotd  (1).  Wird  tos 
den  Gleichungen  (l)  und  (4)  die  Coordinate  %  eltmtnirt,  so  erbüt 
man  leicht:  ^ 

wird  diese  GlAchung  nach  x  und  g  entwickelt  und  geordnet«  to 
bat  man: 

6*A*(c>V+ «•*!•)*•+ a*A*(c^i*+ ftVi«)^— 2a%Wjr,fi .  xg 
es isi  iHtm  ttwfli  (3): 


UM  aUpttUn  und  du  Mmt»»«Htttm  thfptrktiMa.  }8 

Ä^AMc'V  +  o"*!*)  =a«6»c«A«(«»— AVi")' 

mithiD»  wenn  man  sabstitoirt  und  aUdaon  die  Gleichung  durch 
den  allep  GBedem  gemelnachaftttchen  Factor  cMVA^  dindirt,  so 
erhilt  unsere  Gleichung  folgende  Gestalt: 

I 

(5)  (6«— A*V)ar*  +  (a*— Ä*ar|«)y« 

Diese  Gleichung  bezeichnet  die  Projection  der  Durchschnitts- 
Ikde  d#v  Ebene  (4)  mit  dem  äusseren  BHipsoid  (1)  auf  die 
Ebeae  der  x^^  Om  die  Gestalt  und  AhmessMigen  dieses  KegeU 
Kbnittes  mit  Leichtigkeit  und  ohne  weitere  Verwandlung  der  Coor* 
dioaten  su  erkennen,  bedienen  wir  uns  der  von  Herrn  Qrufierft 
(Archiv  Tbl.  XXV.  p.  146.)  gegebenen  „Discussion  der  all* 
gemeinen  .Gleichung  des  aweiten  Grades  zwischen  swei 
verlnderliclien  Grdssen"»   setten 

■ 

wodurch  die  Gleichung  der  Kurve  fibergeht  in : 

and  betechnen  di#  beiden  Ausdrflcke : 

x^b'—^*  und  tie*\Vi;*\f&*-a'b'f~-'U^^. 
Eaist       .. 
(n)        B»»'— «•Ä:(o«—»*ei«)(««-%i")— VäiVi« 
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/^V'^  ««4«A**,Vi*(^  -  ^)  ' 


-afÄ'ir(wt-<o»-A««i«)(6«-iPsfc«).«v(;Jl  -  ^ 


»• 


Werden  jetzt  dieM  GteUihasg«»  sddtft  and  ^ie  Gfieder  fe 
ten  Tbeile  derselben  entsprechend  zasammengefaast,-sohl 

+Ä«(6«V+a'^i")*-fl'A'(^-^)[(«"-**^i")(**-*^')-*' 

==(6'*i«+(^*)[«%VA*(*'^i'+aVi»)]-««*^p-^'*' 
weil  aber 


t* .  • 


**xi«+a V= a»6«(pr7^ ,    a«6«-6.«*«;r,«-o*A>i»= 


.  <'• 


^ö'  i^t  dbiiter  AuiBdradk  auch  gleich 


' 


mithin  ist  auch 

I 

da  nuo  sowohl  die  Grossen  a' ,  6' ,  wegen  j^  >  X|*  ond  p>| 

als  auch  die  Ansdröcke  (m)  und  (n)  stets  positiv  bM,  so 
zeichnet  die  Gleichung  (5) ,    wie  auch  nicht  anders  m  «wa 
war,    ein^jpil^p^,    ,,Sp4  iiiwd  JJ. die- HaIhMen  derselbe» 
ist  (wie  in 'dem  citir^e'n  Aufsatze  gezeigt  ist): 

•  •  *  .  .  \     ■  ••  •  \ 

(c'e'«+yrf'«-f/^'c''«'-a'6r-2c'<fV')* 
(D)        J«iP  = — <„.ft/^e'»)» 

niAltt  in  dem  vor)ieg«nakn>  Falle: 


'    de»  Eiiiptaides  tmd  de$.  %wMMiipm  Bffp£rUlkMerj^\.\    J7 

■ 


lod  hiemos  •    i       •  •         / 

Legen  wir  an  das  Sassere  Ellipsoid  (1)  eine'taogtrende'fibMtf, 
irelche  mit  der  Ebene  (4)  '  "'     '  •       *♦ 

parallel  IHuft;    sind  a;\,  y',  if  diö  hoch"  unbek'a^int^ir  (WM^tl»fl 
des  BerühimDgsponktfes«  so  dass  ääch  '•:>.,>  ..H  .; 

5    .  .  •     I         .|  -j  t        •        :»,!    (fit 

(7)  '^-+  "gi +•  jt='=^»  \       ••*...       .«{ 

.'    •    '   I »  '     •  <>•(.     tif  J   f.j  .1'» j 
ao  ist  die  Gleicbaog  derselben : 


(8)  '"^^iV '*""6V  +  ^ 


r 


Soll  nun  die  Ebene  (8)  mit  jener  (4)  parallel  sein,  so  mflssen 
die  CoefBctenten  der  Glieder  mit  o^'nnd  y  in  beidea  GMchnogen 
einaiidef  gleich  sein«  und  man  hat  hiernach  die  Bedingi;ag€in':.<    . 


.#       ^         -./  *  •      .  f    . 


'     •  • '       •     •    >  ;    .  1 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt:    x'zzz-^.i',    f/=z^^,xf;  setstman 
diese  Werthe  von  ae',  y'  in  die  Gleichung  (7),   so  erhält  man: 

S::!01^^O\^,  oderz-r^>%^V.«' 

— ^ + fiä +  ^F=1   oder  i«|^  +  ^+^^-2,«. 

mithin  mit  Beziehung  auf  (3) :  ' '  *  '    » ' 

md  ee  wird  •'«  i,      .'»•..'.i  ,  • 

aj'       ar-       «/       ml      •  >  »  -.   ,       -    ••  i*  V 
weil  nun  nach  (9)  immer  ^,  =  -  <    ^  =  ^  sein   müss,    i^'  b^ 

neben  sieh' in.  diesen  drei  Gleichungen  die  unteren  ttid. oberen 
Zeicheq  ml  einander  y'wniawherrergehty  dunn  all  «uff 


I 
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•oid  (I)  tanc^  «wel  Ponkte  gibt,  deiM  tanprende  Ebcij 
der  Ebene  (4)  paimilel  sied.  Voo  die0en  beiden  pQftkteo  \ 
wir  deejenigeo,  deMeo  Coordioateo  mit  jenen  ^i »  fi  9  n  fl 
Vorieichen  haben,  d.  b.  wir  eetsen 


«ad  die  b^en»  durch  dieM  swei  Punkte  (rtyi^,)  ood  ( 
gebenden  parallelen  Berfibrongsebenen  liegen  hinaicKtlk 
Anfangeponktea  auf  derselben  Seite,  so  dass  das  zwisdi«ib 
ellipsoldlscbe  Segment  den  Mittelpunkt  des  ElUpsoides  lüd 
hftlt  Da  ans  obigen  Gleichungen  auch  folgt:  a/:y':?'=X| 
so  iat.einitnchiteod,  dass  der  Berührungspunkt  (^y^s'} 
jenigen  Geraden  liegt,  welche  durch  den  Ursprung  der  C 
ten  und  durch  den  Punkt  (xiyitx)  geht. 

Die  Gieiehnng  (5)  der  Projeclipns-EUipee  kann  aodi  I 
gender  Form  aufgeschrieben  werden: 


(II) 


A*(*yi  -*iy)*+6**(ari  -ar)  +  a^{2,i  ^y)-  «W(J  — ^ 

Denken  wkr  uns  irgend  einen  Punkt  («y)  dieser  Kunrcw 
Punkt  (xTiyi)  verbmiden  und  die  Verbinduagsliaie  über  (xifi 
weit  verlängert,  bis  die  Verlängerung  gleich  dem  Abstand  (3|)( 
wird*    Sind  |  und  17  die  Goordinaten  des  Endpunktes  der 
lingerung,  so  ist 

denn  der  Punkt  (o^iyi)  liegt  auf  der  Mitte  der  Distanx  (rjf) 
Aus  dieeen  beiden  Gleichungen  folgt 

«»2ari  — {,    y=%i— 1?; 

werden  diese  Werth#  von  .r  und  y  in  die  Gleichung  (U]  si 
tuirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  Kurve,  auf  wekb«) 
mit  den  Punkten  {xy)  in  der  angegebenen  Constnictioosv^se 

Punkte  (^})  liegen.    Nun  gibt  aber  die  Mtft 


(18) 

eine  GleMiung»  «nslcbe  skh  vnn  js«evder  PhüjeotienSi^Brip« 
dUdnieb  mtoMbehle»,  dase^M  des  «teile  ^rmL^ntäif^ 


roD  y  atehi  Foiglicli.  tat  mA  der  PliaH  {jgtd.  ein  Ponkt 
jectiwM-ElUpML  Jade  dorcfa  den  iNmlU  (^yi)  9i«oge<ie 
prtrd  alM  dnnih  diceen  Paokt  luüUrt,  «Ifto  iet  («i^i)  der 
ponkt  der  Projectione •  Ellipse  und  der  Pnalii  i^^^ftflif  iie 
der  Mittelpunkt  der  Durchechoitts  -  Ellipse. 

rd  auD   um  den  Anfi^ogspunlct  der  Coerdio^ten  als  Btittel- 

in  drittes  EUipsoid  beschrieben ,  welches  die  gleichliegen- 

a     b     e      ' 
Ibaxeo    t>  T»    £  ^*t  ^^^  swischeo  den  Elllpsoiden  (1) 

liegt,    so  dass  k  zwischen  I  und  h  eothalten  Ist,   so  ist 
icbung  des  neuen  Ellipsoides: 

!  durch  einen  Ponkt  («t'j^'%')  deaaelben  gelegte  tugirende 
deren  Gleichung  ist 


it  jener  (8)  parallel  sein,  wenn,  analog  mit  (10), 

B  also  der  Berührungspunkt  (^i'yi'^i')  auch  auf  der  durch 
rsprung  und  durch  den  Punkt  {x'y'z')  gehenden  Geraden 
Diese  tangirende  Ebene  (15)  wird  das  äussere  EUipsoid  (t) 
sr  Ellipse  schneiden,  deren  Projection  auf  die  Ebene  der 
:ch  die  Gleichung  (S)  oder  jene  (11)  dargestellt  wird,  wenn 
ly  Sfi«  zi  und  &  in  jTi',  ^i',  Zi'  und  k  verwandelt;  der  Punkt 
)  ist  alsdann,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  Be wie- 
der Mittelpunkt  der  Projections- Ellipse,  und  der  Punkt 
ti')  im  Räume  der  Mittelpunkt  der  neuen  Durchschnitts- 
Beseichnen  wir  die  Halbaxen  der  neuen  Projections- 
i  mit  A' ,  B'  9   so  ist  analog  mit  (6): 

•r  Flächenraum  dieser  Ellipse  ist  A'B'^ß^  und  der  FlichauMs« 

A'B'n 
f  entsprechenden   Durchschnitts -Ellipse  wird  sein   -jp , 

wir  mit  y  den  Neigungswinkel  der  tangirenden  Ebene  (16) 
rojeetieDa- Ebene  ^  beaeiohnen.  -^  FäUt  man  aus  dem  An- 
IMiQkt  im  CoMdiosAae  mC  die  parallelen  Sbenen  Oii  uad  (U) 
npeodlW»  sa  ist  r  ^t  Wtaihel;,  weleimi  dieses  Wrpendihel 


mit-defiAxb-  det*  x  ciDseUiMt»  fBitUn  iUpI,  weAn  «rir  deti 
des  AikfaDgspoiikltci  vod  der 'BlMne  (^  dsrcb  p  aed  jei 
der  Bbteiie  (16)^  durch -fs»'  bexeiohDeo^'initfi  de»  Lielvend« 
ti*ciieD\6#olttetrte9  < 

/iQv    _E ;^    jp!_ ^  —  ^    „#-c* 

mithin  ist  der  Abstand  dieser  beiden  parallelen  Ebenen  (S)  a 

der  Abstand  9  der  Ebenen  (4)  und  (8)»  zwischen  welch« 
bestimmende  ellipsoidische  Segment  enthalten  ist»  wird 
gefunden ,  wenn  man  £  =:  A  setzt,  d.  1 

(20)  q=-^.p. 

Wenn  wir  nun  ft  als  eine  Veränderliche  ^betrmchteo  und 
Grosse  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  h  annebmeo  1 
so  werden  die  tangirenden  Ebenen  (15),  welche  den  aofe« 
folgenden  Ellipsoiden  (14)  entsprechen,  das  zwischen  det^ 
(4)  und  (8)  enthaltene  Segmept  in  eine  unendliche  Asnl 
Schichteo  zerlegen  von  der  Dicke  dq'.  Der  Inhalt  einer  i 
Schichte  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  des  ^egmente^ 
zeichnen  wir  dieses  letztere  mit  dV^  so  ist 

A'Bfn 

i  I 

und  weiip  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrtit: 

'      ••  «      ■.  .     . 

es  bt  aber  nach  (19)  - 

,  ,  dk 

dg'-p.^' 

■HMayMnH  Bezug  anf  die  6leiei|dDg  (17))  s 

also;  wenn  man  snbstituirt,  die  constanten  Theile  rorw 
gf^lzelchen  setzt  und  zugleich  .den  Anferdelhiiigefi  der  &^m 
^cnaUMt  d/t^  Inlegrationsgrenseof  0  ond  ^in  jmel  uMi vav» 
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1 


reil  nach  (18)     ^- =:<;«: 

/*  **— 1 
— "CT"  ^ » 

nn  man  endlich  die  Integration  ausRihrt  und  das  Integral 
\n  den  angezeigten  Grenzen  nimmt: 

2A»--3Ä«+ 1                (2A+1)(A^1)« 
r= gjj .abcie= ^  .abcn\ 

»lumeo  V  ist  ako  von  den  Coordinaten  ^Xx,  jfi,  Z|  nnab- 
g>   folglich  fiir  alle  Punkte  des  Ellipsoides  (2)  constant.' 

e  Resultate  dieser  Untersuchung  geben  folgenden 

3.    Lehrsatz. 

iehen  die  gleichliegenden  Axen  zweier  coocentrir 
Ellipsoide  in  Proportion,  so  schneidet  jede  das 
e  Ellipsoid  tangireode  Ebene  von  dem  äusseren 
Boid  Segmente  von  constantem  Inhalt  ab  und  der 
brnngspankt  liegt  stets  im  Mittelpunkt  der  Durcb- 
tts-Ellipee. 

Um  auch  den  Schwerpunkt  eines  solchen  eilipsoidischen 
iotes  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  foliiender,  aus  der 
mik  bekannten  Formeln : 

F.Jr=/ar,'.rfF,  r.T=fyx'.dr,  r.Z^^fzx'.dVi 

f  Z  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des 
Botes  F;  Xi',  ^i',  %i*  jene  des  Differenzials  i2F  und  die  In- 
ion  hat  sich  auf  das  ganze  Volumen   F  zu  erstrecken. 

i  dem  vorliegenden  Falle  ist 

^,,^         ^A'B'n    .  ,     X*      n      ab      ,  *«— 1      „ 

■ 

Xi  .  J F  =:  abcn.x'  — v^—  •  dk ; 
•ü  xxvui,  s 


•nf  dieselbe  Art  findet  man  : 

yj' .  d  F=/iÄcjr.y'.  — Tj—  •  dk » 


it'— 1 
ti.  dV  ^=i  abcn,  xf .     ^     •  <tt ; 


aithie  let 


oder«  wtan  UiaA  die  sehr  leichte  Integration  aosföhrt,  das  Integnb 
swischen  den  angezeigten  Grenzen  nimmt  und  Für  V  deiaen  tVertl 
aas  (22)  cnbafltuirt: 

i*r  Am*  Ar<  f  lidet  ma«  c 

^— *Ä(2A  + 1;"^"« '2*  + 1  •*• ' 

(23)  ]  F-«iitDL  v-.^il' 

Wird  gor  Vereinfaehong 
gesettf ,  M  IM 

(25)  Jr=B,  r=J.   z=^; 

woraoe  folgt: 

af^H.X^    fl'r^B.r,    9f=zM.Z; 

nnd  wenn  mao  diese  Werthe  von  x\  y',  z'  in  die  GleicliiiBg  0 
des  Ellipsoldes  setat,  auf  welchem  der  Pankt  (x'g'xf)  liegt,  und 
dann  durch  IT*  dividirt,   so  zeigt  sich: 


de»  Empwidei  umt  W&9  wmeiiheUiifen  nyper^^Mäet.  SB 


X* 

F« 

2» 

1 

o« 

+ 

6« 

+ 

c«  — 

y/a« 

rch  diese  Gleichung  dargestellte  Ellipsoid,  dessen  HalbäXen 

\  c 

Ti    'g'  sind,   ist  sonacli   der   geemetrisehe  Ort  der 

paokte  aller  Segmente«  welche  den.  Versehiedenen  Penk- 
fz^,   re^pective  (iTiyiZi)  entsprechen* 

)nn  man  aus  den  Gleichungen  (25)  die  Grosse  H  eliminirt, 
Dgt  man  zur  Proportion  J[:  Y:Z  =  a' :y*  ixf^  woraus  ein- 
id  wirdy  dass  der  Schwerpunkt  des  dem  Punkte  (^jj^i^i) 
cbenden  Segmentes  auf  derjenigen  Geraden  liegt  >  welche 
Ite  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt  (a'^z')  geht.  Da 
ir  Schwerpunkt  auch  auf  dem  Ellipsoid  (26)  liegen  mu^Si 
i  er  im  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  jener  Fläche, 
tii  diese  Gerade  das  Ellipsiiid  (26)  in  zwei  Punkten  durch- 
ety  so  kann  doch  nie  ein  Zweifei  entstehen,  welcher  von 
der  Schwerpunkt  ist»  da  aus  den  Gleichungen  (25)  hervor- 
lass  die  Coordinaten  A,  F,  Z  mit  jenen  a',  y',  %'  stets 
Vorzeichen  haben. 

Hit  HilCs  des  oben  bewiesenen  Lehrsatzes  sind  wir  auch 
ide,  das  Volumen  eines  ellipsoidischen  Segmentes,  wel- 
kend eine  Ebene,  deren  Gleichung 

lg,  Ton  dem  Ellipsoid 

a»  +  6«  +c«— * 

ndet,  ZQ  ^stiromenk  —  Denkt  man  sich  um  den  Ursprung 
)rdinateto  iils  Mittelpunkt  ein   Ellipsoid  beschri^en,    ^ei- 

n       h       M* 

ie  gleichliegenden  Halbaxen  r*  r^  T  ^^^  ^°^  ^^^  £bene 
dem  Punkte  (^i^iii)  beruh  rt,  so  dass  avch 

kommt  es  jetzt  nur  darauf  an,  die  der  Ebene  (27)  ent« 
»de  VerhfiUnisssiJil  h  zu  bestimuien»  um  dann  unmittelbar 
:mI  (23)  abw^den  m  kuonen.  Wenn  die  Ebene  <27)  das 
id  (2)  ie  Aem  Pnskte  (^ijfiti)  bepilbrt«  so  aass  sie  mit 
4)  zusammenfallen ,  d.  h.  es  mnss 


A^     ***»      U^      ^       r       ^* 


6* 
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seio»   and  hieran«  fiodet  idad  leidht: 

(^  ar,=— jpg,    y^-  — j5g,     '»-Ä«C* 

Mtst  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (28),  ao  erhält  man: 
^=-^-^+C  oder    c«=-.aM«-4>il«  +  A«C>, 

mithin  iat  ^         

(29)  A;= 5 » 

and  mit  diesem  Werthe  von  A  gibt  die  Gleicbang  (2S)  das  frag- 
liche Volamen.    Ferner  gehen  die  Gleichungen  (zf^) : 

oder,  wril 

iat: 

a*A  . b*B 

c» 

da  nun  If  nach  (24)  gerechnet  werden  kann,  so  erhSlt  nun  toi 
den  Gleichungen  (26)  auch  die  Coordinaten  X^  F,  Z  dea  Sckw6^ 
pnnktea. 

1.  Zusatz.  Der  Natur  der  Sache  nach  moss  A>1»  d.  h. 
cii^t^6ij}a^c*>  C*  sein,  und  diese  Relation  ist  bei^adDtlkk 
auch  das  analytische  Kennzeichen ,  dass  die  Ebene  (27)  das  Eliip- 
soid  (l)  schneidet.  Ist  aM«+6«Ä«+c«=:C«,  so  wird  die  frfiher 
schneidende  Ebene  jetzt  das  Eilipsoid  (I)  berühren,  es  wird  A=l, 
die  Punkte  (o^i^iZi)»  (a^yxO  fallen  zusammen  und  man  hat  F=ft 
jr=x',  F=y',  Z  =  x',  d%  der  Punkt  (xy«')  sein  eigener  Sdlwe^ 
punkt  ist. 

2.  Zusatz.  Ist  C  =  0,  d.  h.  geht  die  Ebene  (27)  dsiel  daa 
Anfangspunkt  der  Coordinaten ,  respective  durch  den  HHtelpaBl^t 
des  Ellipsoides,   so  wird  As: od,  und  weil  aMio» 


bt»  so  wird  Vss  laben  gleich  dem  halbeD  BUipeoid.  Feroer  let 
Ifr  dieees  Werth  von  h  nach  (24)  H=:i,  mithin  ist  mit  Rfick- 
licht  anf  (30): 


c» 


z=s. 


\^aM«  +  6«JB«  +  c«* 


Diese  drei  Gieichnngen  bestimmen  die  Lage  des  Schwerpunktes 
eines  halben  Ellipsoides,  welches  durch  die  Ebene  tszAx-IrBg 
ibgeschnltten  wird. 


IV.    Das  sweitheilige  Hyperboloid. 

1)  Die  Gleichungen  zweier  concentrischer  s weitheiliger  H^jrper- 
boloide,  deren  Scheitelpunkte  auf  der  Axe  der  x  liegen  und  deren 
homologe  Halbaxen  sich  su  einander  wie  1:A  verhalten,  sind: 

z«         V*       X* 


80  hBs  also  beide  Hyperboloide  eine  gemeinschaftliche  Asympto- 
teafliche  haben.  Wir  wollen  voraussetsen  A  <  1»  so  dass  das 
Byperiioloid  (8)  von  jenem  (1)  umschlossen  wird.  ' 

Sind  Xi«yi»  Z|  die  Coordinaten  eines  Punktes  des   inneren 
Hyperboloides  (2)»  so  dass  auch 

^^^  cß       b^        a»  ""  A« 

i«t,  so  ist  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gefilhrten  Be- 
rührongsebene : 

(4)  ,=:_J.^  +  ji.,  +  _. 

Diese,  das  innere  Hyperboloid  berührende  Ebene  wird  tou  dem 
losaeren  Hyperboloid  (1)  ein  Segment  abscbneideni  dessen  Vo- 
lumen im  Allgemeinen  als  eine  Function  der  Coordinaten  ^i ,  jfi »  S| 
m  betrachten  ist  und  dessen  Bestimmung  der  Zweck  der  nach- 
Mgenden  Reehmingen  ist. 


Wird  aus  imm  Gleichmgen  (1)  und  (4)  m  dimkntt,  m  erÜK 
naa  lelebt: 

and  dies«  Gleicliiifig  bezeichnet  die  Projectio»  des  DvrduBdiDittei 
dar  Ebene  (4)  mit  dem  Hyperboloid  (1)  auf  die  Ebene  der  xtf. 
Wenn  man  dieselbe  oacd  x  enttvtcfcelt  und  ordnet,  so  find^  naii: 

noii  ist  nach  der  Gleichong  (3)  offenbar: 


6«A«(c»x,«-«Vi*)=— ««6«c»A*(6»+AVi*). 
o*A»(c^,«-6%,«)  ==  -a*«VA»(o»+A*ari«); 

mithin ,  wenn  man  diese  Werthe  der  CoelBcienten  von  2*  ud  j* 
•ubstituirt  und  alsdann  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor 
•^o^VSA*  dividirt: 

'     (6)    (6«+AVi«)«*+(a«+iW»i»)»*-a*»*iffi.«y-2«^.* 

-2aVi.»-««6«(;^-^)=0. 

Setzt  man,   wie  bei  dem  Eilipsoid, 

f '  s=:  6*  4- A^yi «    6'  =  a«  +  Ä*Vi    C  =  — A«a^yi,    rf'5=-**jrv 

wodorch  die  Gleichung  die  Form  erhält: 
so  wird 


•9»  IM  tliMr  pa«b  (3) 
nlthiii  auch 


a'6'— (?«  = 


■i^'"""^»* -» 


Ferner  ist 


-  «'Ä'/"  =  (a« + *«;r,«)  (6«  +  AV«)  •  «"**  (Jl-^)  • 

Vitbki^.  wi^iin  man  diese  Gleichungen  addirt  pod  di^  Glieder  der 
ivoiteo  Th^il^  derselben  gehörig  zusammeDfasst: 

f 
M  ist  aber  offenbar  nach  d^r  Gleichung  (  3) : 

<i»6«A«i.« 


also  ist  «Iw  oblg0  Aqajruck  auch  glei<^ 

««6«A«*,»/1       A»r,"\  .  a«6«A«»,»/l       A%,»\ 

— ^~  Vip  — ^;+"  c«   \j? — W) 

m  Q^  hat 

a'«*»  +  b'4'*  ^r^^-  aVf  —  2c'd'e'  =  (1  —  A«) .  "^y»* . 


88   Vnf^rdingtr:   Ve^er  die  SegmefUe  der  Empnn  m.  9fperM, 


Da  nnn  sowohl  die  GrOssen  af,  b',  ab  auch  jtM  «4'--^, 
afe'*+b'd'*  +  f'c^^€fb'f''-'2&d'ü'  positiv  sind,  so  Ist  die  dsicfc 
die  Gleichung  (5)  dargestellte  Karre  eine  Ellipse,  vnd  irena  vir 
die  Halbazen  derselben  wieder  mit  A  nnd  B  beseichoen,  so  iü 
nach  der  schon  bei  dem  Ellipsoid  verwendeten  Gleichung  (D) 


und 
(6)  ^fi=— j— .  — .Zi. 

Legen  wir  nun  an  das  äussere  Hyperboloid  (I)  eine  tangir^iide 
Ebene,  welche  mit  der  tangirenden  Ebene  (4)  parallel  ist;  sind 
^%  y'»  ^  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes ,  so  istdieGlei« 
chung.  dieser  Ebene: 

soll  diese  Ebene  mit  jener  (4)  parallel  sein»  so  müssen  bekannt- 
lich die  Coefficienten  der  Glieder  von  x  und  y  einander  gMcfc 
sein,  was  in  dem  vorliegenden  Falle  za  den  Gleichungen  f&lirt: 

Weil  (^f'if)  ein  Punkt  des  Hyperboloides  (1)  ist,  so  iiatnaaaadi: 

t*  tl*  dB** 

und  weil  ans  den  Gleichungen  (8)  folgt:  :r^=— ^.2',  ys^i..". 
jio  erhält  man  durch  Substitution  in  (9) : 

und  es  wird 

da  nach  den  Gleichungen  (8)  immer    -7=—  ,    S=      ■*  ""*** 

so  beliehen  sich  die  unteren  und  oberen  Zeichen  auf  eioiD^* 
woraus   sogleich    einleuchtet,   dass   es  auf  dem  lf3rpeH»eloi'  ^) 


mß9oiäa  Mtf .  «tat  MpeUMüfen  Mpp^r^^Mtßß.  (89 

bBOT  swei  PinlEle  gibt,  deren  Beffifaroogsebeoeii  mit  einer  ge* 
(ebenen  Ebene  (4)  paTmllel  sind.  Wir  wftblen  von  dieeen  %w^ 
Pankten  denjenigen,  dessen  Coordinaten  mit  jenen  X|,  lyi,  Zi  das- 
leibe  Vorzeichen  haben  oder,  was  dasselbe  ist«  wir  setzen: 

(10)  «'  =  +A2,,    y'  =  +  Ajri,    x'=  +  &ri, 

so  daas  die  beiden  durch  die  Punicte  (^i^iZi)  und  (x'g'zf)  g^hen- 
Jen  parallelen  Berfibmngsebenen  in  Hinsicht  auf  den  Anfangspunkt 
ier  Coordinaten  auf  derselbe^  Seite  liegen.  —  Da  obige  Gleichun- 
jten  auch  die  Proportion  enthalten  :r':y^-:V  =ir|  ryitxi,  so  liegt 
der  Paqkt  (af^J)  auf  jener  durch  den  Ursprung  und  durch  den 
Punkt  {scxyx^  gehenden  Geraden«  -  ■  » 

Die  Gleichung  (5)  der  Projections- Ellipse  kann  mit  .Leichtig- 
keit auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden : 

(11)    *^x^-X|y)*-6«x(2ari-a:)-a^(2yi^)--a*6«(^--5^ 

Denken  wir  ons  nun  irgend  einen  Punkt  (xy)  dieser  Kurve  mit 
dem  Punicte  (x^y^)  verbunden  und  die  Verbindungslinie  über  (^i^i) 
ao  weit  verlängert,  bis  die  Verlängerung  gleich  der  Distanz 
(^)(^i5fi)  wird.  Sind  £  und  17  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
der  Verlängerung,  so  ist,  weil  der  Punkt  (Xxy{)  auf  der  Mitte 
der  Distanz  (dry)(|i7)  liegt,   offenbar 

(12).  :,,  =  £+!.   y,  =  lH^. 

oder  es  «ist: 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichong^  •  so  beaeichaet 
das  Resultat  der  Substitution,  welches  augenscheinlich  eine  Function 
der  Coordinaten  |,  1}  ist,  offenbar  eine  Kurve,  auf  welcher  die 
mit  den  verschiedenen  Punkten  (xy)  in  der  angegebenen  Con- 
stnictionsweise  correspondirenden  Punkte  {fyij^  liegen.  Diese  Sub- 
atitotion  gibt  aber:    « 

(B)    **(ri8-a:,i,)«-^|(2j'i-ö~aM3yi-i?)-<^4^i~^ 

eine  Gleichung;  welche  sich  von  jener  (5)  nur  dadurch  unterschei- 
det, dass  $  an  der  Stelle  von  x  und  17  an  der  Stellet  von  y  atelit. 
Pol^h  liegt  aneh  der  Punkt.  (|i})  auf  der  Kurve  und  man  kann 
also  sagen,  dass  jede  durch  den  Punkt  (jTijfi)  in  der.  dinrqh 
obige iGleldunig  dargesleliten  EUipae  gesogene  .Sehne  .durch. 4i^ 
«en  Punkt  haUM  wird,  mitbin list  (»x^Ci  de»  Milt^punkt  4f(r 


Pro|eclbns^EllipM.  Folglieh  ist  der  Pniit  (dBifkti)  te  Bmm 
der  mtleipankt  der  Dttrchsehnltte*Ellpee. 

Denken  wir  nne  jeUt  um  den  Aofangspankt  d^r  Coordioate 
ale  Mittelpunkt  ein  drittes  Hyperboloid  beschrieben«  dessen  Axo 
in  einerlei  Ordnung  auf  den  CoardlnalenaiceD  li^ea  und  sich  s 
jenen  des  Hyperboloides  (1)  wie  1:Ä;  ver halten,  s«  Ist  die  Gld 
ohonjs  desaelbeq: 

Ueberdiess  wollen  wir  Toraussetaen»  dass  h  swiscbea  1  mid  i 
liegt,  so  dass  auch  das  H3/perbolold  (14)  zwischen  den  Hyperb» 
leiden  (1)  und  (S)  liegt  Eine  durch  den  Punkt  {.^x^xti)  da 
neuen  Hyperboloides  geführte  tangirende  Ebene,  deren  GleichoogU 


wird  mit  jener  (7)  parallel  sein ,  irenn  analog  mit  (10) 
(1«)  VsrA.V*    y'^Ä.yi',    j/  =  A.«i% 


so  dass  der  BerQbrnngspqnkt  (^':^  V)  <^Qcb  auf  Jeoer  G^nfa 
liegt,  welche  durch  den  AoftoigspnnM  und  durpb  den  Pnakt 
(^yO  S^kt.  Die  Beriihrungsebene  (15)  wird  das  Süssere  B^^er- 
bolold  (I)  \fi  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Projection  anf  die 
Ebene  der  a?y  durch  die  Gleichung  (6)  dargestellt  wird,  vreon 
man  in  ihr  Xx%  y\%  h  und  h  in  jti',  yi',  Z|'  und  k  rerwaodelt; 
der  Punkt  («i^yiO  int  alsdann  der  Mittelpunkt  der  Projectioof- 
Ellipse  und  der  Punkt  (^i^yi^hO  ^^^  Mittelpunkt  der  Durchscboitts* 
EHipse.  Beseiehiiet  man  die  Halbaxen  der  neoea  Projecdooi- 
Bnipse  mit  A*,  A*,  so  ist  analog  mit  (O^,  wenn  wit  k  »6» 
Stelle  von  A  setzen: 

■ 

(17)         ^^--j  -c*«-  ir:  e'"^- 

» 

IM  Pllcheveiim  dieser  Ellipse  ist  A'B^n  Md  d/sr  FUteheonon 

A'Wn 

de»  Durcbeehnitts-Ellipw  wird  sein  ^q^*  '^«""  '»'»f  »«^  y^** 

MMgungswfnkel  beBoichnen,   welchen   die  Bertthrsagsebcoe  (U). 
mit  der  Ebene  der  ay  eInseUiesst.    Filk  man  vom  Adkan^ 
der  Coordinaten  auf  die  fiavallelen  Ebenen  (7)  •Ml(15)einsS«kr 
wehte,  so  Wt  aoeb  y  der  Winlwl,  «srelelnB  diss^  fionkieebte  wk 
4m  Jdmi0t  M  eiasdilieMt;  mMhiny  von»  ivirdsi^  Atalw<  ^ 


äabnggpmvkiem  yon  dmea  swei  EkeoM  besie|iangswebe  durch 
p  niid  p'  beseithnen»  nach  denLdir«ii  det  analytischaD  Gaometria: 


(18) 


p    __cß        p' ^«,i^         #— C. 


also  ist  der  Abstand  dieser,  beiden  parallelen  Ebenen : 

••« 

(19)  P'-P=*'=^.PJ 

imm  vvird  der  Abstand  g  dar  paraUetaa  fib«nea  (4)  wd  (7) 
gefanden»  wenn  man  k=sh  setst;  es  ist  also: 

(20)  q^-^^p. 

Wenn  wl^  non  A  als  eine  Verinderliebe  betrachten  tind  diese 
Grosse  nach  und  nach  alle  Werthe  von  1  bis  h  annehmen  lassen, 
80  werden  die  taagirenden  Ebenen  (15) ,  irelche  den  aufeinander- 
folgenden Hyperboloiden  (14)  entsprechen,  das  zwischen  den 
Ebenen  (4)  und  (7)  enthaltene  Segment  in  eine  unendliche  Anzahl 
von  Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  d^.  Der  Inhalt  einer  sol- 
dien  Schichte  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  des  Segmentes. 
Beteichnen  wir  dieses  Differenzi^  mit  dV,  so  ist  offenbar: 

nsd  wen  man  «wischen  den  Grenzen  0  nnd  g  fntegrfrt«  daa  Ve- 
huBao  des  ganzen  Segmentes 


''=cS^/'^^'^- 


Nqh  folgt  ans  (10) 

.,  dk 

dg  =— p^» 

mithin  ist^  mit  BQckaidit  aof  die  Gleichung  (17)  4 

AB'.dg'=:-^ .  ptf.^^^.dk, 

•l<o,  wenn  man  snbstitnirt»  die  conatanten  Theiie  iFor  dim  Inl^ 
gralzsicben  setst  vnd  zugleich,  der  Gleichung  (19)  gemäss» 
iMegraM— agrenssn  0  «ad  ^  in  jene  1  n^d  *  wnsetsl: 


oder  weil  nach  (18) 


Co8/ 


Ut, 

,4    .rfifc, 

^nd  w^nD'  man  dlb  Integration  aaafObrt  and  das  laterale  zirifehei 
den  angezeigten  Gh^nsen  nimmt: 

i^       ^_l-a*«-h2A»     .  (1  +  2*)(1-A)«     .      . 

4aa  Volomen  P  dea^awischen  den  Ebenen  (4)  nnd  (7)  entfaaltoitt 
Segmentea  iat  aonacb  von  den  Coordfnaten  x^^^^  xg  naabhlii- 
|{lg»  alao  fflr  alle  Punkte  den  Hyperboloidea  (3)  conataot 

Faaat  man  die  Ergebnisse  der  vorbergebenden  Dnteraochiuf 
suaammen»  so  erbSit  man  ancb  folgenden 


4.    Lebraatz. 

Steben  die  gleicbliegenden  Axen  zweier  cozceo- 
triscber  zweitbeiliger  Hyperboloide  In  Proportioo, 
is6  acbneidet  jede  an  das  innere  Hyperboloid  gefibrte 
tangirende  Ebene  von  dem  fiuasereo  Hyperboloid  Seg- 
mente von  constantem  Inbalt  ab  und  der  Berühroog«- 
pnnkt  liegt  steta  im  Mittelpunkt  der  Durcbscbaitta- 
Ellipse. 

Zusatz.    Wenn  man  mittelst  der  Relatioaeo 

assAaS    b:=ihb',    e=h& 

aus  den  Gleicbungen  (1),  (2)'  und  (22)  a»  b,  e  eliminirt  und  dt- 
fllr  die  den  Halbaxen  des  inneren  Hyperboloides  angehdrigeo  Grin- 
sen a']  b\  &  einffibrt,  ao  erbält  man: 

ä-Ä-^=?*''  ^-^-$^h  F=ia+2Äyi-*)«.«'*'^* 


Betrachtet  man  >nun  aS  6%  o'   als  naviaffinderiiehe.  CrisMn  oid 


etxt  k=0,  wodurch  aaeh  a^O,  b^Ol  «ps^Onird'*' so  ▼erwrnfi'^. 
eb  sich  diese  drei  susammeDgehdrigiBD  Gleichoogeo  in  folgende : 

(23)  ?i-F«-5*=0' 

(35)  F=:iaf6'&n. 

He  erste  Gleichnng  beseichnet  die  Asymptotenfliche  des  durch 
&e  iweite  dargestellten  Hyperboloides  und  V  bezeichnet  das  Vo* 
amen  desjenigen  Kegels»  welchen  irgend  eine  an  das  Hyperbo- 
oid  (24)  gelegte  BerOhrongsebene  von  Ihrer  A^mptoteoflSche 
ibschneidet  Hieraus  Ist  ersichtlich,  4^s  der  v^n  mir  im  Archiv 
Thi.XXVll.  S.  481.  bewiesene  Lehrsatz  in  dem  obigen  als  speciel* 
ler  Fall  enthalten  ist. 

2)  Jetzt  wollen  wir  ^ocbnoch  die  Lage  des  Schwerpunk- 
tes eine»  solchen  hypsrbeloidischen  Segnienitas  sn^  beeliniBien 
neben.  Wir  bedienen  uns  hierzu  der,  ffir  das  Ellipsoid  schoa 
iraher  in  Anwendung  gebrachten  Formeln: 

(E)    F. Jf  =/*,'. dP,  r.r=fyi'.dr,  r.Z±:fzt'.dr, 

««t'm  die  Buchstaben  ,X,  T,  Z  und  ^ti'^jfi','  xg'  dieMibe  ^eden- 
tng  haben.    In  dem  Torliegendea  Falle  ist: 

ahn     px^       ^  1 — k*    -, 

e     Cos/  1^ 

oder 

1— iE" 

ud  Mif  dieselbe  Art  findet  man  mit  Leichtigkeit  s 

1  — A«  ' 

V .  rfF=:— oÄCÄ.i'.— xi-^d*5 
mithin  ist 


—  ■ 


« 

•etst  man  in  diese  Gleichlingen  flir  V  seinen  unter  (^ 
fundenen  Werth  und  besÜmnil  dsnias  X,  T,  Z,    so  eriii 
endlicli: 

'*""**(l+2A)*^~*-  1+2*  •^»* 

Diese  Jhel  Gleicbmgee  bestimmen  sonseh  die  Luge  des  Sc 
{Hmtrtes  eines  ftegmeotes«  welches  die  durch  den  Psokt  (^ 
des  inneren  Hyperboloides  (2)  gef&hrte  fierftbmngsebeee  m 
äusseren  Hyperboloid  (1)  abschneidet 

SeUt  »an  xur  Vereinfachung 
so  wird 


(28)  ^±=5,     F:txJ. 


B' 


Man  wird  bemerken,  dass  die  eben  für  ein  byp 
Segment  gefundeneii  Formeln  ^nm  jenen  flir  «ein  elli 
Segment  erhaltenen  nicht  yerschieden  sind,  nur  dass  hi&k 
ner»  dort  aber  grosser  als  die  Einheit  bt  «^  Ans  den  Mt« 
Gleichungen  folgt  auch  die  Proportion :  XiYiZ^s x':^:^»  ^ 
wieder  ersichtlich  Wird,  dass  des  Punkt  (JL¥Z)  auf  der  dj 
den  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt  (x'y'x')  geheodeo  ^ 
liegt,   also  auf  denselben  Geraden«  auf  welcher  auch  der  Pi 

(»iSfih)  Hegt. 

Feme?  wird  aus  diesen  Gleichungen  einleuchtend,  du» 
Sdiweqiunkl  <XFIf>  sugteieh  mit  Jenem  {a'g'x^  sdaebP 
dort  Liest  man  nun  die  Coordinaten  j:^.  y»  s*  wA  nid  ■ 
alle  Werthe  annehmen»  welche  der  Gleicfanng 


«trage  leisteo,  so  werden  die  Schwerpnokte  der  Segmente«  welche 
tjk  Terschiedenen  Punkten  (jx'^'tf)  entsprechen,  eine  continuirllclie 
lache  bilden»  deren  GMchattK  Mi^  dieiier  letzteren  erhalten  wird, 
eoD  ich  in  dieselbe  statt  x',  y',  2'  seine,  dorch  X,  Y,  Z  aus- 
edrüclcten   Wertbe   sobstitaire.     Diese   SnbstitatloD   gibt,   weil 

'eiche  Gleichung  ein  concenfrisches  flyperbotoid  bezeichnet,  des- 
en  gleicbliegende  Äxen  sieh  zu  jenen  des  äusseren  Hyperboloi- 
es  wie  1:^  rerhaltdn.  Die  Gleiphmig  (29)  beseicfaliet  also  den 
icometrischen  Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  be- 
tebige,  an  das  innere  Hyperboloid  geehrte  taogirendd  libeed» 
OD  dem  äusseren  Hy|^erbolo|<i  absohn^den. 

3)  Der  oben  bewiesene  Lehrsatz  gibt  uns  ein  .Mittel  an  die 
Handy  das  Volumen  eines  Segmentes  zu  berechnen,  welches  durcb 
Hne  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

(30)  x=zAx  +  ßy+C 

Min  mag,  von  dem  zwettheiligen  Hyperboloid  (1)  abgeschnitten 
wird.  Betrachtet  man  diese  ßbefte  als  6ipe  Berflhningsebene  ^ 
das  durch  die  Gleichung 

oargestehte  Hyperboloid,  worin  h  eine  nocli  unbekannte  GrSsse 
fa^ieichoet,  so  muss,  wenn  wir  mit  X|,  yi,  S|  di^  Coordinaten 
tes  BerübnibgspaDkte»  hMelchneni  aach 

(31)  h  =  M+B!fi  +  C 

«d  «•  Gfaktiititf  (10)  mit  jMier  <4)  IdMlMMh  Min«  ^k,  m  ln«M 


«ein.    Hieraus  findet  man  leidlt; 

*i=iPC'  *=;pc'  *»=JPC' 

sedt  man  dieee  Wertbe  in  die  Gleiehug  (31),  eo  etbllt  man: 


SS  ünferiNmger:  iMer die SnmmUe'UrSmpge u.  gpßtrM,  ete, 

;Sr=W  +  W  +  ^  oder  c«-ii>il«  +  4«B*+AH7«, 

und  hieraus  folgt: 

02)  ^=  C  ' 

dorcli  dIeM  Gleichang  ist  also  der,  der  Ebene  (90)  entepre^ndt 
Werth  voll  A  bestimmt  und  die  GleichuDg  (22)  gibt  alsdann  dai 
fragliche  Volumen. 

Aus  obigen  Gleichungen  folgt  auch: 

oder  ifeil 

ist,  so  Ist  auch: 
(33)    «'=-7=3«=======.    .v'= 


V"c«—6«jB«— aM«*    -^      V^c*-&*Ä«-a«J«' 


«'s 


%rc«  — 6*Ä»— a»J*' 


Da  man  nun  J7  nach  der  Gleichung  (27)  rechnen  kam  und  die 
lotsten  drei  Gleichungen  die  Coordioaten  acf^  y',  i^  gelten,  so  siai 
durch  die  Gleichungen  (28)  auch  die  Coordinaten  des  SAmm- 
pnnktes  eines  durch  eine  beliebig«  Ebene  abgescbnittenea  bypsh 
bolischen  Segmentes  bekannt. 

Z  US  ata.  Der  Voraassetsong  genftss  mnss  A<lyd.  b. 
c>  —  6*JBS  —  a*2l*  <  C*  sein,  was  mit  den  Ergebnissen  toderer 
Untersuchungen  übereinstimmt,  denn  diese  Relation  ist  bekannt* 
lieb  das  attalytisehe  Kennseieben »  dass  die  Ebene  (90)  das  Hy 
perboloid  (1)  schneidet  bt  i^-6«£*— asjs=  C<,  so  wird  die 
schneidende  Ebene  zu  einer  berfibrenden  und  A=  1,  F=0;  fiw- 
ner  Hxl»  mithin  Xzizati',  r=$'t  X=^^,  indem  der  Punkt 
(^y^O  *^iD  eigener  Schwerpunkt  ist. 


Vnferäim0€f:  iffä.d,4r0i$eiS,Fpramiäeu,ikreßerüknm09int0ein,t7 


m. 

Deber  die  dreiseitige  Pyramide  und  ihre  Bernhrungs* 

kugeln. 

Vdn 

Herrn  Franz  ünferdingerj 

LebdMTertiQherungs  -  f^calator    der  i.  k.  p.  vAxienda  AMimratrice   mn 

Trieat. 


Siod  m»fi,  Cj  d  die  den  Ecken  A^  B^C,  D  gegeofiberlic- 
genden  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  ABCD  (Taf.  I. 
^^gl-)^  ist  Q  der  Radius  der  eingeschriebenen  Kugei  und  V  da« 
Volomeii  dieser  Pyramide,  'so  ist  naeh  den  Lehren  der  Stereometrie: 

Ots  Volumen  einer  dreiseitigen  Pyramide  kann  aber  nach  auf 
aUiche  Weise  durcli  die  Tier  SeitenilScfaen  und  durch  den  Ra- 
^  dnor  änssereo  BerMirongskugel  ausgedrflekt  werden  und  diei 
Ableitung  dieses  Ausdruckes  ist  der  Zweck  dieses  Aufsattes« 

Es  sei  0|  der  Hlittelpunkt  derjenigen  äusseren  Berährungs- 
kngd,  welclie  der  Ecke  A  g^eniiberliegt  Fällen  wir  yon  O^ 
&Q8  Mf  die  Ebenen  der  Seitenflächen  a,  6,  c»  d  die  Senkrechten 
^a*  Oib,  OiCf  Oid,  so  ist  der  Voraussetzung  gemäss 

Ol« »  0|6  =  Oie=  Oxci  =  ^ , 

gleich  dem  Radius  der  äusseren  Berfibrungskugel.  Verbindet  man 
den  Punkt  4  mit  B  und  C,  so  entsteht  das  in  der  Ebene  der 
Seitenfläche  d  liegende  Viereck  ABdC;  verbindet  man  den  Punkt 
c  mit  BiundM;  so  entsteht  das  in  der  Ebene  der  Seitenfläche  c 
hegende  Viereck  ABcD;  und  verbindet  man  den  Punkt  6  mit  C 
^^i  D,  so  entsteht  das  Viereck  ACbD,  welches  in  der  Ebene 
1er  Seitedläcbe  6  Kegt     Denkt  man  sich  fiber  diesen  drei  Vier- 
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ecken  als  Gniodflächeii  die  Pyramiden  OiACdB,  OiABeD, 
OgACbD  errichtet,  welche  io  Of  ihre  gemeinechafUiche  Sph» 
haben,  so  sind  offenbar  die  Geraden  Of^l,  OtC,  Ojd,  OiB,  0|A 
0|C,  0|6  die  Kanten  derselben.  Die  erste  und  aweite  Pyranidt 
liegen  mit  der  Seitenflfiche  ABOi  an  einander,  die  erste  and  dritte 
Pjrramide  liegen  mit  der  Seitenfläche  ACOi  an  einander  and  dii 
sweite  und  dritte  Pjrramide  liegen  mit  der  Seitenfläche  ADO^ 
an  einander.  Legt  man  jetzt  noch  durch  den  Punkt  Og  und  dordi 
die  Seiten  BC,  BD  und  CD  des  Dreieckes  BCD  Ebenen,  m 
erhellet  leicht  aus  der  Construction,  >iass  der  von  den  drei  asm- 
anderliegendeD  PyramMen  OiACdB,  OgABcD,  OgACiD  geU^ 
dete  K5rper  auch  gleich  ist 

Pyr.  ABCD  +  VjT.  O^BCD 

+  [Pyr.  0|dÄC+Pyr.  0|c£/> -f-  Pyr.  O^bCDl, 

mithin  ist 

Pyr.  OiABdC^Vjx.  OiABcD +Pyr.  O^ACbD r=  ^.  ABCD 
+  Pyr.  OiBCD  +  [Pyr.  OidBC  +  Pyr.  OicBD  +  Pyr.  OibCD] 

oder 

Pyr.  ABCD=[Pjr.  öiABdC+Pyr.  OiABcD+Pyr.  O^AaD] 
-[Pyr.  OidBC+Pyr.  OicBD+Vyr.  OiftCD]— Pyr.  OiBCD. 

Verbindet  «lan  den  Punkt  a  m»  B,  C  md  D^  m  hahet  die 
beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  OiaB  und  OidB  die  Hypste* 
nnse  0|B  gemeinschaftlich,  also  weil  auch  OiassOii  if(r 
i\  OtnB^^OidtB.  msthin  ist  auch  MBt=tdB.  Aitf  dieselbe  Alt 
beweiset  nun,  dass  aC^azdC,  folgiieb  haben  die  bei4ea  Dmsdt 
aBC  und  dBC  swei  Seiten  wedheelwctee  gleich  nud  dis  diitti 
Seite  AC^emeinsckaftlieh,  also  i^oBC^^dBC;  «bsMo  iil 
auch   ^aBD^iicBD   und    ^aCD^AbCD;  da  noo  «odi 

80  Ist,  wenn  man  sich  durch  die  Dreiecke  OioB,  OiüC,  ÜibD 
Ebenen  g<^legt  denkt, 

Pyr.  OiüBC^  Pyr.  OtdBC,,  Pyr.O^aBB^  Pyr.  OicBD, 

da  aber«  wie  die  Figur  zeigt; 

Pyr.  OimBC^Pjt.  OtoBB-^Pyt.  0|eC/>sPyr«  OiJKI9^i*-|k' 

so  ist  vernioge  obiger  Congraenzen  auch : 


mnä  iHrt  ßw4tknm§sku9€hu  .  >  M 

Penier  ist  nach  der  Figur: 

?^.0iABdC=zJ?yx.O^ABC^9^x.0xdBC=\d.^  +  Pyr.OidBC. 

Pyr.0,iliBcl>=Pyr.Oii4irZ>-|.Pyr;OicBD=ie.pi  +  Pyr-OjCÄD, 

Pyr.OjilC»/)=PyT.  0,ilCD+Pyr.Oi6CI>=16.ei  +  PyT.OjÄC£>; 

also,  weoD  man  diese  drei  Gleichungen  addirt  und  auf  die  Giei- 
ckoDg  (3)  Rflckaicht  nimmt: 

(4)  Pyr.  O^AßdC+  Pjr.  OiÄBeD  4-  Pyr.  0|ilC%Z> 

Werden  die  Werthe  aus  (3)  und  (l)Sn  (2)  substituirt,  so  erhält  man: 

9juABCD^  V^  J(a+Hc+rf).9i  - i«*- laei^l(H<?+<'-«)-Ä» 

(5)  F=J(6  +  c.+rf-.a).iPt. 

Bezeichnet  man  die  Radien  der  Susseren  Berfihrungskugeln, 
welche  den  Ecken  B^  C  und  D  gegenfiberliegen,  beziehungsweise 
^  ^  9%9  ^4»  ^o  ^^  auch 

(6)  F:?=J(atcf<i-6j/ez;    .. 

(7)  F=J(a  +  6+d-c).^; 

(8)  F=i(a  +  6+c-.i«)-^4. 

Aus  ides  «aehuiigea  (\U  Kfi*  W«  i?)  unA  <8)  folgt:  . 

OF 

3r 


at*  +  ^  +  rf-  .     .  » 


»  »* 


I  4  > 


3F 
o  +  c+d— A= — » 

3r 

^4 

werden  die  vjer  letzten  dieser  fünf  Gleichungen  addjrt,  so  erhält 
inan  mit  i^nwendupg  der  ersteji  derselben: 


hK^i-^+fJ 


T' 


WD 
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Ueber    eine   aUgemehie  Art    der    Beschreibong  der 

Kegelschnitte. 


Von 


Herrn  C.  Küpper, 

Lehrer  aa  der  ProT.  Geweibeechole  In  Trier. 


Lehrsatt.  Weno  von  einem  Dreiecke',  welobes  einem  ge- 
gehenen  stets  eiDstimmig  Shnlich  bleibt,  eine  Ecke  festgelialteo 
wird,  eine  iweite  den  Umfang  eines  Kreises  durchiäufk,  so  hat 
die  dritte  Ecke  einen  Kreis  eum  Ort,  dessen  Radios  som  fiadiBi 
des  ersten  Kreises  dasselbe  VerhältftisiB  hat  wie  die  aa  dei 
ersten  Ecke  ausammenstossenden  Seiten  des  Dreiecks.  (Taf.L 
Flg.  1,2.) 

/sei  die  feste  Ecke,  n  der  Hittelpunkt  des  Kreises,  anf  wel- 
ehern  die  zweite  Ecke  bleibt,  R  dessen  Radius,  /hn'  ein  Dreiecki 
dem  das  bewegliche  einstimmig  ähnlich  ist  Dann  behaupte  leb, 
dass  n'  der  Hittelpunkt  des  Ortskreises  fiir  den  dritten  Edqmokt 
ist,  und  dass  Ider  Durchmesser  dieses  Kreises  erhalten  wird 
wenn  man  auf  die  durch  /,  n'  gebende  Gerade  den  In  der  Gera- 
den fn  liegenden  Durchmesser  aa  des  Kreises  (n)  parallel  sn  m' 
fr^giclrt;  a'a*  sei'  diese  Projection. 

fxf  sei  eine  Sekante  des  Kreises  (n).  Man  mache  j^fsx^ 
z=zfifszfnn'  =  tp  und  bestimme  die  Pankte  x*,  t*  so,  dass  fxxxs^ 
z=Lfi\tt^=^fn\nn'.  Die  Dreiecke  ^;r^ /)t'  sind  sodann  zweiLageo, 
in  welche  das  bewegliche  Dreieck  gelangt,  und  alle  Lagen»  wekbe 


.der  Be$eJUf0aw0  der  r9get9ektiiii€*>^  Ml 

laasdbe  eildifaHM»  Mnaeii  In  äbniidier  Weise  erhalten  vrerdeii. 
Ilao  sieht  aber  sogidch,  dass  die  Pankle  xr',  t  mit  f  io  eloerGe- 
«den  liegen»  und  dass  faf.ff  constant  ist  Mithin  sind  ar%  t  die 
ündpankte  von  Sehnen  eines  Kreises»  dessen  grusste  Sehne  oflen» 
lar  0^6'  ist;  folglich  ist  n'  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises;  ^  sei 
«io  Radios»  dann  ist 

Die  Petenten  des  Punktes  f  in  Bezug  auf  die  Kreise  (n)f 
»0  sind  fuXfa  und  fa'Xß\  ihr  Verhfiltnlss  ist  B^:R'\ 

Folgerungen.  Stellen  wir  uns  vor»  dass  das  bewegliche 
)reieck  seine  Gestalt  ändere»  doch  so,  dass  ^fnn*^=^q>  unveräD- 
ierlich  bleibt,  und  somit  das  Verhältniss  der  diesen  Winkel  ein- 
ichjiessenden  Selten  ein  veTÜnderliches  wird»  so  leiten  wir  nach 
lein  Torigen  Satae  mit  Hfilfe  des  •  gegebenen  Kreises  und  de» 
IViokels  fp  eine  Reihe  stetig  aufeinanderfolgender  Ortskreise  ab» 
leren  Mittelpunkte  auf  der  festen  Geraden  «m'  liegen ,  und  deren 
ladien  den  Abstioden  ihrer  Mittelpunkte  von  dem  fitsten  Punkte 
f  proportional  sind;  denn  RiR:=zn*finf. 

$ 
( 

Kehroen  wir  noch  an  tp  sein  Supplement  pin",  so  erkalten  w<ir 
inrch  Anwendung  desselben  .Verfahrens  alle  die  Kreise»  deren 
Mittelpunkte  auf  dem  -anderen  Theil  un"  der  unendlichen  Geraden 
iV  liegen»  uiid  deren  Radien  den  Abständen  ihrer  Mittelpunkte 
Ton  ^  proportional  sind. 

Beachtet  man»  dass  der  Winkel  an  demjenigen  Eckpunkte 
eines  der  bewe^llehen  Dreiecke»  weleher  Irgend  einen  der  er- 
«^ilmten  Ortskreise  durchlauft»  ebenfalls  unveriEnderlich  bleibt»  so' 
siebt  man»  dass  zu  jedem  Ortskreise  ein  bestimmter  Winkel  (und 
dessen  Supplement)  geh^t»  init  Hülfe  dessen  ilich  aHe  anderen 
l^rtise  aus  Ihm  ebenso  ableiten  lassen»  wie  wir  denselben  aus 
dem  drsprangiichen  Kreise  (91)  mit  Hfilfe  des  Winkels  9  (und 
seiDes  Supplementes)  erhalten  haben. 


..(I 


Ziehen  wir. durch  die  Endpunkte  o,  a  (Taf.I.  Fig. 3»  4.)  des 
Darchinessers  eines  dieeer  Kreise  zwei  Parallelen  zu  Jlf »  so  be-'. 
grenzen  diese  auf  den  durch  f  gehenden  Geraden  Abschnitte, 
welche  die  Durchmesser  der  Ortskreise  sind.  Unter  diesen  Krei- 
sen iet  Einer»  dessen  Radius  ein  Minitnum  ist,  der  Wfnkel,  wel- 
cher zo  ftnii  gefaürt»  ist  ein  Rechter,  sein  Mittelpunkt  ist  der' 
l^osspunkt  mdei!  ^von  /auf  die  Gerade  M  geftllten  Senkrechten, 
^«tien  wir  seineD  Radius  mA^A,  den  Abstand  m/*  seines  Mlt- 
telponktes  too  f  gleich  E ,  so  l6t  fttr  if gend  einen  Kreis  (n),  zu 


10t  Moppet:   ikö9f  ekm  Mfimme  m 

ipFflohaiD  der  Winb«l  ^  gcUtt;.  iMd  Je— HHtUlyiti  ▼•■  /te 
AhilMi4  nf^Er  bat,  £.di^^tt:ili  £f^d^wJ& 

Die  erhaltenen  Hesufiaie  gestatten  foIgeadeD  AeeJnicki 
iMT^tiu  ftian  eine  Reibe  von  Kreisen  bescbreibt«  dere«  Blittelponktc 
älif  eiber  gegebenen  iGreraden  JU  liegen,  und  deren  fiadies  des 
Abständen  ibrer  Mittelpnnlcte  von  einem  festen  Punlcte  /  propor- 
tional sind,  und  man  .Iis0t  denSebeitel  eioM  bestimmten  Winkeb 
einen  dieser  Kreise  durcblaufen,  wftbrend  ein  Scbenkel  ^^rcb  den 
A^ter/  PMcf  f  f(t^t,  So  nfmml  der  andere  'Seb^nlel  dieselbeo 
Lagen  eftt,  itle'dWf  Scbedk^l  eines  afadeten  ^nkelA  von  ebeo/iili 
bestimmter  GrOsse,  dessen  zweiter  Scbenkel  durch  dtoselbai 
fottlci  /  geht,' 'and'  dfessen  iScheUel  eioen  anderen  jtattt  KreiM 

• 

•  Diene  beiden  Winkel  w«fden>  Ten  der  Gemdkn  AT  «nd  to 
beiden  Cefaden  gebMel»  welch«  di«  MIttirtpnnkte  dar  gedaehlai 
Kreise  mit  dem  fbsteö'  Pntikte  f  verbinden.  Ibte  flimis  TetbaUei 
sieh  «iftgekebit  vrte  <Ue  AbstftadedinrMitt»lp«nkle'<dw  Mg^bortg«! 
KMm6  vev  /;  ed*  nmgebdirt  Wie  dere«  Radlmi. 

Die  Gurve,  welche  der  Scbenkel  eines  Winkels  von  eonsUotei 
<iWase>  MUbüUl, '  wenft.  der  asrfere  Scbenkel  darcb  eines  Astis 
PmU  geht«  «nd  devScbcMei  auf  einem  gegebenen  Kleine  htäkt 
hn&o  niMbto  aieC  iMi^blige  Art6n  Sa  nnabignr  Weis«  etüagt  ntah 
ieU0  indem  man  den  Krcb  duncb  einen  atiderml  (nloht  wilMb^ 
lieben)  und  den  Winkel  durch  einen  defli  Kitrine  nugeburigm 
ersetzt. 

.  Diese  Cnrve  an  untersnnben ,  weide  /  einmal  noMeihilb  du 
Ortskieisfs  Qlv  den  Soheltel  des  beieeglieh«n  WinJnb  ^  asg^ 
nommen,  nweiteas  innerhalb  desselben  Kreises»  Im  erste  F<b 
lieg^  f  ausnerhaib»  in  awviteo  Falle  innerhadb  einen  j#den  KitiMf, 
der  fOr  eine  analoge  Erzengungsweise  an  die  Stelle  ten(^  M^^ 
bann,  denn  /Kegt  is^erbalb  oder  aosselbalb  einen  Kisites  (ß), 
je  nachdem  für  diesen  das  Verbiltnisa  neinen  Beditw  Ms  J^ 
stand  des  Mittelpunktes  von  f  grosser  oder  kleiner  als  1  ist,  nod 
da  flir  alle  Kreine,  die  (h)  erselnen  bCanen,  dies  TerhflUtflt  tot- 
ntHUt  ist,  ao  liegt  f  entweder  innerlislb  oder  aMnerbalh  ifl«r* 

hn  ersten  FaHe  wird  der  bewegliebe  Sehenkbl  (m  dttiMl  bk 
knn  den«  weicher  nicht  dnrcb  /'gebt)  si^ellnalTaegentellr  jtto 
Ortskreis }  Denn  der  Winkel  welehen  die  Taii0M4e  ein^s  Kieiüi 
mit  der  VerbindnegsiSoip  ihres  BerflbijeflgepenkKe  nÜ  mt^ 
festen  Punkte  aunserbalb  den  Kreise«  bildd^  nilimA  «He  dani*tf>» 
Werthe  an ,  und  wird  awelnial  dem  conttaMiw  Widkel  ^  gWc^ 


difr  ä§$cAfiMfm§  der  KtgeiteMui^*  lOt 

««s  ahferatatft,  so  trfttder  BMA^rtB^ftpoiiklaiif  iieiiiKMf# 
rchscbnittspankt  zweier  auf  eioander  folgenden  La§en  4l^ 
icheo  Schenkels  aof,  er  wird  also  ein  Punkt  der  Ton  die- 
ihfillten  CnnF«»  »sd  zwar  derjenige  smi,  in  wekhem  jener 
el  die  Csrre  bevfihrt  lo  diesen  zwei  Punkten  bat  folgKeh 
Irfcskreis  mit  der  aa  untersuchenden  Cunre  einen  Coiilact 
>rcbMiBg,  nnd  es  iat  ans  der  Art,  wie  die  Kreine  stetig  anf 
^r  folgen,  klar,  Aise  die  Curve  flire  Dmhfillende  ist 


zweiten  Fall  piiiinkt  der  Winkel,  den  die  Tangente  des 
(  mit  der  Geraden  bildet,  welche  den  Berühr ungspvnkf  mi^ 
ndet,  (wir  haben  hierbei  den  spitzen  Winkel  im  Auge),  ajle 
.'  zwischen  einem  Rechten  und  einem  gewissen  Uinipium 
ihlen  wir  fp  zwischen  diesen  Grenzen,  sq  gibt  es  immer 
agen  des  beweglichen  Schenkels,  in  welchen  er  Tangente 
eises  ist. 

(n)  einer  der  Ortskreise,  f  der  feste  Punkt  (Taf.I,  Flg^), 
crecht  auf  /n,  r  der  Punkt,  in  welchem  ft  den  Kr^is  (;i),  t 
nkt.  In  welchem  er  die  Gerade  M  schneidet»  so  ist  ^frV 
Stnlmum,  Wenn  nun  n  so  liegt,  dasß  ^fnm  oder  qt'^^ftt^ 
I  der  bewegliche  Schenkel  zweimal  den  Kreis  (n)  herObren. 
»gesprochene  Bedingnng  AUt  mit  dieser  ^mf^Z*  tnf  o49r 
\  zosanimen.    Nun  ist 


cos  q}"^  A'  cos  q> ' 
uuss 

lt<-5 T*     COSQp<-i>     sina)> -z — - 


!ietzen  wir  Bcz^TAP^ — iB*,  ond  berficksichtigen  sin 9=?  g, 

A^ 
latten  wir  fllr  die  okige  Bedingung:  A<;s- 

emnadi  gibt  es  auf  allen  Ortsfcrelsen,  deren  Radien  >  A 
\^'   zwei  Piinkte»   in  weichen  der  bewegliche  Scbfnk«! 

«olcbcn  Kreis  bevfibrt,  und  grade  so  wie  vorher  folgt  hier- 
'ass  es  eine  Reibe  von  Kreisen  glM,  welche  die  zu  nnter- 
lode  CnrF«  doppelt  berühren,   und  deren  finrelloppe  sie  ist. 

Ud  Kieis,  dessen  Radius  ^-g,  (allen  die  beiden  Punkte,  ie 
teil  er  die  Curve  betfifirt,  susammen;    er  bat  mit  der  Ourve 


UM  MüppT:   IMer  etm  aüpemtine  äri 


•••en  Cotiüicl  sweMer  Ordsrng;  für  Kieise  rmm  grStMmi  Bafa 
d«r  Contact  imaginSr. 


Aus  dem  Gesagten  erhellt,  daaa  mao  beliebig  viele  Punkte 
der  amfaflllten  Curve  dadurch  erhalten  kann,  das«  man  anf  da 
Ortskreisen  diejenigen  swei  Punkte  bestimmt,  in  welchen  der  b^ 
vr^liche  Schenkel  des  Winkels  g>  den  sugehSrigen  Krew  berfibit 
Im  Folgenden  wollen  wir  diesen  Weg  einschlagen. 

Dm  (Taf.!.  Fig.  6.  A.  Taf.  II.  Fig.  6. B.C.)  auf  dem  Ortskra«e 
(fi)  die  beiden  Punkte  zu  finden,  in  welchen  der  bewegliche  Schen- 
kel von  9=/h7?i  denselben  berührt,  errichte  man  in  fantfn  die  Senk- 
rechte ft,  über  nt  als  Dorcbmes'ser  beschreibe  man  einen  Kreis, 
dieser  schneidet  den  gegebenen  (n)  in  den  gesachten  Ponkt« 
c,  c.  Denn  tc,  it  sind  zwei  Tangenten  des  E^eises  (n),  ood  io 
dem  Hulfskreise  stehen  die  Winkel  icf»  Uf^  tp  auf  demselben 
Bogen  tf. 

In  Taf.  n.  Fig.  B.,  wo  f  innerhalb  des  Kreises  (n)  angenom- 
men wird,  wird  jener  Hulfskreis,  dessen  Durchmesser  ni  ist,  ent- 
weder (fi)  schneiden,  oder  berühren,  oder  keinen  Punkt  mit  dem- 

selben  gemein   baben,   jennchdem    Rz=nt,  welches  wieder  ^e 

<^ 

früher  zu  der  Bedingung  /2_  j^  für  reellen  Contact  flihrt 

Man  sieht  auch  (Taf.II.  Fig.  6.  C),  dass,  wenn  fxt  eine  Lage  d« 
Winkels  9  ist,  man  anf  folgende  Weise  den  Punkt  &  erh£lt,  in 
welchem  sein  Schenkel  xt  die  umhüllte  Curre  berührt  Man  ziebe 
/)•  errichte  darauf  /h'  senkrecht  und  beschreibe  über  n'tsis  Darcb- 
roesser  einen  Kreis,  welcher  xt  in  &  schneidet.  Die  Dreiecke 
fxc\  fnn'  sind,  wie  Idcht  an  aeigen,  fihnlich,  also  ist  ft'  der  Mit- 
telpunkt, n'c'  der  Radius  eines  unserer  Ortskreise,  welcher  über- 
dies Ton  xt  in  c*  berührt  wird,  und  fflr  welchen  fp*s:zfM^f<fl 
Kehren  wir  zn  Taf.  I.  Fig.  6«  A.  zurück.  Wir  ziehen  ec,  diese 
Linie  schneide  den  Durchmesser  aa.  in  <2,  dann  behaupte  ich,  dass 
d  zum  Ort  eine  Gerade  hat,  die  mit  M  parallel  ist  und  welche 
den  Durchmesser  Aa  des  kleinsten  Ortskreises  (m)  la  eioco 
Punkte  D  trifft,  welcher  der  zn  f,  A^  a  zugeordnet  harmonisdie 
ist.  Nun  ist  für  den  Kreis  (n)  die  Gerade  et  die  Polare  des 
Punktes  U  nnd  weil  tfnr=W^,  (/die  Polare  des  Punktes  iL  fo^ 
lieh  a,  a,  d,  f  vier  harmonische  Punkte,  also  auch  A,  J,  D,  /. 
Da  dD  parallel  TV  und  D  ein  völlig  bestimmter  Punkt  ist,  so  er- 
gibt sici^  die  Richtigkeit  des  Bebaup^ten.  •   * 


'4^  AMAMiftMüf  iler  MigpeiscknUßn.  IM 

Farn«ri  oidMliit'der  Krkm  (n)  M  On  detjtei^«  Ponkl«« 
tnm  Abstand«  Too  ^  i|Dd  d  in  deni  conatanten  VerUltnia« 
\ad=Zt4fi4D^üf:JlD  fteheo,  somit  e/':i;d=c/:cd=Gon^jt.  . 

Demnach  iat  die'  umhüllte  Curve  der  Ott  .^erjeQigeii  Punkte 
^reD  Abstände  von  /  zu  ihren  Abständen  von  einer  festen  Gera- 
nn D  0kn  c;oostante»  V^rbäitoiss  habeo.  ^etsen  wir  noch  mD 
iD^  so  b«li:map  f&r  diosea  co^taote  V^rhältoiss: 


'-AD- ab' 


E—A     ,    E-y^A      , 


I. 


A-D—""  A^D 

l«o 

2^.^=2£,    d=~    und    2/).df=2^,    d  =  ^; 

roraus  aach: 

Der  zur  Beatimmung  der  Punkte  c,  c-  gebrauchte  Hulfiskreif^ 
^ht  ausser  durch  /'.noch  durch  einen  zweiten. Punkt  S  der  von 
f  Vif  JU  gettAlt^TK  Senkrechten,  und  welcher  ao  liegte  dasa  mS 

Ca  ist  ef=zcSy  cS^i^cf.    Aus  den  Gleichungen 

■ 

cf=d.cd 

<?/•- c/t=:ff.  (cd— crf)i=2*D=i2^  =r  const, 
oder  asch 

Die  Pimkte  e  haben  somit  die  Eigeoscbaft»  dass  die  Differeof 
ibrer  Abstlode  von  zwei  (eaten  Punktes  unveränderlich  ist«. 

Liegt  f'  innerhalb  der  Ortskreise ,  so  erhält  man  ganz"  auf 
«dieselbe  Weise  für  den  Ort  der  Punkte  c  eine  Ellipse»  von  wel» 
eher  f  ein  Brennpunkt  und  der  Mittelpunkt  und  Durchmesser  des 
kleinsten  Ortskreises  ^Mittelpunkt  und  grosse  Axe  Jst 

Ellipse  und  Hyperbel  sind  also  die  Umhüllendea  tofauor  »Sehwf 


t#S  KMpp%rt  emer  ^imt  ^MMlMilf  iH 


▼w  KreiMi,  dtren  Blttl«l|Hnikte  «rf  der  OemudM  lisgw,  «dck 
Ae  Axe  IT,  BV^  Guthat  und  deren  Radfen  den  AhrtimlM 
Ihrer  Mlttefpunkte  rom  Brenepunkte  proportional  aiind,  nnd  swar 

ist  -g  du  Verhfiltniss  zwischen  Radios  und  Abstand. 

Gtelchseitig  werden  diese  Curveo  reo  den  bewegliclien  SclieD- 
kel  eines  Winkels  p  Ton  fcestiaiBiler  GrSsse  ksHIbrt,  desici 
Scheitel  einen  dieser  Kreise  vom  Radius  R  durchläoft,  deMei 
sweiter  Schenkel  sich  um  den  Brennpunkt  dreht    Dieser  Widtd 

wird  durch  die  Relation  sin  9  =  »-  bestimmt. 

■ 

Anmerkung.  Wenn  tp  ▼ariabei  genommen  wird,  wakrend 
der  zugehörige  Kreis  derselbe  bleibt,  so  erhalten  wir  dieMD  «la 
Enveloppe  von  Kegelschnitten,  welche  einen  Brennpunkt  ge- 
meinsam haben ,  deren  sweiter  Brennpunkt  mit  jenem  anf  einen 
bestimmten  Kreisumfang  liegt,    und  tir  welche  'die  Bzeeotrtiitit 

£ 

-jT  constant  ist. 

Fflr  die  Entwickelung  vieler  Eigenschaften  der  Ellipse  oid 
Hyperbel  (Taf.II.  Fig.  7.)  bietet  sich  als  direefer  und  ra«ch  na 
Ziele  fahrender  Weg  ihre  Beschreibung  mit  Hülfe  des  Ortskiewef 
dar,  dessen  Durchmesser  ein  Minimum,  nlmlfcbder  grssseo  Axe 
des  Kegelschnitts  gleich  ist,  und  su  dem  der  Winkel  ip  ^99^  ge- 
hört fp  g  seien  die  beiden  Brennpunkte»  fx}/  eine  Lage  des  be- 
weglichen Winkels.  Den  Punkt  c  zu  bestimmen,  in  welcheoi  x§ 
den  umhallten  Kegelschnitt  bevflhrt,  hat  man  nach  Obigem  den 
Durschnittspunkt  i  der  Geraden  jryund  M  au  beetlnimeo,  ood 
durch  die  Punkte  /*,  g^  i  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  xg  io  des 
Punkte  c  schneidet.  Verbindet  man  c  mit  n,  so  wird  ^fok 
^  ^gen=^W^^4p  und  auch  ^xcfzs:^gegcs:^(p^ 

Ferner  sind  die  Dreiecke  fxc,  fmn  einstimmig  fthnÜeb,  abe 
ist  n  der  Mittelpunkt  des  Ortskreises  fOr  den  Scheitel  des  Win- 
kels 9,  ftcsAsfias^iis.  Ziehen  wir  durch  c  eine  Parallele  m 
AM  bis  «um  Durchschnitt  if  mit  os,  se  ist  der  Ort  dieses  Punktet 
die  DIrectiis  des  Kegelschnitts,  denn  cil  ist  im  Kieis»  (n)  die 
Polare  zu  <,  also  tf  die  Polare  zu  d,  folglich  d^  a,  /*,  a  vier  her- 
moniscbe  Punkte  u.  s.  w.  wie  oben : 

ef'sed^^fiadsiAfiADsLEid. 

Die  Figur  liefert  eine  Reihe  von  Gleichungen  swisden  (bl* 


j^fMt^fp;     'fc^t\'     gettxiGt       fi»:asX. 

gj^xszTp    en=:B,       ce=Q«      mc=:D. 

«r  m  »re  t<mjagirte  Itsifie  üaitlfiüresartfi  ^  D",  9  der  Kram«' 
mrgsrHdfiift  ftff  den  ^nkt  c,  9f  äer  Afo««affd  der  Tang^to  ^ry 
na  Mlttcfpüitkie  m. 

J)Ä=±-;^. 

Iso: 

3)  Weil  f0:eg=iX:  Y,  9m  hat  man  (JCf  F).  Q=  F.  JT^  JC.  F. 


^     il0m9 


Aul):  RxQ\R-Q:=iA^xB^\E^.    Au0])aDd2):  U.M=AK 
An  2)  tiod  3):  QM—B^. 


',* ;/ 


0 

4)  lC.F=F.G,»ing>*=:Ä«,    »ii»y  =  -7==,  also  aus  1): 


mitbiD 


Q^^VTHi 

R.Q=F.G, 

\  f'.tf 


ö)  M.iy  =  A.B^  folgficb  nacb  2):  iy=~;  nach  l)ttnd3): 

1>:R=B:A,    D'iQ^AiB,    nach  4);  ZyrsVTTSa»  V^äTÖ^  , 

6)  Dreieck  ^0C>o/i;c<>.deaa  ^ed=z^fe,  ^c^^W^—f^n^fdÄi. 

Mao 

feife^ge  :^c=:ron0t.  :=zfc:cdssE :  ii. 


Der  Poakt.o  theilt  die  Sehne  ^  Ip  dem  VetUltiMSs  F\Q, 
Man  kann  ihn  also  auch  eo  bestimmen:  man  Teriftngere  fx  sm 
ein  gleiches  StGck  fx^  verbinde  f  mit  g^  bd  gebt  diese  Unie  dnrch 
c,  Qar^iis  folgt  \nM?.  paraUal  Hd« .  Nennen.,  wir.  ib  «laa  Element 
4er  filUpsey*  welches  in  xy  liegte  d^  das.^^roe||t  des  Kreisies  (»;, 
dessen  Verlängerung  die  Tangente  in  or  ist»  so  hat  aaao  Cor  dea 
Winkel,  den  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  des  um  f  dreh- 
baren Schenkels  fx  bilden: 

erstens:    — ^— j ,  und  da  ^  der  Normale  cn  parallel  i»t: 

dt 
aiteitens:    -^. 

Nun  ist  ^^c:r7=90^  — 9;  demnach 

d»     <fg>sisy 

7^ Ä— 

Ffir  den  Winkel»   den  swei.  auf  einander  folgend«  Liagen  dei 

Radius  mx  einschliessen»  hat  man,  weil  dieser  Radius  dem  XasH- 

d(S 
strahl  ffc  parallel    bleibt»    einmal  -r-»    und 

ds,  Bin  gcy       ds. sin  q> 
zweitens :  ^^  ^-  =s  — v,    •■ » 

woraus 

da      cb .  sin  o) 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

X.G    _    x.r B^ 

^  "" il. sin 9*  "~  il  .sin g)*  '~'  A. sin 9'  * 


Also  aus  1): 


•  1 1  • 


odWl*  aus  4): 


BVÄ»     A^  ^        Q 

-   _iR.Q)-  (F.G) 


Aus  3) : 


4tBr  ätsekNübunifäer  Keg^iwfOKlU^. 


M9 


^^-W'   undauBÖ):    9=j:ß^'M' 

Entwickeiong  dieser  Resultate  Hlr  die  Hyperbel  geschieht 
elbe  Weise. 

der  Parabel  treten  an  die  Stelle  der  Ortskreise  (n)  die 
ten  dieser  Curve,  und  es  bietet  keine  Schwierigkeit,  den 
z,  von  welchem  ^wir  aasgingen,  demgemäss  zu  modifiziren 
beweisen. 

bloss.  Die  synthetische  Untersuchung  der  Kegelschnitte, 
lan  von  ihrer  Beziehung  zum  Brennpunkt  und  der  zugeho- 
irectri^,  aj^s^l^t^  fßhrt  .auch  zu  den  O^takü^ffsen  (9)*    (Ta^ 

8.)  "         ". 

n  suche  nämlich  die  Punkte  von  der  Eigenschaft,  dassdas 
dIss  Ihrer  .Akstl«^4  rsO'  einem  festen  Pmiikie^f  und  einer 
Seradeo  D  ein  gegebenes  ist,  auf  den  auf  D  senkrecht 
en  Geraden.  In  derjenigen  dieser  Geraden,  welche  durch 
erhält  man  zwei  solche  Punkte  ^^  Ü,  welche  Df  nach 
Bgebenen  Terhältniss  harmonisch  theilen.  Eine  andere 
,  auf  welcher  man  die  Punkte  von  der  gedachten  Eigenschaft 
villy  sei  db.  Mau  ziehe  Aa,  Üa  parallel  zu  Z>,  so  sind  d» 
vier  barmonlsche  Punkte,  igf^^ad  ist  das  gegebene  Verhält- 
)er  Kreis  nun,  welcher «nipIrBm  Durchmesser  hat;  I0I  be«' 
!h  der  'Ort 'flir\.dief0nfgen  PWftkte*  c^,  füir  welche  <  0/:  ciii 
d.  Trifft  er  also  db  \n  ^  r,  «o  mnd  iAes  aweüPuAkte  der* 
ten  Curve.  .-         ••  .1.      •  ' 


•J'.    •.!• » 


diese  Weise,*  die  Punkte  \vl  bestimmen,  lassen  sieh  durch 
Eutwickelungen  die  ob^n  erhaltenen  Resultate  anknüpfen. 


. .    •» 


*■'".' 


\  \t 
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V. 

Uvber  eine  besondere  AuflSsnog  der  GleidmiM 

der  Form 

dem  Heran sgeber. 


Die  Aafltowg  4m  Cüeldiiaiigea  von  der  «obigen  Feie,  f 
bmdoBg  mit  eteer  geirieeee  drIltoD  Oleichnof«  het  leek 
UMieten  FftHee  toine  beiMdere  Sdiwierigbeit  liHbn^ 
nrir  dodk  4ie  felgeede  Nethede  ihrer  teseadeien  EMgutf 
einiger  Beachtang  nicht  nnwerth  zo  sein. 

Heu  lieeftiaine  idle  CkSaee  <r  eoe  der  Gleiebnag 

(1  —  6c,  Ci)  (1— cai  C)  (1  —  ö6i  Cr)  =r--a6coi6iC|(?, 

nämlich  ans  der  Gieichnng 

1— (ib6|  -f  6ci  -t-eoi)  G  4-  (e6e|6|  -t-bcafCi  +cabiai)ff^ii 

welche  nnr  vom  iweiten  Grade  ietj  nnd  berechne  iuB,  ^ 
nen  dem  x  beliebige  Werthe  beilegt»  die  GHIeeen  ff$  ^^ 
der  Formeln: 

aciGx  _     (1  —  hCi  Cr)ar 

Denn  dann  Ist 

(1  —  ftC|  C)« =— c6i  Cr . 

(1— M|  €r)jf  s  —  0€|  Gdp; 


(1  —  Bci  Cr)  (1 — Cfli  Cr)jf=OcA|Ci  G*x. 

V«J  aber  - 

(I— 6ejC;)(l— cai6)(l— iiA|£?)=-<^'<iVi^ 

4 

it»  80  mtf  wie  man  leicht  durch  Division  findet: 

y       _        » 
l-a*,G—      6fliG' 

tder 

)aher  bmi  matt  416  iSkII  foTgendeii  Oleidliiiigen :  \ 

(1 — ca|Cr)y  = — aCiGx, 

»der: 

;r=  G(bciX  —  c6ix), 

X  =  G(abgz  ^boijf); 
also: 

}  =0 


vod 

=  C  \  +  eogbiffz  —  abiCiUP  |  =  0. 
'  +  abiCi%x  —  AoiCiay  J 

Uieraoe  sieht  man  alsD,  dasa  die  hetdea  GleichnDgen  • 

I 
wiridieh  durch  die  Formeln 

1— (ii6i  +4^1  +eai)G+(ab€ibi  +  beoiCi  +  ea6ia|)6*=Q|. 
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wenn  man  f&t  x  beliebige  Werthe  setxt,  adgeUist  werden. 

Weil 

(1 — 6ci  G)(l— CO,  G)(l  -  ö*i  G)=  -  a6ca|5iCi  G», 


also 


■ 

1  —  bcx  G aCfG  boiG 

"■^^"'"""'1— coiG .n^iG 


ist,  80  kann   mao  die,  unsere  Gleichungen  anflOsendeii  FonDeb 
auch  unter  der  folgenden  IfQrm  darsf eilen: 

l_((t6|  -h6cL-fcii|t)<^. Hr(a6ci 61,-1-  icoiCx  +  caftiaJGHsO, 


»-""l-caiG 


aciG         ,  acyß         bogG 

—  caiG  1  — ca^G    1— a6|G 


. . ' ' 


HStte  man  nun  etwa  ilie  Grossen  x,  y,   z  aus  den-  drei  fol- 
genden Gleiebungen  zii  l^cestfnnnen:     1 

flÄ-ffty-f  c*=0, 
aixy+ big!  +  Ciix=zO , 

so  erbSit  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

_     aciG  •  bciG»  * 

setzt,  wo  also  nucfa  de»  Obigen^  • 

ist,   mittelst   der  dritten   Glelcbifng   des  obigen  Systems   dreier 
Gleichungen  sehr  leicht  die  folgenden  Ansdrilcke: 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  be 
sieben; 


t    • 


Form  «ar-f 4y-|-ct=30,       «i9-f ^,^4.,^!*«=^.  IW 

etite  mao 

uciG  1 — be^G 

lern  Obigen  also 

Ire   mit    BesiehuDg  der   oberen  and  unteren   Zeichen   nvf 


«r: 


^  =  ± 


V^  l+»t  +  ^i' 


i^enn  man  also  nar  G  aue  der  quadratischen  Gletehvng 

i— (ai,  +  6ci  -f-ca|)6r  +  (abcibi  +  AcoiCi  +  cii6|a|)G*=:0 

niDty  so  läset  sich  ein  System  dreier  Gleichungen  von  der 
aeloen  Form 

Oisy  +  biyx  +  Ci«a:=0, 

»leD  Ffiilen  sehr  leicht  und  elegant  auflösen. 

^  fruge  sich«    ob  diese  Auflösungsmethode  nicht  ▼iellelcht*' 
einer  Erweiterung,  etvra  auf  Gleichungen  von  der  Form 

aas +  by +  €%=$», 

^^  +  biyx+ciis=mip 
«vir«? 


"»•il  Xiviii. 
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VI. 

Betrachtang  einer  eigenthomlichen  Spirallinie* 

Von 
Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  f^olfers 

xa    Rerlio. 


Eid  in  Ealers  Integral-Recbnoog  $.729—732  Mi 
tes  Beispiel  zur  Auflosong  einer  Differential  -  Gleicbong  zm 
Ordnung  führt  auf  eine  eigenthümliche  Spirallinie ,  deren  ao« 
liehe  Betrachtung  nicht  ohne  Interesse  zu  sein  scheint  Dm  ä 
a.  a.  O.  nicht  vorkommende  Formeln  zur  Hand  zu  habeo»  sdiii 
wir  sie  hier  voran. 

Nimmt  man  bei  ^ner  Curve  einlacher  Kriiimnung  das  Ele 

de#  Bogens  oder  dsczSTdx^  +  rfy*  constant^an»  so  wird  der 
mnngsbatbmesser  in  dem  Punkte»  dessen  rechtwinklige  Coordh 
X  und  y  sind» 

▼ergl.  Grunerts  Archiv.  Theil  IX.  pag.  60.  u.  f.  Setüd 
dy=^pdx,  so  wird  <^j=V^l-fp*.i2j7,  und  weil  hier  d!f  als coosii 
angenommen  worden  ist,  also  <fib=0  wird, 

(2)  '«'  =  -f^ 
and 

(3)  y= ^ 


rir  wollen  noch  die  Gletchuog^n 


j  __j pdp 


en. 


5.1. 

B  Eulers  Iniegral-RechnuDg  wird  nini,  Ipdom 

aitt  sein  eoll,  die  Gleichung 

didy  .      ^    dy 

sgesetst;  mo»  ooU  x  «od  y  beothnaeD. 

Jm  dgti^pdap  geht  die  voretehende  Gleichung  <iber  In  folgende: 

^p        =  « •  Arc.tg.p  , 

hieraus  erbalten  wir: 


''*  "^  ""  (T+P*)!  A^c^ff-^- 


Statt  dieser  zwei  Gleichungen  können  wir  nach  (4)  und  (5) 

eibeo: 

€22*= — a.  Arc.tg.iiX  d.^        = 


dy  =  -  a.  Arctg.px  d.^— — . . 

Nach   der    bekannten    Formel  fudi^  ^uo^  Jvdm  wid  weil 
rc.tg.p  =  ^    P    ,  erhfdtM  wif  daher: 
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«       * /*  4pi    . 


tgp— /t 


4.  h.  aa^  (4)  nad  (5): 


w 


3'=''-:7itp  +  7i^^-«Ki'- 


Hier  slod   C  und  D  die  wUlkChrlichen  CooeUnten  der  I 
gretion. 

bl  «  die  Absctsee  and  g  die  Ordinate  einer  Corre,  m  i 
der  Krümmangehalbmeeser  dem  Wiokel  proportional  seioi  ^ 
dien  die  Tangente  der  Curye  mit  der  AiuiciMenaxe  bildet 
Carre  bt  daher  eine  gewisse  Spirallinie,  welche  sieh  «m 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  entwickelt. 

{.3. 
Setsen  wir  ArG.tg./i=9»  ao  wird 


mitkln  nach  (8)  und  (9): 

(10)  x^  C — acos9  —  09  sin^, 

(11)  jf=/^ — asinqp  -f-a^cos^; 
und  hieratts 

(IS)  xco%^-{'yB\ji^=^Cco9^'\-D%\n^-^a, 

«Sollen  fflr  9=0,  »  nnd  y  verschwinden,  so  niosi 

C:sia    nnd    D=:0 
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D,  und  wir   erhalten  in  diesem  Falle   statt  (10)  und  (11)  die 
»iehasgeB: 

13)  x=ia — acoBq> — atpsinq^, 

14)  ,  y=^    — asluq> '\-ag>co8<p; 
rie  statt  (12)  hier 

15)  X  coBfp-l-jf  Bin  (p^  —  a. 

So  laage  9  sehr  klein  ist,  erbalten  wir  mit  grosser  Annftherung: 


I 


§.  5. 
Da  ans  (13)  und  (14) 

i2j; = —  aqp  cos  ipdfp    nnd    djf =  —  «9  sin  qfdq> ; 
Igt,  so  wird 

ds  =  V  li^r*  -|-  dy^=iatpdtp , 
id  wenn  man  integrirt: 

ler,  weil  Rlr  9=0,  x  und  y  also  auch  i  verschwinden, 

(16)  «  =  4a9*- 

Endlich  wird  nacl^  der  Voraussetzung  der  KrGmmungshalbmesser 

(17)  y  =  atp. 

Vergleicht  man  (17)  mit  (13)  nnd  (14),  so  wird 
ir  9>=:  90<>,         y=a— ar, 

9>r=180®,        y=— y, 
9=270^,        y=::r— a, 
9=3800,         y=y 
u.   .s«    w.     f* 
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5.  6. 

Nach  den  Formeln  (13),  (14),  (16)  und  (17)  eind  die  10  der 
noten  folgenden  Tabelle  entbaltenen  nomerbchen  Werthe  von  x, 
y^  M  und  y  berechnet  worden,  ond  swar  ffir  die  Werthe  imß  Win- 
keU  9  von  0  bis  360^  in  ZwiBchenrfiomen  von  10^;  dabei  wurde 
der  Werth  von  a=100  angenommen.  Ftfr  die  swei  Coordiktaten 
•ind  die  vierten»  fBr  $  die  swei  eialee  und  fBr  y  nor  die  ersten  Diffe- 
renzen binzugef&gt  worden,  theils  cor  0>ntroUe  der  Recfanong, 
theils  um  für  zwischenliegende  Werthe  von  9  die  Werthe  jener 
Functionen  durch  Interpolation  zu  ermittein.  Die  nicht  vollst&s- 
dige  Regelralssigkeit  im  Gange  der  Differenzen  ist  dem  Umstände 
zuzuschreiben,  dass  nur  flSnfziffrige  Logarithmen  angewandt  wor- 
den sind. 

Bei  «  mflssen  die  zweiten  Differenzen  constant  and  die  dritten 
=0  sein,  weil  aus  (16) 

di:=ag>dfpf    ddi:szadql^    und    <|>«=0 

folgt;  eben  so  müssen,  weil  nach  (17) 

d/f=iadAp    und    ddy=^0 

ist,  bei  Y  die  ersten  Differenzen  constant  und  die  zweiten  ^0  sdn. 

5.  7. 

in  diesen  Formeln,  wie  auch  fn  den  danach  berechneten  Ta- 
bellen wird  die  ursprOngliche  Bedingung,  dass  ds  constant  sei, 
nicht  erfilllt  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  nicht  t, 
sondern  das  Argument  g>  als  regelmissig  fortschreitend  angenen- 
meo  ist  Wollte  man  jene  Bedingung  erf&llen,  so  müsste  man 
das  alsdann  ungleichförmig  fortschreitende  Argument  q>  erst  aos 
der  Gleichung 


(18)  7 


=\^ 


herleiten  und  mit  diesem  Werthe  dieJSlechnung  durchfilhren.    Ge- 
setzt etwa,   dass  die  Werthe  von  i  gleichförmig  nach  der  Rdhe 

5,  10,  15,  aO,  etc. 

fortgehen  sollen,    so    erhält  man  nach   der  beiläufig  angestellten 
Rechnung  folgendes  Bruchstück  einer  Tabelle: 
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0    0»  0  0 

+1842  -4,«8  -1,05 

5  1«^12  — 10>(U  -  4.88  +0^  —1.06  -031 

7^  4.63  1.86 

10  25.62  1,74  -  9.61  26  —2.91  54 

5.76  4,38  2.40 

15  31,38  0,90  -13,89  23  —6.31  40 

4.86  4,16  2.80 

20  36.24  -18,04  —8.11 

y 

0 

+31.62 
31,62  -18,62 

13,10 
44,73  3.06 

10.06 
64.77  1.57 

8.48 
63.26 

f  8. 

Wollte  man  lur  Constractlon  der  Curre  statt  der  in  der  Ta- 
belle angegebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  die  Po- 
lareoordinaten  r  und  v  anwenden,  ao  würden  sieb  diese  aus  jenen 
einfach  herleiten  lassen,  indem 

(19)  *8''=| 

uod 


(20)  r=-T^^=-=^. 

Natiirlicb  werden  bei  jedem  folgendeu  Umlaufe  die  Coordina- 
ten X  und  ffy  weil  in  dem  einen  Gliede  ihrer  Ausdrücke  tp  eeibst 
vorkommt«  absolut  grosser  ausfallen,  jedoch  dabei  ihre  Zeichen 
wechseln.  Der  Werfb  von  $,  so  wie  auch  der  von  y,  wird  stetig 
grosser,  und  nach  unendlich  vielen  Umläufen  wird  der  letztere 
unendlich  gross ,  so  dass  zuletzt  die  Spirale  in  eine  gerade  Linie 
übergeht.  Einen  Grenzwerth  gibt  es  weder  för  x  noch  ffir  tf, 
eben  weil  ip  in  ihren  Ausdrücken  enthalten  ist.  Beide  werden 
=01  CO  oft  respective 

1 — C0S9"— 9>sin9=:0    oder    tgi(p=z(p 
und 

-— sin^-f  9>cos9)=0    oder    ig{p=:^ 

ist  Diese  Gleichungen  lassen  sich,  weil  transcendent,  nur  indi- 
rect  auflösen,  weil  aber  die  Tangenten  alle  Werthe  von  — oo  bis 
•f  OD  annehmeii,  ersieht  man  aus  ihnen  sogleich,  dass  die  Möglich- 
keit des  Verschwindens  von  x  und  y  auch  bei  den  grCssten 
Werthen  von  tp  nicht  anfMlrt. 
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VII. 

Deber  das  Wesen  der  Funktionen^  insbesondere  über 
Vieldeatigkeity  Unbestunmtheit^  Veränderlichkeit^  Diffe- 

renziation  und  Stetigkeit 

Von 

Herrn  Baurath  Dr.  Hermann  Scheffler, 

so  Brauiiscliwelg. 


Die  Vieldeutigkeit,  Unbestimmtheit  and  Stetigkeit 
Her  Funktionen  ist  noch  fortwährend  ein '  so  reichlicher  Quell  von 
IrrtiiSmoTo  in  der  Mathematik ,  dass  es  nicht  unaweekmSssig  sein 
wird»  über  das  eigentliche  Wesen  jener  Eigenschaften,  so  wie 
sber  die  Ursachen  ihrer  Entstehung  einige  kritische  Untersnchun- 
geD  aosQstellen  und  dabei  zugleich  die  schwankenden  Vorstellun- 
gen und  Definitionen  dergestalt  zu  fixiren,  dass  die  CSefahr  vor 
falschen  Ausl^ungen  thunlichst  vermieden  wird. 

Die  hierher  gehörigen  Begriffe  eriftutem  und  veranschaulichen 
sich  am  natürlichsten  durch  die  geometrische  Auffassung  der 
Grossen.  Dieselben  ergeben  sich  daher  unmittelbar  aus  den 
Prinzipien  des  Situationskalkuls»  unter  welchem  Titel  ich  mir 
•riaabt  habe,  die  zwischen  Geometrie  und  Arithmetik  bestehenden 
gesetzlichen  Beziehungen  In  einem  besonderen  Werke  systematisch 
m  entwickeln.  Da  es  jedoch  scheint,  als  wenn  jene  Prinzipien, 
<liirch  weiche  das  ImaginSre  den  Charakter  des  Unmöglichen  ver- 
liert und  als  wirkliche  Grdsse  dem  Reellen  an  die  Seite  tritt,  be| 
aasehem  'Maftenatiker  immer  noch  wie  Phantasiespiele  snr  bild- 

Theil  XXVm.  9 
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liehen  ErlSuteroDg  von  Tranrngestalten  geilen,  and  dass  von  n- 
deren -Mathematikern,  welche  sich  freilich  Aber  eine  solche  SeUwt- 
tänschung  bereits  erhoben  haben,  doch  noch  nicht  die  Tngwrite 
jener  Prinzipien  sowohl  in  geometrischem,  wie  in  ariftmetisdieD 
Sinne  erkannt  und  das  Licht  gehörig  gewfirdigt  ist,  wekhes  die- 
selben fiber  das  Gmndwesen  der  Grössen  und  Operationen  selbit 
der  höheren  Analysis  verbreiten ;  so  möchte  behnf  des  angekfiih 
digten  speziellen  Zweckes  eine  Hervorhebung  der  desfalltigCB 
Sätze  nicht  ohne  Nutzen  sein.  In  Betracht  der  Leicbtigkeft,  mil 
welcher  sich  diese  Sätze  aus  der  fraglichen  Theorie  ergdMi, 
wird  es  übrigens  genfigen,  dieselben  möglichst  kurz  und  obc 
weitläufige  Begründung  anzufahren. 

I.    Vieldeutigkeit. 

1.  An  einer  Grösse  kommen  als  roathematiscbe  BigenschiftM 
in  arithmetischem  Sinne  ihre  Quantität  und  ihr  Zeieliti 
in  Betracht.  Fasst  man  die  Grösse- geometrisch  als  gerade  linie 
auf;  so  ist  ihre  Quantität  durch  die  Länge»  und  ihr  Zeich« 
durch  die  Richtung  jener  Linie  dargestellt 

3.  Wenn  a  die  Quantität  oder  Länge  einer  Grösse  beiock- 
net;  so  können  darunter  nur  absolute  Werthe  gedacht  werden, 
deren  algebraische  Vertreter  die  absoluten  Zahlen  von  0  im  ob 
und  deren  geometrische  Vertreter  die  verschiedenen  Längen  einer 
geraden  Linie  sind,  welche  auf  der  Einen  Seite  durch  denJNnll* 
punkt  begränzt,  nach  der  abderen  Seite  aber  nnbegräniiiit 

3.  Wenn  man  nur  Grössen  bet^aehtet,  deren  gconetriick 
Stellvertreter  die  Linien  in  Ein  und  derselben  Ebene  eted;  so  M 
das  algebraisehe  Zeichen  irgend  einer  GrOsse  gleich  s^(ivorii 

1=  V  —  1).  Dasselbe  gesellt  sich  als  Faktor  oder  Ricbtingf • 
koeffizient  zu  dem  Werthe  a  der  Quantität,  so  dassderfoll* 

ständige  Ausdruck  jener  Grösse  ae^V^  ist. 

Geometrisch  stellt  a  den  Neigungswinkel  der  betreliB' 
den  Linie  gegen  die  positiv  reelle  Axe  dar,  welchen  wir  m  grosse- 
rer  Bestimmtheit  hier  lieber  den  Drehungswinkel  nenocs 
wollen.  Auch  der  Buchstabe  a,  welcher  ebenso  wie  s,  ko« 
Quantitäten  misst,  kann  nur  absolute  Werthe  von  0  Ms  ' 
annehmen. 

4.  Die  vorläufige  Beschränkmg  auf  Uiden  in  Biaer  Ebcic 
ist  rein  willkOfarUcb,  jedoch  flir  viele  Zwecke  ansreieheBd.  IB 
Aer  Zeit  wird  man,  so  wie  es  beveits  im  SitwÜMskalkiil  geicbe- 
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hta  ist»  die  OperatMiiea  ,d^r  Mathematik  dergei^ali  arw«ttem» 
daas  aneh  die  teioe  Analyais  «eh  der  Betrachtung  der  drei  Diroea-» 
noien  des  Ramnea  nicht  entachlagen  kaon^  Vorläufig  absirahiren 
wir  jedoeb  der  FJn&chheU  wegen  von  aolcbeft  aUgemeineratt 
GfSeseobildungen.  .... 

5.  Die  Grosse  t  =  V^—  1  im  Richtangskoeffizienten  ist  zwei- 

deatig  und  kann  sowohl  -f  V^—1»  wie  — ,V  —  1  sein.    Will  nifs 

diese  Zweideutigktit  besaitigsn»  alsa  <  ss  -|-  V-^1  ae^MKi ,  was  H 
■sDcber  Htnsicht  lathsam  Ist,  und  hier  durcligelbends  ge^' 
•chehen  soll;  so  muss  man  den  Charakter  der  Grosse  «  dabi* 
Indern,  dass  dieselbe  nnn  nicht  mehr  absolute,  sondern  uber- 
baopt  reelle,  also  positive  und  negative!  Werthe  darstelle. 

6.  Fflr  asSAsr,  worin.  ^  eine  ganze  Zahl  beaeicbnet,  wird 
der  Richtungskoeffizient  s^  =  -f  1  und  für  o  ?=  (2i^  -1- 1)%  wird  der^ 
celbe  5=  «- 1.  Zwei  Richtungskoeffi^ienten,  In  welchen  sich  di^ 
GrSssen  u  durch  ein  uopaares  Vielfaches  von  n  •  unterscheiden^ 
entiprechen  den  Grössen  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
oder  den  Linien  mit  entgegengesetzten  Richtungen,  4dso 
Solehen  Linien,  welche  sich  von  einem  festen  Mullpunkte  aus  in 
derselben  Geraden  na/ch  beiden  Seiten  ins  Üoendlicbe  er- 
strecken« ,  .  , 

Es  gereicht  oßmals  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung,  wetoii' 
nzD  flir  den  Buchstaben  a,  welcher  eigentlich  die  reine  QuantitSt 
dOTtelien  soll,  nicht  bloss  absolute,  sondern' reelle,  also'po- 
ittire  und  negative  Wertbe  zulässt,  in  welchem  Falle  sich 
durch  den  blossen  Zeichenwechsel  von  a  (von  -f  auf  —  oder 
▼on  —  anf -f )  Crrössen  von  entgegengesetzten  Richtungen 
hmd  geben.  Diese  Erweiterung  der  Bedeutung  des  Buchstaben  a, 
(reiche  auch  wir  zuweilen  annehmen  werden,  erleichtert  besondere; 
die  Schreibweise  und  Umgestaltung  der  Formeln,  indem  dann  die 
mgentlich  als  Operationszeichen  der  Addition  ^nd  Subtraktipn 
dienenden  Zeichen  -f-  und  —  auch  kurz  alsRichtungszeichen. 
ISr  «■*«'  und  «<**+!)''«'  gebraucht  werden  können. 

7«  Die  Form  e^seosa-fslntt.d  des  Richtnngskoeffizieaten, 
SBs  weieher  der  Drebungswinkel  a  genau  erkannt  werden  kann, 
Mise  der  vollständige  Richtungskoeffizient  Die  Form 
n+nl  dagegen,  aus  weieher  sich  nur  der  Werth  von  cos«  und 
Sias,  nicht  aber  der  Werth  des  DrehüngswinkelS'  a  selbst  genau 
ergibt,  heisse  der  abgekflrzte  Richtnngskoeffizient 

8.  Wem  eine  ven  Nntt  verschiedene  endliche  Grösse  mit 
vsllsllindigem  Rlehtnngskoefnaienten,  alse^in  der  Form 
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oe^  gegeben  M;  am»  ist  sie  stets  vollkommen  bestiant,  d.  k. 
es  bleibt  weder  hinsicbtlich  ihrer  Quantität  noch  liinsiclidiefc  ikter 
RIcbtang,  noch  hinsichtlich  ihres  Drehungswinkeis  irg«od 
eine  Unbestimmtheit  oder  Vieldentigkeit  übrig,  ist  ei&e  CSroi 
aber  nicht  mittelst  des  vollständigen  Richtangskoefiiiiciiten^ 
dern  in  einer  solchen  Weise  gegeben ,  dass  der  Richtoogskoefli- 
zient  erst  aus  anderen  Daten  ermittelt  werden  muss;  so  ist  In 
Allgemeinen  nur  die  Quantität  a  und  die  Richtung,  d.  b.  der 
absolote  Wertfa  des  Richtungskoeffisienten  4^  der  GrBsse 
bestimmt,  der  Drebungswinkel  a  bleibt  aber  gewSliotieh  vlel- 

deutig. 

■ 

Der  letztere  Umstand  tritt  immer  ein,  wenn  eine  GrSsse 
mittelst  des  abgekürzten  Richtungskoeffizienten  m4"i 
also  in  der  Form  (m  +  ni)a,  oder  wenn  sie  überhaupt  als  die 
Summe  zweier  Tbeile  in  der  Form  6-fCt«  oder  endlich,  wenn 
sie  geometrisch  nach  Länge  und  Richtung  gegeben  isC  Is 
*  diesen  Fällen  ist  zwar  die  Länge  a  nnd  die  Richtnag  der 
fraglichen  Linie  genau  bestimmt;  in  Beziehung  anf  die  Richtnng 
ergibt  sich  aber  mit  Bestimmtheit  nur  der  Wertfa  des  eigentiidieD 
Neigungswinkels,  welcher  den  kleinstmuglichen  posi* 
tiren  oder  fundamentalen  Werth  des  Drehungswinkelsa 
darstellt.  Der  letztere  Drehungswinkel  bleibt  also  in  der  Wase 
unbestimmt»  dass  für  denselben  jeder  beliebige  Werth  genommei 
werden  kann,  welcher  sich  von  dem  gedachten  fundameatalea 
Neigungswinkel  um  irgend  ein  Vielfaches  von  S^r  unterscheidet 
In  geometrischem  Sinn  liegt  diese  Unbestimmtheit  darin,  dass  £e 
gegebene  Linie  bei  ihrer  Erzeugung  aus  der  Einheit  noch  beliefaif 
viele  ganze  Umdrehungen  um  den  Nullpunkt  nach  links  dm 
rechts  gemacht  haben  kann.  , 

9.  Die  Grosse  null  hat  ausserdem  noch  vor  allen  übrigen 
Grossen  die  Eigenthümlicbkeit,  dass  wenn  ihr  Drehuugswinkel 
nicht  ausdrücklich  gegeben  ist,  sie  mit  jedem  beliebigeo 
Drehungs  winkel  gedacht  werden  kann.  Dieser  Umstand  nacht 
die  Null  geeignet,  das  Anfangsglied  einer  jeden  vom  Nullpunkte 
auslaufenden  geradlinigen  GrOssenreihe  zu  sein ;  in  jedM^  einzelaee 
dieser  unendlich  verschiedenen  Rollen,  welche  die  NaU  als  NoU* 
pnnkt  einer  solchen  Grossenreihe  zu  spielen  vermag,  jhobb  sie 
jedoch  nothwendig  als  mit  dem  betreffenden  Drehnngsirin- 
kel  begabt  angesehen  werden. 

Ferner  haftet  der  Null  eine  Unbestimmtheit  hinsichtiicb  ihro 
Quantität  an,  welche  jedoch  nur  dann  hervortritt,  wenn  die  Null 
einer  solchen  Operation  unterworfen  werden  soll,  welche  die  Kennt- 
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BM8  iftres  VerhSitnisses  aar  Einheit  erfordert  In  dieeem 
Fftlle  kann  die  Null  nur  als  unendHch  kleiner  Theil  der  Ein- 
heit (^S  gedacht  werden,  und  es  überträgt  sich  somit  die  dem 

Begriffe  des  Unendlichen  hinsichtlich  der  Quantität  inhärirendp 
Dobestimmtheit  auch  auf  den  Begriff  der  Null. 

Von  den  durch  die  Grossen  0  und  od  bervorgerufeneb  Dnbe- 
stimmtfaeiten  wird  fibrigens  erst  weiter  unten   In  Nr.  24.  bis  28. 
Rede  sein« 


10*  Da  sich  die  sub  8.  und  9.  erwähnten  unendlich  verschie- 
denen Werthe  einer  GrOsse  im  geometrischen  Sinne  sämmtllch 
einander  decken;  so  kann  der  Eine  fdr  den  anderen  zwar  dann 
gebmncht  werden,  wenn  es  auf  weiter  Nichts,  als  eine  einfache 
Ansehaming  jener  Gr5sse  nach  Länge  und  Richtung  ankoihmt 

Wenn  jedoch  mit  einer  solchen  Gr5sse  noch  weiter  operirt, 
d.h.  wenn  sie  gewissen  gesetzmässigen  Veränderungen 
unterworfen,  oder  was  Dasselbe  ist,  wenn  eine  Funktion  von  ihr 
gebildet  werden  soH,  kommt  es  auf  die  Entstehung  jener  Grosse  aus 
der  Einheit  sehr  wesentlich  an.  In  diesem  Falle  ist  also  die  obige 
Vieldeutigkeit  von  grosser  Wichtigkeit  und  es  ist  völlig  unzulässig, 
den  Einen  jener  Werthe  filr  den  anderen  zu  gebrauchen  oder  In 
derselben  Rechnung  unter  der  vieldeutigen  GrOsse  an  der  einen 
SteUe  Aesen  und  an  der  andern  Stelle  jenen  Werth  zu  verstehen. 

11.  Wenn  man  irgend  Einen  der  in  Rede  stehenden  voll« 
kommen  bestimmten  Werthe  solchen  Operationen  unterwirft, 
welche  selbst  völlig  bestimmt  sind,  also  in  keiner  Hinsicht  eine 
WiUkflhrlichkeit  oder  Vielfacbheit  des  Verfahrens  gestatten;  so 
kann  daraus  immer  nur  ein  einziger  Werth  hervorgehen.  Jede 
vullig  bestimmmte  Funktion  einer  völlig  bestimmten 
Grösse  kann  also  nur  einen  einzigen  Werth  haben. 
Hierbei  müssen  wir  jedoch  ausdrücklich  bevorworten,  dass  bei 
der  Entwicklung  der  Funktion  an  keiner  Stelle  die  Grosse  0  oder 
130  erscheine.  Indem  hierdurch  Unbestimmtheiten  veranlasst  wer- 
den, welche  erst  in  Nr.  24  bis  28.  näher  erwogen  werden  sollen. 

Substitttirt  man  nach  und  nach  die  übrigen  Werthe  einer  viel- 
deutigen  Grösse  in  dieselbe  bestimmte  Funktion,  so  erhält 
nian  ebenso  viel  bestimmte  Resultate.  Bezeichnet  also  F 
eine  bestimmte  Funktion;  so  hat  F{x)  gerade  so  viel  Werthe,  als 
X  selbst  Indessen  kann  es  sich  jetzt  sehr  wohl  ereignen,  dass 
iich  die  unendlich  vielen  Werthe  von  F{x)  geometrisch  nicht  decken» 
dass  dieselben  t  vielmehr  naeh  Länge  oder  nach  Richtung  oder 
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Dach  Beideo  veracbieden  «od.  In  der  R«ftcl  gruppkeii  aU  OM* 
gens  diese  verschiedeneit  Wertke  too  F(ar)  ftn  eine  eadllcke 
Anzahl  von  Reihen»  deren  Glieder  sich  geometrisch  deckes. 
so  dasA,  wenn  es  nur  auf  die  LSnge  und  Richtung  von  FQr)  aa- 
kommt,  man  jedes  Glied  Ein  und  derselben  Reihe  (&r  das  andere 
nehmen  und  der  Grosse  F(x)  nur  so  viel  verschiedene  Wertbe 
ziiscfareibeo  kann»  als  Reihen  vorhandeo  sind.   * 

Demnach  hat  z.B.  jede  der  Funktionen  X*,  V^«  1^'  f 
einen  einzigen  Werth,  wenn  x  vollkommen  bestimmt  in  der 

•      5f 
form  mt^  gegebe»  ist,  nSmKeh  resp.  den  Werth  i^^*^,  V«*«*i 

leg  «-{*«/•     We»ii  dagegen  vfm  x  nur  die  Länge  und  Rfehtaig; 

vfrioht  aber  der  Drehwigswfnkel  gegeben  ist,  so  daes  x  «oendiidi 

vieldeulig  und  demnach  durch  den  vteldeoügen  Ansdrack  mS^\^^ 

dargestellt  ist;  so  besitzt  jede  der  vorstehenden  Funktionen  aiieh 

unendlich  viele  Werthe*  welche  resp. 

sind.  Diese  unendtich  Tielen'  Werthe  irön  t\x)  gmppiren  M 
übrigens  fär  di6  rationale  Funktion  x^  in  eine  einsige  Reibe, 
deren  Glieder  sich  geometrisch  sänimtlich  decken;  Ar  dieirritio» 

nale  Funktion  Vx  erh&lt  man  dagegen  n  selcher  Reihen,  sIm 
n  Wertbe»  welche  sich  geometrisch  nicht  decken;  fBrdiel<H 
gaHthwIsehe  Ftinktiea  leg^  erzeugen  sich  sogar  eine  nnendlicba 
Metigd  eolchev  Reihen,  von  denen  eine  Jede  nur  ein  eini- 
ges Glied  besitzt,  also  Oberhaupt  nnendlich  viel  ganz  rerscbie- 
debe,  d.  h«  geometriedi  sieh  nicht  deckende  Werthe  vonflf^ 

Zur  besseren  Unterscheidung  wollen  wir  nnbestimmte  GrütMS 
der  bisher  betrachteten  Art,  deren  sukzessive  Werthe  kdaest^ 
tig  zusammenhängende,  sondern  eine  diskontinairlicbelUike 
bilden,  vieldeutige  nennen,  indem  wir  den  Anadmck  sab«* 
stimmte  Grossen  (ilr  solche  reserviren,  deren  Werthe  in  ciii^ 
stetigen  Zusammenhange  stehen,  wie  die  Ordinales  einer 
stetigen  Kurve. 

12.  Als  erste  Fehlerquelle  bei  manchen  Entwicklungea  kans 
man  nun  die  unvermerkte  Vertauschung  des  FundamentaTwertbes 
der  Grösse  x  mit  irgend  einem  anderen  ihrer  generellen  Werdie 
während  Cllu  und  derselben  Dntersuchung  bezeichnen» 

UieTZ«  wfirde  s*  B«  der  Fall  geihGren,  wenn  man  in  der  Hc*' 
nvng,  es   nnr  mit  Fnndamentalwerthen  ven  x  sn  tba  » 


iabw,  Ae  FonktiM  V  :r  für  jp=s3  gleich  -^V2  mA  Ox  «s=-S\ni 

^ridi  1  —  V  — I  schriebe.  Denn  lo  der  Thai  liegt  der  enfen 
Pormel  V2=s-f  V2  der  fnodamentale  Wertb  :r  =  2e^  zu 
Gmde»  welcher  v'^=  V^.eO^^n-t-V^  ergibt;  daf^lgen  liegt  der 

Kweiten  Formel  V— iV  —  l  a=s  1  —  V— 1   nicht   der    funda- 

Benlale  Werth  »=%i^\  «ondera  der  Werth  «ä2«^'«^**)' 
ni  Gmnde,  welcher 

ergibt. 

Al  gielchmlMlger  Beharmog  bei  den  Fundamentalwer- 
then  von  x,  welche  den   kleinsten   posItWen  Neigungswiakehi 

entsprechen,  würde  man  gleichzeitig  V2  =  -f  V2  nnd  ▼  — 2V— I 
=:  —  1  -f  V*^!  nehmen  mOssen. 

13.  Zu  einem  fehlerhaften  Verfahren  der  Torstehenden  Art 
renirtheilt  man  sich  bei  einer  Untersuchung  zaweilen  selbst.  Indem 
man  in  der  besten  Absicht,  behnf  Erreichnng  mC'glichster  Strenge, 
fieünbesümmtheit  mancher  Zeichen  nnd  Regeln  durch  eine  feste 
Vorschrift  zu  Terbannen  sucht,  nach  welcher  man  in  den  betref- 
fenden Fällen  unabänderlich  verfahren  will.  Diese  Regel  ist  zu- 
weilen nicht  auf  das  innere  Wesen  der  Dinge  begrfindet,  stützt 
sich  Tielmehr  anf  spezielle  Eigenschaften  oder  spezielle 
Grossenpreiben,  welche  keine  allgemeine  Gültigkeit  haben, 
oder  auf  sonstige, zufällige  Nebensachen,  ohne  die  Haupt- 
iache  zu  treffen,  oder  sie  verlangt  Etwas,  was  nur  unter  gewis- 
•«B  Umständen  den  beabsichtigten  Erfolg  hat,  in  allgemeineren 
Fällen  aber  den  Zweck  verfehlt,  oder  sie  geht  darauf  hinaus, 
Etwas  zu  erzwingen,  was  gar  nicht  erzwungen  zu  werden 
bra«elrt.and  sieh  ancb  nicht  erzwingen  lässt,  ohne  zugleich  ge- 
iHtse  hdbere  Prinzipien  zu  verletzen. 

Hierher  ist  es  z.B.  zu  rechnen,  wenn  man  befaof  vermeintli- 
cher Beseitigung  von  Unsicherheiten  unter  positiven  Grossen 
allgemein  diejenigen  verstehen  will,   deren  reeller  Theil  positiv 

ift  (z.  B.  die  Grosse  2— 3V  — 1)  nnd  nun  die  Bedingung  aus- 
spricht, dass  von  der  in  der  Untersuchung  vorkommenden  Wurzel- 
gf6sse  Vx  stets  der  positive  Werth  genommen  werden  solle. 
Diess  würde,  wie  in  dem  snb  12.  angef&brten  Beispiele,  dahin 
Ohreii,  dass  man  von  Vx  für  x=^2  den  fundamentalen,  da- 

gtgeaiär  <x8s— 2V^^  nicht  deo  fundamentalen  Werth  nähme. 
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wodurch  die  listige  Tieldeutif^eil  vmwt  beseltifel»  ddfa  ab« 
Grossen  eos  ganz  verschiedenen  Grandreiben»  welche  ia 
gar  keinem  organischen  Zusaromeohange  stehen,  mit  eiaaeder  ia 
Vergleichnng .f^ebracht  sind»  also  eine  offenbare  Verwirrmig  ia 
den  Grandbedingungen,  deren  sich  keine  mathematische  Speku- 
la^on  entscblagen  darf,  herbeigeführt  ist. 

14.  In  dem  obigen  Satze  II.  ist  bei  der  Bildung  dner  Fmk- 
tion  F{x)  aas  der  Grosse  :r  aasdrficklich  von  bestimmteD,  d.h. 
von  solchen  Operationen  geredet,  über  deren  gese&Iiche  Veran* 
dernngen  durchaus  keine  Vieldeutigkeit,  Unbestimmtheit  oder  WUJ- 
kahrlichkeit  obwaltet 

In  diesem  Sinne  bestimmt  sind  zwar  alle  eigentlicbea  ^hind- 
Operationen  der  Arithmetik  und  Analysis  oder  können  doch  wenig- 
stens bestimmt  ausgesprochen  werden.  Gleichwol  führen  dieselben 
nicht  immer  zu  einem  vullig  bestimmten  Resultate,  seihst  wem 
die  Gnindgrösse  x  und  die  fibrigen  damit  zu  verfcni^feDdeB 
Grossen  vOllig  bestimmt  gegeben  sind.  So  liefert  s.  B.  die  Blul- 
tiplikation,  Division,  Poteozirung,  WurzelausziehuDg 
und  Exponentiation,  wenn  die  zu  verknüpfenden  Grosses 
genau  gegeben  sind,  ganz  bestimmte  Werthe*  Die  Additioo 
und  Subtraktion  zweier  völlig  bestimmten Werthe  erzeugt jedok 
eine  Grosse,  welche  nur  nach  Länge  und  Richtung  besfiooit 
Ist,  deren  Drehungswinkel  aber  in  der  sub  8«  erwibstcs  uo- 
endlichen  GrOssenreihe  vieldeutig  bleibt 

Wenn  diesen  Umständen  nicht  gehörig  Rechnung  getragea  vri 
die  zuletzt  erwähnte  Vieldeutigkeit  nicht  bei  allen  miteinander  la 
vergleichenden  Grossen  nach  einem  gemeinscbaftlichen  Priaiipe 
gehoben  wird,  ist  man  abermals  der  Gefahr  von  Irrthflnien  ai»- 
gesetzt 

15.  Zu  den  behuf  Bildung  einer  Funktion  vorgeschriebe- 
nen  Operationen  gesellen  sich  oftmals  noch  andere,  welebe  nickt 
vorgeschrieben  siiid,  welche  aber  auf  den  ersten  flächtigei 
Blick  als  unschädlich  und  zulässig  erscheinen  und  l>ald  l>ewusst, 
bald  unbewusst  —  bald  in  diesem  bald  in  jenem  Stadium  der 
Entwicklung  —  bald  mit  grosserer,  bald  mit  geringerer  Inteostfit 
ausgeführt  werden. 

Diese  sind  die  willkürlichen  Zusätze  der*  Werthi 
2X:»t  In  den  Exponenten  der  Richten gskoeffisientea oder 
in  geometrischer  Sprache  die  ganzen  Umdrehnnge«*,  wel^ 
man  mit  den  bei  der  Entwlcklneg  der  Funktion  allmiblich  er* 
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rnngt^w  CirfiMon   aid  tMikt  aoclirt  wol  tt«flh   mit»  dbilDGe* 
am  m  twerlli  t  jepef  Fitfkklion  vornimmt  .  ;      .** 

DaM  solche  ganze  Urod/ehüng^  ivk  Allgeme^ien  statthaft 
lud,  unterliegt  keinem  Zweifel,  insofern  auf  4i68elJ>«n»  wie  auf 
lie  fibrigen,  direkt  vorgeschriebenen  Operationen  gehörig 
Ifi einsieht  genommen  wird,  und  insofern  dieselben,  wenn  die 
''ttoktion  F(x)  ffir  verschiedene  Werthe  von  x  zu  berechnen  ist* 
teCa  bei  deos^ben  Entwicklungsstufen  und  in  derselben 
Lrt  und  Weise  vorgenommen  w,erden.  Fehlt  man  hiergegen, 
o  kann  man  zu  ganz  falschen  Schlussfolgerungen  geleitet  werden. 


»<• 


So  B.  B.  wird  wol  jeder  Mathematiker  die  Grösse  —  :r  iipiber 
lenklich  ßlr  Einen  der  möglichen  Werthe  der  Funktion  Vjt*  hal- 
en;  aber  pichte  alle  werden  sich  darfiber  Rechenschaft  gellen, 
lasa  diess  ganz  unmöglich  sein  wurde,  wenn  bei  dQrJB^Idang;jenfr 
F*unktion  keine  anderen,  als  die  wirklich  vorgeschriebenen 
>peratioo^,  welche  zuerst  in  einer  QAa4rirnpg,uiid /so^yn  In 
»ner  Radizirung  bestehen^  jeqt  Ausfvibrucig .kfimfln^  ^  ^W^  ^ntfir 
»olcben  Umständen  nimmt  jene  Fnnktioo,  selbst  wenn  man  für 
r^  ae^  den  allgemeinsten  Ausdruck  ae^^^^)^  Beizt,  da  dann 
r«=o*e«(«+**»)'  wird  und  Va?*  =  (a?«)i  ist,  immer  nur  den  Werth 
a^a-i-s^)/  i^n^  welcher  enlschieden  ^a  ^nd  men)als,;=-^ar  ist^ 
was  für  eine  ganze  Zahl  man  auph  für  k  sc^t^^n  mö^.     \:  j      , 

Der  W^h'— :r  hmn  auch  noch  nicht  einmdl  dadn^^b  hwiinS. 
gehraeht  werden,  dass  man  dem'GeiamaifwertheAer  PunffctiMi  v^ 
noch  mehrere  ganze  Umdrehungen  beilegt  Denn  hierdüfSh-  e^ 
hielte  man  immer  our  den  Ausdruck  \^afl:=zad^-^^'^*^)^V,  welcher 
ßlr  keine  Werthe  von  k  und  kf  gleich  — x  werden  kann. 


Diese»  Wertb  -^x  kann  viebaebr  aar  dadut^h  eneiigt 
den,  dass  man  naeb  der  Quadrirung  aaA.vot  der  Ra4l^ 
sirong  beliebige  Umdrehungen  vornimmt,  wodurch  x^  die 
Form  ««s«[«+(«*+*'W  und  demgemfiss  V«*  die  Form  öeC«+(»H*')*l« 
aDoimmty  welche  für  alle  paa'ren  Werthe  von  k^  gleich  x  und 
fiir  allen  apaaren  f hieb — dr  ist.  '  ^^^ 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Formel  V  (±ap)*  =  x  pine^ 
WIderspxuch  enthält,  und  dass  es  ganz  unstatthaft  ist,  in 
derselben  Entwicklung  ohne  weicere  Distinktion  die  Funktion  yafl 
sowol  für  positive,  wie  für  negative  Werthe  von  x  stets  po* 
sitiv  zu  nehmen,  weil  man  es.  unter  BeMhtang  der.nWht  Vfif,- 
geschtlebeaen,  aber  «leniiodi^afigefilhrten.  Op9^0|HBi|;ip 
b^den  Fillee  gewis^ecmassen  nicht  m^  imit.  dera^l^en^  s^* 
dein  mit  zwei  ganz  verschledeneaf>infctimifm  «9  .tl^in  ^.«v 


w 

OhM  die  eiwttntM  «BgewübBlittlieii  Dnafc— gen  iit  aba 
ifluner  V(dt*)*=db«  n  MfiaB.    DettBacli  tat  S.B. 


«M  tfteftrt 


Fotmel 


dieses  erkeDiit  man  noch  direkt  dwd  die  ptiaam 


)V=I=-V^ 


SZ0    »        =00»^— j;i-eui\— j 

Um  Tee  Veratehendem  ebe  fernere  praktlache  Anwendaag 
in  aalgen;  ae  bemerken  wir,  daaa  die  Vonnei 

ein  eped^er  FaH  der  Gldcliong  der  Hyperbel  iat  vnd  io  dieiar 
Ceatalt  iwel  im  Mittelpankte  O  aich  darehachneidende  gemdr 
Unian  AB  Mni  CD  dmtollt  Nlmmi  swn  die  Wanelipi«ae  in 
dem  «raprOivlUhen  Simie;  ae  beilebt  eicb  jene  Foimel  ia  der 
«eetalt 

F=-c* 

«■r  die  «rede  ilff,  und  nimmt  mnn  dieeeibemü  miigeReageaahriim 
leieben;  ee  entaprieht  die  Fomei  in  der  Gealail 

6 
F«-7* 

der  Geradee  CD.  Wollte  man  aber  die  IN^melRfOeee  ftr  jedv 
bellebigeo  Wertii  von  x  unbedingt  poaiti?  nehmen;  ae  wM 
die  Formel 

dM  gekroekeae«  LhriMimg  AOD  daralellw.  DI« 
«beb»  Tug««t«  d«  NdganfnHnhels  ^  dw  Ctraia«  i 
«»  AbarfMwan  wM  Mr  Jed«  s«r«l  bdlaMi»  W«the  i 


Hterin  moM  voler  VdP*  offenbar  bUU  Ein  «Ad.  dieselbe  Faek- 
»n  ▼erstanden  werden»  und  wenn  diese  geseUeb^  niqunt  tnng^ 

ie  es  mnA  sein  nrass»  den  konstanten  Werth  —  an,  weiche 

c 

»sitiven  und  n^ativen  Wertbe  auch  ^  und  x"  haben  aSgen. 
erstände  man  jedoch  anter  V^*  immer  den  ab^elvtAn  Werth 
»n  jt;  so  würde  die  vorstehende  Formel  nur  flir  <iiigenigen  Fille 

iehtig  jBein,  und  den  konstanten  Werlh  7  ergeben,  wo  m^  vnd 

'  hei4»  fiesitiv  wiren:  Ar  diefengen  Fälle  aber»  wo  die  enile 
ibesisse  pesItlT  szse^  nnd  die  aweite  Abssisee  nsgatir  s9<-<»s* 
'iie»  wfifde  jene  Formel  nnriehtlg  sein  mid  den  ▼arfaholen 

^^^  ^:^?11?  eigeben. 

•  ,     ■ 

Ebenso  nunmt  wol  Haneher  (fär  positiTe  x)  Einen  der  nnend- 
ich  Tielen  Wertbe  von  log (—4?)*  ohne  Weiteres  reell  und  dem 
ibsolttten  Betrage  nach  gleich  Sloga:,  alsoaiieh41eg(— :r)*=:logjr 
n.  Diess  würde  unmöglich  sein»  wenn  man  bei  der  Bildung 
ier  Funktion  leg(«-*x)*  nur  ^x  qnadrirt  und  Toa  diesem  Quadfale 
icn  Logarithmus  genommen  dächte.  Denn  aldaan  würde  der  gene- 
rdie  Wevtb  fos  log("— d?)*,  wenn  man  allgemein  — ««sxe^M-**)^ 
Mtzt»  gleich 

2Iog4;*)-2(|^2t)iri  also  audi  \\ogi^x)^xslagx+(l  +  2U)ni 

■tets' inraginär  und  ffir  keinen  denkbaren  Werth  von  ifc  reell 
«ein  kBanen.  Reelle  Wertbe  kann  diese  Funktion  nur  annehmen, 
wenn  man  voraussetst»  das  Quadrat  (— >jp)^  erleide  noch  vor  der 
Logarlthmiruog  eine  Ai'malige  Drehung  um  den  Nullpunkt 
Oisss  ^bt  den  geoeMlen  Ansdruek 

lIog(-  x)^ = logjr +(1  +2*+i')«-, 

welcher  iQr  nnpaere  Wertbe  von  If  reell  wird. 

Hierans  geht  auch  der  IvrAnm  henrer,  in  weichem  diejenigen 
ScIiriftsteUer  befangen  sind»  welche  das   Integral    /  —    nioiift 

sslegjp»  eonderfi  s=iiog«^  sdaeii- wellen»  in  der  Mefarang»  der 
klxlere  Ansdreek  sei  flir  negetive  «  «tele  reell»  der  ersteie 
^egen  stets  imagislr»  der  «sstere  Ansimek  sd  düher  rieh* 
tiger»  weil  sich  nnchweken  läset»  dass  des  hssttmmtelate^ 
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von  —   iwischen  ,xwei  nesatiTejD  Crftnara  in  dtt  Thftt  «tili 

reeU  ist.  Die  Täascbung  liegt  darin,  daas  ßr  D^atire  x  de 
Aaad^oclt  llogafl  Iceineavregs  nothweDdig  reell  zo  sein  braocU, 
vieitiiehr  ölioe  Einfttilning  ungewuhDlIcher  DrehoDgen  eben  so  eil 
ip9gififir.  ist»  wie  loga:.  Bierau  gesellt  sidi  ein  aweÜer  krthiia, 
welcher  dariil  gesteht»  dass  ein  bestimmtes  Integral  nkbt  reell 
sein  kSnpe»  wenn  das  allgemeine  Integral  imaginär  ist,  was 
doch  sehr  wo!  möglich  ist»  wenn  das  Imaginäre,  wie  hier,  in  etaea 
Itonstanten  Gliede  liegt. 

Die  Gleichung  (<^i}*=: -ff,  wenn  sie  nicht  mit  RUcksicte 
enfidie:  Dreh  vagen  ai^eTassjt  wird,  wwaa  man  >alss(  iSier  diese 
Drehangen  nieht  aaeb  einer  bestimroten  Regel,  sendet«  nacfc 
WIIJ.k<ir  sehallet,  ist  in  einer  solcheo  anbescbrftoktea  AMgemen- 
beit  falsch.  Folgende  Rechnong  aeigt,  zu  welchem  bandgreifr 
eben  Irrthume  man  mittelst  jener  Gleichung  gelangen  kann.  Sieht 
man  nftmlich  von  dem  geometrischen  W^t(ie  der  Zahlen  ginziich 
ab;  ^6  fcakin  man  schreiben: 

2«V^  *!2teg(— I)  =  log(— l)«8=l«gl  =0. 

al/N»  den  absardea  Schloss  2aBV^— IssO  berbeifilirett. 

Noch  paradoxer  wird  dieser  ScMnss,  wenn  man  aetst; 


=(^)=' 


itonaeh  sieb  also  1  =  0  ergibt! 

16.  Wenn  einmal  die  in  der  vorstehenden  Nummer  bexeick* 
neten  Umdrehungen  als  zulässige  Zwischenopera tloneo  ange- 
aehe^i  werden;  so  mGssen  dieselben,  am  den  allgemeiosteB 
Ausdruck  einer  Funktion  zu  bilden»  naob  jeder  einzelnen  der  doick 
die  Fnuktion  vorgeschriebenen  einfachen  Operationen  aasge- 
jf&hrt  werden.,.  U^ter  solchen  OmsUiaden  wM  aber  der  gsnerellfl 
Werth  der  Funktion  im  Allgemeinen  abhängig  von  der  UeiheB- 
folge  der  voi^eacfariebenen  Operationen,  was  bei  Weglaasung 
jener.  Ürehongm.ofiniais  nicht  der  Fall  ist;  und  eine  atrene 
.Pefinition  .  dec  betrefenden  Funktion  erfordert ,  notbwendig  eiB« 
ffjft^e.y^Miehrift  tber  die  Reibenf'olge,  in  weli^er  db |^ 
fachtet  Opfifffliotteo  vavgenommen  werden  sollen« 


üwüßk^  iMnämmik.,  Vermuieri^  Dtfkrent,  u.  SMitkUü  i^ 

•t  B.  B.  M  aHgemeiMter  A«SkliMng  i/^*eiiie  'ätattcM 
,  als(Va:)^,  iiiilain  dl»  «rfttih«!  wenn  wir  qH«  tinf«rd?  eine 
ßrvMe  danken,  die  in  yal^^a^HK^i  eotbaHenen  zw«l 
lenen  Grnndwerthe  -{-x  und  — »^  d^g^gen  die  ifttot^^ 
io  (y  x)*  =s  :re^H2A')x<  enthaltenen  einzigenQnindwertb 
litzt 

sbt  man  die  Einheit  nach  und  nach  auf  die  Potenzen  ▼omi 
»  3,  2»  i;  60  erglebensich  je  nach  der  Reihen  folge,  in 
diese  Potenziniogen  ansgeflthrt  werden,  folgende  Grund- 
ier Fttiiktion  !«•  »•*•*. 

dieRethenMge  J.S.i  .3,  so  wie  auöh  flk  die  Reihenfolge 
der  einxige  Werth  ^1.  ) 

die  Reihenfolge  ^.2.^.3  die  jewei  Werthe  -|-1  and.^l., 
die  Reihenfolge  4. 3, i. 2  die  drei  Werthe  +It.— i+^>». 


\\ 


r«- 


die  Reihenfolge  2.4.3.},  eo  wie  auch  für  die  Reihenfolge 

V3  V3 

die   sechs   Werthe   +1,   —1,    4+ y ''  '^*'^T*' 

V3 

r  generelle  Werdi  einer  FnnlitiDn  läset  sieh  in  jedem,  spet. 
Falle  leicht  bilden,  wenn  min  die  Wiricnng  der  freglkhe» 
ihnngen  und  die  Reihenfolge  der  yorgesehriebenen. 
»neu  gehurig  berficksicbtigt  In  dem  Situationskalkui, 
abe  Ich  den  generellen  Ausdruck  för  mehrere  der  ein- 
D  Faoktionen  beiläufig  angemerkt.  Danach  hat  man  s.  B., 
ier  Grund  werth  der  Grosse  A  gleich  ae^  ist, 

log^»  s  •  loga  +  [«(«-fr  2im) -f  2Jf|  ir]t\ 

mis  erhellet  unter  Anderem,  dass  aligemciin  keineswegs 
=  (^")*s=il""  oder  logil"=nlogil  gesetst  werden  dürfe, 

L  m. 

.  Cnter  dem  Fundamentalwerthe  einer  GrOsse  ns*', 
Drehnngswhikel  a  wegen  der  lAehrg^dachten  wiHkflrlichen 
Bgeo  in  gewisser  Weise  vailabel  oder,  viddeiltigiisl!;  ?#«? 
mao  gewuhnlicb  eiilweder  den  WeHh  niiiideair.kl*ii|e4lMi» 


pMltiT«B  DrelMiiigswfaaort  (walcber  LMEte«  imm  jßitiMk 
<SiK  «eiii  wird,  aber  mOglicherwei^  >»  «dn  b»i)  ote  ah« 
4mWenhaiUdeiiimbrfl«l«t  kleUatettDvebongswiBketXmlckr 

Letitere  dano  postttv  oder  oegetiT,  aber  abaolat  ^  n  ae»  wU). 

Gegen  dieae  AoDahnie  liaat  aicb  nkhta  erionem,  ao  lange  a 
rieh  am  eioe  elnfaebe  geemetriacb  gegebene  CrSaae  baaM 
Konmea  aber  dieWertbe  Ton  Funktionen  inBetradit»  «a»  im 
allgemeinere  Fall  tat;  ao  führt  jene  Annahme  leicht  aa  Verwimt' 
gen,  weil  ea  aicb  ereignen  kann,  daaa  der  hiernach  bikuliiiiMh 
Fondamental werth  einer  Fonktion  F(x)  nicht  dem  Fnndanmlal 
wefthe  der  GrnndgrOaae  «entapricbt,  ana  welcher  fieFanktim 
gebildet  werden  aoll,  oder  daaa  mit  Nethwendigkwit  die  mk 
16.  «nd  !&  erwähnten  Drehnngen  da  Zwiachenoperalioaca  ng»* 
baaen  werden  mflaaen,  vm  einen  aolchen  Werth  der  FankÜoe  Ptßf 
an  eneagen.  Da  die  GrOaae  x  die  Baaia  der  von  der  Fnnkte 
Torlangten  Operationen  iat,  nnd  da  ofimala  auch  die  geduhtm 
Dreh  an  gen  ala  Zwiacbenoperationen  auageachloaaen  bleaiea  mI* 
len;  ao  acheint  ea  angeme^aener  nnd  inr  Anfrechterbaltang  to 
weaentlichaten  Relationen  geeigneter,  unter  demFundamen- 
talwerthe  dec  Funktion  F(x)  den  dem  Fnndaraentalwerthe 
der  GrundgrSaae  a?  entaprechendea  Werth  au  ▼erftehoi 
welcher  aicb  beiWeglaaaung  aller  Drehnngen  ergibt  Je- 
defalla  moaa  man  aber»  wenn  die  gewöhnliche  Beatimmnng  kcibe* 
halten  wird,  aehr  aorgf&ltlg  swiachen  dem  Fnndamentalwertb« 
der  Fuaktien  Fix)  nnd  den  dem  Fnn-damentalwertke  der 
GrnadgrOaae  m  emtapreehendeo  Werthe  jeaerFjaakii»* 
nnteracheiden. 

So  würde  nach  der  gewühn lieben  Deflnittoo  der  fw^ 
meotalwerth  der  Fonktion  V(— ar)"  (worin  x  poeltlv  gedieh 
wird)  =  X  aeln.  Oben  aub  15.  iat  aber  gezeigt,  daaa  diene  Fmk* 
tion  den  Werth  x  nicht  andere  annehmen  kann,  ala  wem  dis 
Quadrat  (— «)*  ror  der  WuraelauaidehoBg  erat  noch  eiiM»  fkAm 
uaterworTen  wird.  Nach  unaerer  Meinung  würde  — ar  besser  dtr 
Fundamentalwerlii  der  gagebenen  Eunktio«  au  oeamea  am,  weil 
aicb  deraelbe  auf  den  Fundamentalwerth  der  GrundgrSaae  x  stttit. 
nnd  von  allen  wÜlkürilcben  Zwiacbenoperationen  unabhgngig  iit 

Bbenao  würde  nach  der  gewühnllchea  DeCaUieii  der  Fia- 


damentalwarth  von  V(— j?V-I)*=\  (x0^)\  wenn  ausdrikfc 

Hek  aila  Diehaagaa  ab  Zwiaebeoopwatieaea  eni«eaeU4 

daaa  der  geimseile  Weitli  jener  FmUI 


.1*      A_...  .  V3 


s=:Vx«.«^äV«^J+ YO 


lieser  Werth  erfordert  aber  die  Sobetitatioii  kssl,  bemhet 
iht  auf  dem  Fandameotalwerthe   der  GniDdgrOM&     Dae 

j  tbut  für  isO  nnr  der  Werth  V«*. «'»'=— V«*»  wel- 
mnach  am  natflrlichateo  den  Fimdamentalwertb  der  gege* 
Funktion  reprSaentireo  mOcbte. 

se  der  8ion  der  Recbnang  oftmals  selbst  bei  den*  einfach* 

»erationeo  der  niederen  Arithmetik  denjenigen  Werth  einer 

B  verwirft,  .welcher  nach   der  gewöhnlichen  Deflnition 

mdamentalwerth  dieser  Funktion  darstellen  wfirde^ 

bwendig  denjenigen  Werth  fordert,  welcher  dem  Fnnda* 

Iwerth  der'Grundgrüsse  entspricht^  lehrt  das  Beispiel 

1  . 

nktion  T/=v»  welche  in  allen  Rechnungen  stets  ss  — V  — I 

At  =  V— 1  gesetzt  wird«  obgleich  doch  der  letxtere  Ans- 
lach  der  gewöhnlich eo  Definition  den  Fnndamentalwerth 

gebenen  darstellt    Dieser  Fundamentaiwerth  V— 1  ist  hier, 
deo  meisten-  anderen  Fällen,  unwichtig  und  würde  nur  Ter- 
zen herbeißihren,  da  derselbe  nicht  anders  gedacht  werden 

als  dass  In  der  Funktion  \r—j  ▼<»  der  GrandgrSsse  1 

kr  Fnndamentalwerth  Is^,  sondern  der  Werth  1^*^  geaom* 

M>  wogegen  —  V^^  nie  Werth  der  Funktion  -2/=^  dem 

meotalwerthe  le^  der  Grundgrusse  Tollkommen  entspricht 

Dzalässig  in  allen  FXIlen  ist  es  eber,  etwiOge  reelle  ^erthü 
Panktion  deren  Fundamentalwerthe  au  nennen,  da  es 
•  deron  mehr  als  Einen  oder  gar  keinen  gibt 

Qch  leuchtet  ein,  dass  niemals  der  absolute  Werth  einer 
ion  (also 'die  Quantität  a  derGräese  as^oder  derModel 

l-c*  dar  Grosse  b+ei)  den  Begriff  des  Fnndamentalwerthes 

MQ  kaan. 

&  Dorch  eine  sichere  DesÜmmnng  über  die  ven  der  i^nnfc* 
R[c)  Terhmglan  Opentienen,  iber  die  Reihenfelge 
^  siaanschnllnndeM  IftrehanMn   als 
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and  über  die  fondamentalen  o^et  io  festgesetzter  Weise  sos  in 
fuDdameotalen  erzeugten  Wertfae  der  in  jene  Funktion  ebtrete&< 
den  oder  als  untergeordnete  Entwicidungsstufen  bei  der  Berech- 
nung jeder  Funiction  sich  ergebenden  Grossen  wird  man  in  aUeo 
Fällen  die  aus  der  Vieldeutigkeit  jener  Funktioii  fliessende  Co- 
Sicherheit  beseitigen  können,  ohne  die  mit  jener  Vieldeotigluit 
Terbundei^  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen.  Man  erhSJtatf 
diese  Weise  unzweideutige  Ausdrucke»  in  welchen  die  mit  6m 
selben  Buchstaben  und  Zeichen  belegten  GrOssen  und  Operationci 
stet^  die  nämliche  Bedeutotig  bebalten  und  das  Gesetz  des  Zt 
sämmenhaiiges  der  ehnzelneii  GrOssen  und  Tbetle  unter  sich  md 
in  Beziehung  zum  Ganzen  ungestört  ntd  leicht  erkennbar  UeiM. 

Es  ist.scboD  oben  sub  13.  und  15.  bemerkt,  wie  missM  es 
ist,  eiite'  solche  oftmals  sehr  erwünschte  Unzweidentigkeit  durch 
ändert  Bestimmungen'  herbeizuführen,  welche  sich  an  gewUse 
Nebensachen  und  Zufälligkeiten  .halten,  ohne  das  eigentliche  We- 
sen der  Dinge  zu  berücksichtigen,  da  hierdurch  leicht  \en\SM 
gegen  die  Grundbedingungen  des  mathematischen  Denkens  begu- 
gen  f^erden  ,koonen. 

Eine  sehr  bedenkliche  Bestimmung  dieser  Art  ist  z.  B.,  wie 
schon  vorhin  gezeigt  worden,  die  Forderung,  die  Wurzelgroiis 
V^  für  alle  positiven  und  negativen  Werthe  von  x  stets  positif 
zu  nehmen»  if ogegen  es  ganz  unbedenklich  ist,  von  jener  Fookfi« 
stets  denjenigen  Werth  zu  nehmen,  welcher  dem  t^qndaBeolal- 
werthe  der  Grundgrdsse  mit  Ausschluss  aller  Drehungen  entsprich, 
und  weicher,  onzweidentig  =  a  ist 

Ebenso  tnitosUch  w0rde  die  Bestimmung  seb,  dassveofa 

WwzelgrOsse- Vo;  flir  positive. Werthe  von  ^  stets  der«bsolot< 
Werth  genommen  werden  solle,  eine  Bestimmung,  welche  mai 
vielleicht  dadurch  rechtTertigen  zu  kCmien  glauben  raSebfe,  daii 

man  festsetzte,  unter  Vx  solle  der  nach  der  Binomialfomel 

VaT6  =  (fl  +  6)"=a»  +  -rt^'"  6+ etc. 

4tt  berechnende  Werlh  verstanden  werden. 

'  Denn  wenn  auch  wirklich  die  als  eine'zusammengesetiteFaBk* 
tton  gedachte  Gr5sse  x  nach  der  Voraussetzung  stets  pMitb 
bleibt;  sd  künnte  es  sich  doch  ereigne,  daas  dieselbe  mmal  fb 
pesiePotens  einer  aegatisen  eder.  überliaspt  als  eine^Peteueta 
knunflssien  Gntase  Aschiene»  und  daM  «ab  jdmrcb^ie  vi^rgeichiM* 
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(sehränkang  zu  fibniicben  Irrthümern  geleitet  würde,  wie 
in  aligeroeio  V(J:^)*  =  ^  setzte. 

!i  die  Benifang  anf  die  Binomialformei  zu  vorstehendem 
ist  trOglich.  Diese  Formel  stellt  keineswegs  bloss  einen 
reellen  y   sondern  überhaupt  alle  n  verschiedenen  Werthe 

■[■b  dar.     Diess  erkennt   man   sofort,  wenn  man  erwägt» 
r    die    Gr5sse    a    allgemein   a^^^  gesetzt   werden  kann. 


Dan   diese  Substitution ,   setzt    auch  a  -|-  &  =  <i(l  +  ^  uud 

,  dass  die  Substitution  des  allgemeinen  Ausdruckes  be^^ 
>inen  Einfluss  auf  das  Resultat  hat;  so  ergibt  sich  sofort 

r—TT       — <  ",  r.  .1*   .«V«""  //^V.    .1 
ra  +  6=.-     v«[l  +  --+— j:2-^(J+etc.], 

«reiche  Formel  n  verschiedene  Werthe  dargestellt  sind, 
»ämmtiicb  gleiche  absolute  Werthe,  aber  verschie- 
tichtungen  haben. 

Festsetzung,  dass  von  einer  Grosse  stets  ihr  absoluter 
genommen  und  dieser  absolute  Werth  gewissermaassen  als 
loktion  der  fraglichen  Grösse  angesehen  werden  solle, 
isonders  dann  zu  sehr  prekSren  Resultaten,  wenn  die  frag- 
n*)sse  nicht  bloss  reell,  sondern  auch  komplex,  also  allge- 
m  der  Form  ae^  sein  kann.    Denn  setzt  man  ae^=ar,  so 

X 

absolute  Werthe  dieser  Grosse  a=-^j=d;€~<^.  Der  Aus- 

'e-^  ist  aber  keineswegs  ein  solcher,  welchen  man  nach 
vrohnlichen  desfallsigen  Definitionen  eine  Funktion  von 
en  kann,  well  die  behuf  Bildung  dieses  Ausdruckes  mit  der 
rosse  ;r  zu  vollziehenden  Operationen  nicht  bestimmt  oder 
Werthe  von  x  konstant,  vielmehr  von  dem  Drehungs- 
tt  dieser  Grosse  abhängig  sind.    Ausdrucke  wie  -f^*  — ^, 

i»  u.  s.  w.,  welche  nach  der  gewohnlichen  Auffassung  ffir 
hiedene  Funktionen  von  x  gelten,  würden  hiemach  Ein 
ieselbe  Funktion  von  x  darstellen,  und  hieraus  erkennt 
*elcbe  sorgfältige  und  oft  verwickelte  Nebenbetrachtungen 
ler  solchen  Erweiterung  des  Begriffes  Funktion  angestellt 
I  rofissten,  um  die  Rechnung  vor  Feblschldssen  zu  bewahren. 

1  Vermeidung  solcher  und  ähnlicher  anderer  schwankenden 
^glichen  Bestimmungen  kann  man  durch  die  im  Eingange 
Nummer  bezeichneten  Festsetzungen  stets  bewirken,  dass 

u  xxvnL  10 
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nicht  bloss  dsr  Werth  einer  Funktion ,  sondern  vmk  dasdiNb 
sie  aasgesprochene  Bildungsgesets  als  etwas  Tollkoomeo  Be- 
stimmtes und  Unzweideutiges  erscheint,  was  flfr  die  Pii 
zision  der  mathematischen  Begriffe  von  äusserster  Widifigkeit  ut 
Man  wird  alsdann  die  mehrfachen  Gesetze,  welche  in  maodbei 
.Formeln  liegen,  leicht  von  einander  trennen  und  ein  jedes  ftr 
sich  betrachten  k5nnen.     So  würde  man  z.  B.  in  der  6ieichiB| 

y=  Vr» — ar*  des  Kreises  zwei  verschiedene  Gesetze  erkeo- 

nen,  von  welchen  das  erste  y=-f  V^r* — a^  dem  oberes  nnd  das 

zweite  y  =  —  Vr* — ar*  dem  unteren  Halbkreise  angehört 

Es  wird  nicht  schaden,  wenn  wir  hier  nochmalsy  wie  scImh 
ad  14.  geschehen 9  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  dorck 
Addition  oderSubtraktion  verbundenen  Glieder  einer FonktiM 
stets  Grössen  mit  vieldeutigen  Drebungswinkelo  erzenges,  dasi 
also  die  Präzision  der  Formel  im  Allgemeinen  eine  Bestimmnig 
darüber  erfordert,  ob  eine  solche  Summe  oder  Differenz  mit  ihcei 
fundamentalen  oder  mit  irgend  Einem  ihrer  genereilen  Wcrtk 
genommen  werden  solle. 


II.    Unbestimmtheit,   Veränderlichkeit  und 

Differenziatioo. 

19.  Wenn  zwischen  den  beiden  Unbekannten  x^  ff  w 
eine  einzige  Gleichung  gegeben  ist;  so  ist  dieselbe,  oder  vielaekr 
deren  Auflosung,  d.  h.  jedes  Paar  zusammengehöriger  V9eA» 
von  X  und  y,  welches  jene  Gleichung  erfuLllt,  im  elgentlichtB 
Sinne  unbestimmt.  Es  bleibt  nämlich  die  Eine  UsbeksDote  i 
in  ganz  beliebiger  Weise,  also  auch  in  einer  stetig  susanmeD- 
hängenden  Grossenreihe  variabel,  und  demzufolge  werden  vuk 
die  entsprechenden  Werthe  von  y  =  F(ar)  allm^&hliche  0 «ber- 
gan ge  In  einander  bilden. 

Beschränkt  man  die  Stetigkeit  dieser  Vcrlnderasg doreb 
eine  Nebenbedingung,  z.  B.  durch  die  Forderung,  dass  die  Eiae 
Unbekannte  x  oder  dass  beide  x  und  y  nur  ganze  Werthe  er- 
halten sollen;  so  nimmt  die  Funktion  y=:F(x)  diejeidgft  BgW' 
Schaft  an,  welche  wir  im  Vorstehenden  der  Kürze  wegen  Viel- 
deutigkeit genannt  haben. 

Es  ist  freilich  fiblich,  die  Benennung  Vieldeutigkeit  va 
da  anzuwenden,  wo  die  Unbestimmtheit  bloss  in  der  Verlader 
liebkeit  der  Drebungswinkel  tt-f2iE;is,  mit  heliehifen  gii* 
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rtben  v«n  i,  besteht,  und  io  dem  rorlienierkten  Falte 
ouni^Unbestimmtbett  anter  Hinztifligang  der  beschrHe- 
I  Bedingiing  beizubehalten,  indem  man  z.  B.  von  der 
ang  einer  nnbeetimmten  Gleichung  in  ganzen 
I  redet:  man  sieht  aber»  dass  dem  wahren  Wesen  nach 
lebe  beschränkte  Unbestimmtheit  mit  dem  Begriffe  der 
tigkeit  genau  übereinstimmt,  und  dass,  wenn  man  charak- 
iie  Unterscheidungen  machen  will,  dieselben  nur  danach 
SD  werden  können,  ob  die  Grosse,  von  welcher  die  Vn- 
libeit  abhängt,  in  stetiger  oder  in  nnterbrochener 
olge  Tariabel  sei. 

Wenn  die  Gleichung  yzz,F(a:)  mit  derErlaubniss  ge- 
ist,  darin  die  Grösse  ^  durch  eine  gewisse  Reihe  von 
■  zu  verändern;  so  folgt'^araus  noch  nicht  dieNothwen- 
t,  diese  Veränderung  vorzunehmen.  In  sehr  vielen  Fällen 
ch  nur  ein  Interesse  »vor,  für  diesen  oder  jenen  speziel. 
srth  Ton  X  den  zugehörigen  Werth  von  y  zu  kennen,  oder 
hrt.  Alsdann  erscheint  fflr  einen  jeden  solchen  Spezial- 
ron  X  die  Funktion  F(x)  als  eine  durchweg  bestimmte 
>ch  nur  in  gewisser  Hinsicht  vieldeutige,  wie  wir  sie 
früheren  Nummern  betrachtet  haben. 


ter  solcbeo  UoMtänden  spielt  offenbar  der  Charakter  der* 
derlichkeit  von  x  und  y  nach  stetiger  Reibenfolge  gar 
resen fliehe  Rolle.  Beide  Grössen  erscheinen  vielmehr 
im  speziellen  Falle,  wo  man  auf  die  gegebene  Gleichung 
i,  als  unbekannte  Konstanten,  welche  nach  Maass- 
ieser  Gleichung  baM  diese  >  bald  jene  Werthe  annehmen 
• 

tders  ist  es,  wenn  jene  Gleichung  mit  der  Bedingung 
n  ist,  X  stetig  zu  variiren.  Unter  solchen  Umständen^ 
1  die  Grössen  x  und  y  diejenige  Eigenschaft  an,  welche 
s  strengsten  oder  eigentlichsten  Sinne  Veränderlichkeit 
sollte,  und  jetzt  erst  qualifiziren  sich  dieselben  vollständig 
Benennimg  von  Veränderlichen  oder  VariabeLn. 

.  Wenn  man  in  der  Funktion  y=F(x)  der  unabhängig 
iderlichen  x  den  Charakter  der  Unabhängigkeit  im 
lehntesten  Sinne  ertheilen  wollte;  so  musste  man  an  dersel- 
cht  bloss  die  Quantität,  sondern  auch  den  Drehen gs* 
i\  als  unbeschränkt  veränderlich  ansehen,  fiel  dieser  Vor- 
long  wffrde  x  des  Vektor  eines  Punktes  dorstwüto,  welcher 
und  aadi  aUe  Punkte  einer  Ebene  dawbliefe,  und  die 
wtffde  sein«   dass  aneh   die   abbingig   VeräD«» 

le« 
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derliche   y   die    Vektoren   aller  Punkte  einer   soklieii  Kkeec 
darstellte. 

Eine  derartige  unbeschränkte  Variation  von  .r  wird  indessen 
nicht  beabsichtigt  Dieselbe  Hurde,  wenn  man  ßlr  x  den  aDge- 
nieineren  Ausdruck  xe9>^  setzt,  auf  eine  gleichzeitige  Tnriation 
der  zwei  Grossen  x  und  q>  in  der  Reihe  der  reellen  Grossen, 
also  auf  die  Bildung  einer  Funktion  y  =  F{x€9^  mit  zwei  unalh 
bängig  Veränderlichen  x  und  q)  hinauslaufen. 

Wenn  man  von  Funktionen  mit  Einer  Veränderlichen  redet» 
intendirt  man  eine  solche  Verallgemeinerung  nicht.  Es  ist  daher 
nothig«  sich  von  der  Beschränkung,  welcher  die  Variation  von  i 
unterworfen  sein  soll,  klar  Rechenschaft  zu  geben,  um  nicht  dnrek 
ein  zufälliges  Aufgeben  dieser  Beschränkung,  d.h.  derch  ifit 
zufällige  Substitution  eines  jener  Beschränkung  entzogenen  Wertlicf 
von  X,  \n  Irrungen  zu  verfallen. 

Die  fragliche  Beschränkung  filr  orWsteht  zunächst  darin,  da» 
die  Grösse  nicht  die  Vektoren  der  Punkte  einer  Ebene,  sooden 
einer  bestimmten  Linie  darstellen  soll.  Diess  hat  zur  Folge. 
dass  auch  y  eine  Linie  darstellt.  Einem  bestimmten  Punkte  der 
Linie  der  x  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  der  Linie  der 
y,  und  die  gegenseitige  Lage  dieser  korrespoodirenden  Panki» 
liefert  ein  deutliches  Bild  von  der  Besiehang,  in  weicher  x  ond 
y  zu' einander  stehen. 

Das  Charakteristische  solcher  veränderlichen  Grössen 
und  Funktionen  besteht  hiernach  darin,  dass  während  die  kon- 
stanten Grössen  nur  auf  einzelne  Punkte  des  Raomes  fiken, 
durch  die  veränderlichen  Grossen  Linienzfige  des  Ranaes 
dargestellt  werden. 

Durch  die  eben  ausgesprochene  Bedingung,  dass  x  den  Punk- 
ten einer  Linie  entsprechen  soll,  ist  übrigens  die  raebr  erwähnte 
Beschränkung  noch  nicht  vollständig  ausgesprochen.  Denn  wölke 
man  durch  x  irgend  eine  krumme  Linie  darstellen,  so  kin« 
diess  darauf  hinaus ,  dass  man  ffir  x  den  allgemeineren  Aasdruck 
xe9^  mit  der  Bedingung  setzte,  dass  tp  eine  geVisse  Fanktioo 
f[x)  von  X,  also  eine  abhängig  Veränderliche  sei,  wo- 
durch die  Grundgrosse  in  der  Funktion  y  selbst  au  einer  ab- 
hängig Veränderlichen  werden  wflrde,  so  dass  man  dann 
y=:iFY^€/(')*]  schreiben  konnte,  worin  nun  x  bloss  in  iiet  Reihe 
der  reellen  Grossen  veränderlich  bliebe. 

Abgesehen  davon,  dass  die  Absiebt,  ^ne  Funktion  einer  ein- 
zigen unabhängig  Veränderlichen  zn  konstitnireil^,  dnrefc 
die  Erlaubniss  der  Variation  von  x  nach  einer  kmniBneii  Laut 
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rflHll  vrerden  würde;  «o  eotspricht  eine  solche  Variation 
aach  dessbalb  dem  Zwecke  der  Aufgabe  nicht,  weil  aof 
»feren  Gcnnde  dieser  Operation   das  Bestreben   ruht,  die 

TOD  X  oder  die  Variationen  dieser  Werthe  oder  den  ganzen 
izQg  der  X  in  Beziehung  auf  Längen-»  Richtungs- 
eschvFindigkeits-  oder  Neigungsverhältnisse  als 
;stab  für  den  Linienzug  der  y  zu  benutzen.     Zu  einem 

Maassstabe  eignet  sich  aber  nur  eine  im  Mullpunkte  be- 
le  gerade  Linie. 

3  Variation  der  x  wird  demgemäss  im  Allgemeinen»  und 
I  eine  grossere  Freiheit  nicht  ausdrücklich  zugestanden  ist» 
siogescbränkt,  dass  diese  Grosse  die  verschiedenen  vom 
ankte  ans  gemessenen  Stücke  einer  geraden  Linie 
le. 

ernach  konnte  man  allgemeiner  a;=:re9''  setzen  und  darin  tp 
mt  halten»  während  x  die  absoluten  Werthe  von  0  bis  od 

iuft 

»r  konstante  Faktor  eSP'*  könnte  ebenfalls  noch  unterdrückt 
I»  da  man  ja,  wenn  man  überhaupt  eine  Variation  von  x 

unter  dem  Winkel  qpi  geneigten  Linie  beabsichtigt,  nur 
laktioo  yz=zF{x)  in  F(xe9^  zu  verwandeln  und  alsdann  x 
le  in  der  positiven  Grundaxe  unter  den  absoluten  Zahlen 
Qo  veränderliche   Grosse    zu    betrachten  brauchte.     Es    ist 

üblich»  die  Variationen  von  x  in  der  Funktion  y:=:F{x) 
ic  reellen»  d.  h.  auf  die  positiven  und  negativen 
16  auszudehnen»  also  zu  gestatten,  dass  x  sowol  in  der  po- 
I,  dnrcb  xe^^  dargestellten,  als  auch  in  der  negativen,  durch 
largestellten  Grundaxe  variire,  was  offenbar  die  Zulässigkeit 
allgemeineren  Ausdruckes  xe9^  für  x  involvirt. 

V\\\  man  diesen  allgemeineren  Ausdruck  für  x  ausschliessen, 
doch  die  allgemeinere  Erlaubniss  der  Variation  von  x  in  den 
a  entgegengesetzten  Theilen  der  Grundaxe  aufzuheben. 
Du  diess  zwar  durch  die  einfache  Bedingung  geschehen,  dass 
der  Reihe  der  positiven  und  negativen  reellen  Zahlen 
BQ  solle;  man  darf  dann  aber  nicht  unbeachtet  lassen,  dass 
stets  zwei  verschiedene  Zahlenreihen  sind,  und  dass  die 
'  Operation  gewissermaassen  auf  die  Betrachtung  zweier 
chiedenen  Funktionen  F{xe^)^F{^x)mA  F(xe^^=^F{-x) 
auf  die  Betrachtung  der   zweideutigen  Funktion   F(^x) 

isläurt,  worin   dann  x  nur  innerhalb  der  absoluten  Zahlen 

1 

^^   Er  ^ird  mit  Nachdruck  wiederholt»  dass  es  zwar  üblich 
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ist,  die  PanttioDen.  io  em  solclw  Pom  sa  Maf|;M,  ima  ik 
GrandgrGsse  as  n«r  lo  den  Reiben  der  reellen  ZeMeo  so  rviim 
braochl,  um  gewieee  Btldang«geeetae  zur  Erhemteks  n  Möge«, 
das«  jedoch  eine  solche  Beschrfoknng  nicht  durchaus  ootbwei* 
dig  ist,  dass  man  aber,  selbst  bei  grteselrer  Verallgeneinenng; 
die  GrGsse  x  durch  irgend  eine  von  der  Natur  der  Untersncfasog 
abhängige  stetige  Zahlenreihe,  welche  den  Vektoren  einer  be- 
stimmten Kurve  entspricht,  laufen  lässt,  und  dass  diess  tod 
filr  die  Werthe  der  Punktion  F(x)  eine  bestimmte  Zahleo- 
reihe  erzeugt,  deren  Glieder  unter  einander  In  einem  organiscbn 
Zusammenhange  stehen.  Der  Organismus  dieser  zusammenbiih 
genden  Reihen  ist  in  vielen  Fällen  geeignet,  die  Unhesdmmibeit, 
welche  einzelnen  Gliedern  bei  völlig  isolirter  BetracbtuBf 
anhaftet,  aufzuheben ,  wie  wir  weiter  unten  bei  den  Werthen  0. 
X  und  S  sehen  werden. 

Gleichwol  soll  durch  Vorstehendes  der  Fall  keineswegs  ab 
eine  logische  Unmöglichkeit  ausgeschlossen  sein,  dass  man  die 
Variation  der  Grundgrosse  x  von*  der  letzteren  EinschribikiiB« 
in  das  Gesetz  einer  bestimmten  Reihe  befreite  und  ihr  ge- 
stattete, nach  den  Vektoren  einer  Ebene  beliebig  nach  allen 
Richtungen  hin  sich  zu  verändern.  -Dieser  Fall  erfordert  jedock 
immer  eine  besondere  Festsetzung,  da  er  zu  den  ungewSho li- 
ehen gebort. 

23.  Die  Vorstellung  vom  Unendlichen,  obgleich  ae  sise 
völlig  unzweideutige  ist,  erzeugt  doch  keinen  Grossenwertb  vm 
bestimmter  Quantität.  Demgemäss  stellt  das  Zeicben  ao 
eine  Grösse  dar,  deren  Quantität  in  Ihrem  Verbältnissi  w 
Einheit  in  gewisser  Hinsicht  unbestimmt  bleibt,  wog^eo  & 
Richtung  jener  Grösse  vollkommen  bestimmt  ist  ond  der  de( 
positiven  reellen  Gru^ssen  genau  entspricht. 

Allgemein  stellt  ooe«'  die  unter  dem  bestimmteii  Dreboogi' 
Winkel  a  sich  neigende  unendliche  Linie  dar« 

Erst  wenn  auch  a  unendlich  gross,  also  seiner  Quantifit  aadi 
unbestimmt  wäre,  würde  xe*'  eine  nach  Quantität  undRicb- 
tung  unbestimmte  unendliche  Linie  darstellen. 

24.  Die  Ilull  als  Grösse  muss,  wie  jede  andere  lo  eiM 
mathematische  Entwickelung  eintretende  Grösse,  in  ihrem  Ver- 
hältnisse zur  Einheit  aufgefasst  werden,  kann  also  ourals 
anendlich  kleiner  Theil  der  Einheit  gedacht  weiden.  Hier- 
durch überträgt  sich  die  Unbestimmtheit  des  Unendlichen  in  qaan* 
tftativer    Hinsicht  auch    auf  die  Null.    Diese  UnliesämmtkeH 


r 
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kMgt  jedech  di»  VoMtellung  yw  dMi  W«rthe  der  Mail 
■iitei^Mrdiieteiii  Grade,  weil  die  Gränzet  welcher  der 
p  BQsIrebt,  weno  oied  deeeelbee  Im  Geiste  aus  der  Eiu* 
Jiilden  eocht,  eise  feet  beetimmte,  Dimllch  der  Nulip unkt 
I  jener  Werth  iiiemale  zwiecheA  endlichen  Gränzen  schwao« 
m.  Die  fragliche  Uobestimmtheit  macht  eich  yielmehr  ner 
men  Operationen»  wie  z«  B.  der  Division  oder  Wurzel- 
llinng  geltend,  wo  die  Null  als  ReprSsentant  des  Bilduoge- 
s  ans  der  Einheit  erscheint  und  die  umgekehrte  An- 
lg  dieses  Gesetzes,  also  die  Erzeugung  eines  unendlich 
en  verlangt. 

3nn  man  also  fSr  die  meisten  Flllle  auch  von  derjenigen 
immtheit  absehen  kann,  welche  die  Null  in  Rflcksicht  auf 
'ität  darbietet,  so  verbleibt  an  ihr  doch  in  Rflcksicht  auf 
nng  eine  andere  Unbestimmtheit  im  eigentlichen  Sinne 
Portes.  Der  Null  kann  man  nämlich  jeden  beliebigen 
iDgswinkel  oder  Richtungskoeffizienten  zuschrei- 
Iso  Oe^  dafür  setzen»  worin  a  jeden  Werth  haben  kann. 

ie  wichtig   dieser  Umstand  ist,  erkennt  .man  bei  der  Divi- 

and  Wurzelausziehung,  indem  die  Griisse  ^ZS^^^^^^^^^ 

nendlicb  gross,  also  der  Quantität  nach  in  gewisser  Weise 
iamt,  der  Richtung  nach  aber  ganz  bestimmt  ist,  da 
r  DrehnDgs winket  -*-a  angehört. 

1  1 

iernach  ist  XÄ  =  *  »  dagegen  ^^  =  ^  oo . 

i\  der  Wurzelausziehnng  kann  das  Zeichen  der  Null 
die  Quantität  der  zu  berechnenden  Grösse  afBziren.  Denn 
y  1  ist 

+0         _L 


en 


iernach  kommt  es  in  vielen  Fällen  wesentlich  darauf  an,  zu 
iuchen,  ob  dem  Nullwerthe  nach  dem  Wesen  der  Aufgabe 
bestimmte  Richtung  zuzuschreiben  sei,  oder  ob  diese 
omg  wlilkflrlich  bleibe. 

S,    Es  scheint  Im  Wesen   der  Dinge  zu  liegen  und  darum 
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ffir  matheniatiache  Untenaehnngen  ebeoso  aodiweDdif  ab 
XU  sein,  dass  mao  sich  Aoter  dem  Ud  endlichen  nickt  «ine 'kon- 
stante, wenn  auch  noch  so  grosse,  tirOsse,  auch  mdil  «inaal 
einen  momentan  flzirten  Werth  einer  Variabelen,  sofdem  eine 
in  fortwährendem  Wachstbame  begrifeno,  also  ewig  rer- 
inderliche  GrOsse  denke. 

Hiernach  erscheint  denn  auch  der  Null  werth  einer  Grtesea* 
reihe  als  eine  ewig  veränderliche  und  zwar  fortwährend  abnelh 
roende»  dem  Verschwinden,  oder  genauer  gesagt,  dem  Nullpunkte 
oder  der  Noilgränze  ohne  Ende  sich  nähernde  Grosse. 

Diese  Auffassung  entspricht  auch  der  DnerscbopflicUDeit  des 
Aktes,  welchen  das  Denkvermögen  bei  der  Veigegenwärtigpog  dei 
Begriffes  vom  Unendlichen  zu  vpliziehen  sich  bemühet 

Ausserdem  gewährt  dieselbe  sofort  eine  klare  VorsleHaBg  vn 
dem  Wesen  der  relativ  unendlich  kleinen  und  grossen GrSsses, 
welche,  obgleich  an  sich  oder  absolut  unbestimmt,  deck  sek 
wohl  zu  einander  in  ganz  bestimmten  und  auch  in  nnead- 
lieben  Verhältnissen  stehen  kdnue*. 

Ist  nämlich  vorgeschrieben,  dass  zwischen  zwei  Veränderlicbes 
X  und  y  ein  bestimmtes  funktionelles  Verhaltniss  y^=FXx)  stattfiode, 
so  werden  den  allmählichen  Veränderungen  von  x  gewisse  ge- 
setzmässfge,  durch  jene  Funktion  bestimmte  Verändenuges  vw 
ff  entsprechen.  Wird  also  lilr  ein  unendlich  grosses  oder  Ueines 
X  auch  y  unendlich  gross  oder  klein,  so  kann  doch  der  unendlich 
grosse  oder  kleine  Werth  von  x  nicht  gleich  dem  von  f  ai^ 
sehen  werden:  beide  stellen  sich  vielmehr  im  Allgemeineo  als 
verschiedene  Grossen  heraus«  welche  stets  in  der  dorck  <ik 
fragliche  Funktion  bedingten  Beziehung  zu  einander  verbleibett, 
eine  Beziehung,  welche  je  nach  den  Umständen  das  Verhält* 
niss  zwischen  den  unendlich  grossen  oder  kleinen  Wertbeo  vod 
X  und  y  ebenso  wol  als  eine  bestimmte  endliche,  wie  ancb 
als  eine  unendliche  Zahl  erscheinen  lassen  kann. 

26.  Schliesslich  muss  hinsichtlich  der  Unbestimmtheit  des 
Begriffes  von  0  und  od  in  quantitativer  Hinsicht  oder  des  Be- 
griffes vom  unendlich  Kleinen  und  unendlich  Grossen  noch  be* 
merkt  werden,  dass  das  Verhältuiss  dieser  Grössen  zu  endlicbeo 
Grössen,  obgleich  nicht  genau  darstellbar,  doch  in  der  Hinsicht  nfi- 
zweideutig  ist,  dass  das  Gesetz,  welches  bei  unausgesetzter  Anwen- 
dung jenes  Verhaltniss  erzeugen  würde,  vollkommen  bestimmt,  nur 
unerschöpflich  ist,  und  dass  überhaupt  kein  endlicher  Wertb 
darunter  gedacht  werden  kann.  Demzufolge  sieht  die  Mathematik  die 
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VcrAe  •  «d  oo,  w«fB\ft*ftl0iy»Kft  «der  «or  M  VeAtodoBg  mit 
mdlicben,  ,toii  Null  verschiedenen  Wert|ien  a^ftreiten,  gewöhnlich 
iQcfa  wie  bestimmte  Rednltate  an.      '       ' 

27.  Was  dagegen  die  Unbestimmtheit  hinsichtlich  derRich- 
QDg  der  Null  Anlangt,  se  vvird  diese  Unbestimmtheit  cor  ttobe» 
tcbränktenWillkdrlichkelt,  sobald  die  Null  tOIH^  isdiirt;  aasaer 
Sosammenhang  mit  einer  bestimmten  GrOssenreifce  gedaeht;wa^ 
leo  soll. 

Dieser  Fall  kommt  selten  vor.  In  der  Regel  kommt  die  Noil 
üs  Anfangs»*  oder  Endglied  einer  gewissen  stetige*  Reihe  oder 
»iner  Abthertong  einer  solchen  Reihe  in  B^raeht.  Aledaim 
st  auch  ibre  Richtung  oder  ihr  Drehungswinkel  tieetimm^ 
und  sie  selbst  erscheint  als  ein  Aqsdnick  von.  der  Form  Oe^. 

So  ist  'a.  B.  die  0  als  erstes  Glied  der  von  0  bis  9(K*  waeb* 
Moden  Winkel  entschieden  pesittv  und  demnach  rauch  coiieeO 
als  erstes  Glied  dieser  Winkelreibe  entschieden  positiv <33(=qo. 
Als  erstes  Glied  der  von  18QP  bis  270o  wachsenden  Winkel  M 
dagegen  8inl80^=s0  negativ,  also  =<^0  oder  c=Oe^,  uod^deiii» 
Dach  auch  cosec  180^  als  erstes  Glied,  d^  letatereki  Reihe  nega-' 
,.  1  • 

■>'••■'••♦ 

Wenn  man  in  der  Funktion  sf=x — 3  die  Grundgrosse  in  den 
reellen  Zahlen  von  0  bis  od  variiren  läset,  so  passirt  y  (är  x  =  3 
den  Werth  0,  indem  einzelne  Glieder  dieser  Reihe  — 3,  —2, 
—  1,  0,  If  2,  3  sind.  Offenbar  ist  y  für  x=z3  als  negativ  an- 
loseben,  ^sobald  es  als  Endglied  der  negativen  Abtheilung 
dieser  Reibe  .oder  als  derjenige  Werth  ersehein^  welchen  4?— 3 
fnr  wachs en^de  a  bei  x^3  abnimmt  P^gegpn  i^tyi&r  OiF^ß 
als  positiv  anzusehen,  sobald  es  als  Anfangsglied  der  posi- 
tive 0  Abtheilung  jener  Reih^  oder  als  deijenige  Werth  erscheint» 
weichen  x^3  fSr  abnehmende  a:  bei  x=:3  annimmt 

Liesse  man  in  der  Funktion  Je — 3  die  Grösse  x  durch  die 
stetige  Zahlenreihe 


-3V^n,  I-2V^^,  2-V-l.  3;  4+V=l.  S+iV^^I', 

6  +  3V — 1  o.  «.  w. 
Iiafeo,  so  wBrde  man  flir  g  'die  Reihe 

-3-3^^^,  -2^2V^,  -1-V^-li  0,  1+V^, 

a+2v^zn,  3+3V^ 


»  „' 
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«Mtea.    Die  dieMÜt  dtm  N«ll^«<b.lUg«ad<ö  CKeiw  aiw 
Reihe  ivie   -<3-3V— 1,  =3(— 1— V-l)  =  3c"^  Um  dea 


DrehuDgs Winkel   —  45^,    die  jeoeeit  iiegeDdea,    wie  S^^SV^l 

Ba(l  +  V*^)ss3e«^  den  Drelningswinkel  -f45<».  JtMicMaB 
■MI  der  durch  Sehsfitation  vod  ;css3  entstehende  Werth  y^O 
ab  Eiidwiwth  der  ereteren  eder  als  Anfuifewerth  der  lelilent 


•5 


Glieder  erscheint,  ist  sein  Richtongskoeffisient  --1— V^se*"^ 

•der  resp.  1  ^  V^^lss« .  Keinenfalls  aber  ist  dieser  KoeSaarf^ 
wie  bd  der  veriMr  betraehteten  Snbstitatioa  reeller  Weitte  t« 
s  als  positfT  oder  aegatir  aacaeehen. 

Welcher  Werth  dem  RichtangsfcoefBxienten  einer  flir  «=« 
siek  attnallirenden  Fanktroa  y=fXjr)  gebArt,  liest  *sick  ittme 
Webt  erlDSooea»  wenn  tnan  in  den  allgemeiaea  Aaadrackeftif 
die  abaolate  Quantit&t  voa  dem  elgeaittcbeir  Richtaigi- 
keefflxlenten  trennt  Die  Sabstita6on  x^s^a  wird  dann  ibmi 
die  Quantität  rony  annbUiren,  demRichtuagskoefisieatei 
aber  eiaen  bestimmten  Werth  verleihen.  Cm  aber  den  allge- 
meinen Aosdnick  flQr  y  an  erhalten,  mnsa  man,  wenn  der  allge- 
OMine  Terminus  derjenigen  Reihe,  durch  welche  x  ririim  sol| 
eine  komplexe  Grosse  von  der  Form  ref'sp-fW  ^  ror  d« 
Substitution  :r=a  und  vor  der  Trennung  der  Quantitit  voq 
dem  Richtnngskoefnaienten  der  Funktion  F(a?)«  buch  fiaMs 
atlgenleinen  Terminus  erst  in  die  Funktion  F(x)  einflihreii,  abo 
y=zf{nl9^  setzen. 

In  dem  letitvorhergeheaden  Beiispiele  ist  yzsix-^%.  I>er 
Teraiiaus  ddr  Reihe,  durch  weieke  x  varilrea  eoU,  Ist 

der  allgemeine  Ausdruck  für  y  also  y =x(l  +  V — 1).  b  dietea 
Ausdrucke  findet  die  Trennung  der  Quantität  %  Tor  dn  Rieb* 

tungskoefBzIenten  1  +  V  —  1  bereits  statt,  so  lange  t  porfüft 
Werthe  bat:  würde  %  negativ  =  — z,  so  mdsste  der  Ausdroekin 
die  Form  (^1  — V— 1)  gestellt  werden.  Der Substitufion x=3, 
wofür  ysO  wird,  entspricht  jeUt  di6  Substitution  x=Q.  Dieselbe 
gibt  als    Endwerth   der   Glieder    mit   negativem   i  dca  Wcrifc 

y80(— 1~V -*l)s:Os    «,  und  als  Aafangswertfi  der  GCeder 

positivem  t  den  Werth  ys  0(14- V^)=sOe^,  wie  vorbin. 


rMNMBHpiL,  Mi9flllPIMIIii*f  fifmflVr«(t  VmWWS*  IfcMIliPWiii    ipf 

SB.    Der  Termimis  der  Reib#  Mr  «  mM.  #lch;  teflier  Ü  die 

orm  ^=7]fi-f  itV  —  I  nnd  der  allgeineiDe  Ausdruck  der  Funktion 
,  nachdem  dieser  ^ertfa  von  x  darin  gWtzt  ist,  in  die  ähnliche 

orm  }i'!=^p  -f  9V  --1  bringen  lassen.  Eine  Trennung  der  Quan- 
itSt  Ton  dem  Richtuogskoeffizienten  fährt  dann  die  Form 

lerbei.     Soll  nun  für  einen  speziellen  Werth  roo  x  dia.Funktioii 

\'=SS  werden;  so  rouss  deren  Quantität  Vp^-^v'^O«  also  gidch« 
eSfig  p:^#  Md  92^0  «forden.  Rierdaivh  stellt  sich  der  ttt  be- 
tlmmende  Riebtnngskoeflbient  des  dem  speslellett  W^rfhe  yoft  :r 
ntsprechteden  Werthes  von  y  in  die  Fonn 


=  8  +  8V-l. 

Man  eleht  hieraus,  dass  es  bebnf  PeststeHniig  dee  fahren 
Werthes  dieses  RichtangskoefBsieeten  aof  die  BestlmniMg  fon 
UrSesen  von  der  Form  %  ankommt,  «roron  weiter  unlw  itt  Nr.  31. 
in  grosserer  Allgemeinheit  die  Rede  sehi  wird. 

In  Tielee  Filtstt  entgeht  man  fihrigens  der  Formt  %t  #Ie  die 
Beispiele  in  der  rorsCehendeo  Nummer,  sowie  aeeh  das  eeehM* 
gende  Beispisl  lehrt. 

asd  der  Tenrinos  der  Reihe  flir  x  habe  die  Fonn  ir^9t-^BV^^l. 
Ffir  x=6— BVI^  oder  fttr  z=:S  wird  y=sO.  Der  Richtonge- 
koeflbient  dieses  Nollwerflies  ergibt  sieh  Aber  atl  ein  bestimmter 
^eith»  wenn  man  den  Terminus  ron  x  in  die  Funktion  y  %^tXt 
welche  hierdurch 

y=4z«— 36— (14i— 42)V^ 

^M.  Trennt  man  hierin  die  Quantitit  rem  Richtungskoeübienten^ 
^  kommt 


worin 
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den  gcisttehten  RichtangskoefBzienten  darstellt. 

,^  (a  Nr.  33.  irird  g»zaigt  werden,  wie  alcb  der  RicUnngefcoeli- 
^ei^t  etnea  iv>ldien  Naljwerthea  gaax  allgeoiein  aehc  einfach 
mit  gfinzlicher  Vermeidung  der  Form  £  bestimmen  iSaat 

29.  Bei  der  gewuhnlicheo  Differeoziation  der  Fmiktioa 
^ssF(x)  wird,  gleichviel  ob  diese  Funlction  reell  oder  komplex 
ist,  docb  immer  stnUchlveigetid  die  Voraussetzang  gemadit,  da» 
die  Grandgrusse  o;  .Id  der  Reibe  der  reellen  Zablen  vartire. 
Ein  allgemeineres  Resultat  wird  gewonnen,  wenn  man  annimmt 
dass  X  in  einer  Reihe  Itomplexer  Zahlen,  welche  aocb  ketae»- 
weg»  den  Vektoren  einer  geraden,  sondern  irgend  einer  krum* 
men  Linie  su  entsprechen  braochen,  variire,  so  also,  dass  ma 
x^ssre9i*  oder  auch  szmA^ni  setat,  worio,  gleicbzeitig  r  nnd  9 
oder  m  und  n  variabel  werden. 

Allerdinga  kann  man  dasselbe  Resultat  auch  dadurch  eradeo, 
dßB9i  man  ;diesen.  allgemeineien  Wertb  von  x,  worin,  nun  r  nnd  ^ 
oder  m  und  n  Funktionen  einer  anderen  u n abhängig. nriadcr- 
liehen  reellen  Grosse  z  werden,  in  die  Funktion  y=zF(x)  mV- 
stituirt  und  hierauf  die  DilFerenziation  in  Beziehung  za  der  reelfen 
Grundgrdsse  i  vornimmt.  Die  Operatioo  und  ihr  Effekt  bebilt 
jedoch  den  Charakter  der  Uraprfinglicbkeit  und  bessere  An- 
ftch^ulicbkeit,  w<een  man  vorlftnig.  x  ala  Grundgruase  steheo 
lässt  und  unmittelbar  die  Veränderungen  von  y.  mit  denen  Te^ 
gleicht,  welche  den  Variationen  von  x  en^prechen«  wen  in  Folgen- 
dem gißscbehen  soll. 

Wenn  x  die  allgemeine  Form 

bat;  so  entspricht  dieae  Grosse  den  Vektoren  OM  einer  Karfe 
MN  (Taf.nLFig.l.),  fOr  welche  OA  die  poaltiv  reelle  Axt,  0 
im  An^ngapunkt  und  die  positive  Drebnngsriefatnng  .tou  reekto 
nach  links  angeiiommen  tat. 
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Die  Punktiuii 


'  .•  I     > 


•  ,t 


dtt  dann  ebenfalls  Ae  VekloM^n  OP  eioer  Karre  PO  (Taf.IlL 
ig.  2.)  dar,  fte  wekbe  OB  als  pösItiT  reelle  Axe  angenoninen«i8t. 

Nach  dem  gewuhniichen  Prinzipe  der  KoordiDatensynteme  in 
Bf  analytischen  Geometrie  nimmt  man  in  (derselben  Ebene,  in 
elcher  di«  reelle  Axe  der  x  liegt,  reiehli^iiiklig  aaf  dieser  die 
^elle  Axe  OC  der  if  an  (Taf.  III.  Fig.  1.)  lind  tKftgt  von  demEad« 
ankte  iflf  der  Abszisse  i  de«  entspreehenden  W«rth'vdhy 
li  Ordinate  Jtf  P  aaf, 'wodarcb  sich -die  Korre  PQ  ergibt  Eine 
otcbe  KorobinatioB  der  *  Koordinaten  Ar  und  jf  berahel  Je&f^lch 
ttf  einer  Konrenienz  oder  gemacbten  Voraussetzung;  sie 
)t  fär  das  allgemeine  AbbSngigkeitsverbSitniss  zwischen  den 
Berthen  von  x  und  y  irrelevant,  und  wenn  x  und  y  komplexe 
Verthe  annehmen  können,  sogar  unzweckmässig,  weil  diese 
^^erthe  alsdann  gar  nicht  mehr  parallele  Richtungen  behilfen, 
iie  Vorstellung  von  rechtwinkligen  Koordinftttfn  also  ganz* 
ich  aufhört.  .  ^     . 

* 

Wie  man  die  Kurven  durch  Koordinaten  viel  naturgemfisser 
nnd  einfacher  darstellen  kunne,  ist  iiü  Si  tust  ionskalkul'gezeigt 
Hier  liegnflgen  wir  uns  mit  einer  getrennten  Auffassung  der 
Werthe  von  x  und  y,  und  wenn  dieselbeio  als  Koordihaten  fein 
und  desselben  Punkte^  gedacht  werden  sollen.,  bleiben  yfit  bei 
dem  eben  erwähnten  gewohnlichen  Prinzipe  der  analytischen  Geo- 
metrie stehen,  indem  wir  dann  nach  Taf.  III.  Fig.  1.  O^  als  posi- 
tiv  reeMe  Axie  der  x  und  OCals  positiv  reelle  Axe  der  y  .ansehen 
und  die .  positiven  Drehungen  ffir  Beide .  von  rechts  oa^h  links 
berum  nehmeSb 

30.    ÜVenn  x  in  der  Karve  iKAT  variirt,  so  6rhdt  mah 
dx^dt.$f^+U!9hd(p^=^dm+dnii,    ' 


I 


» •' 


Hierin  sind  r  und  <p  oder  m  und  n  Funktionfen.  Irgend  eine»  i^nU^ 
reu  Veränderlichen  2,  wesshalb  dr  und  dq>  oder  dm  und  dn  in. 
einem  gewissen  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  welches  von  der 
Kahir  der  Kurve  MN  abhängt,  ^  und  hisf  nicht  näher  betrachtet 
20  werden  braucht  In  allen  Fällen  stellt  das  vorstehende  Differenz 
»ai  dx  die  r  Linie  /  AfiV  iteeb  GrSsiB^e  »ubA  Ri«r(iiipag:  dar^  In 
^  Form  dr.a^+i^9itAfi>  erscheint  dfenes  Oifereoziai,  als  diei 
Smnme  des  Theiles  MR^^dr.^,  welcher  die  GrOsse  dr  der 
LSogenVariation  des  Vektors  r  und  die  iddtnn^  ef^dlcMs  Vek^ 
toT«  OM^x  hat,  und  deei  näM  mf^*¥:9dqf^^Mk^am 


ttO  B^^/n^r:   JMerättM  limmdtr  rmM$mam,äuki.ikf 


OrOtse  rd^  dM  der  Winkelf»riatioD  TomRadiw  wMttfnitm- 
denBogeiis  and  die  rechtwinklig  auf  dem  Vektor  OM üAea^t 
RiciitaDg  ief*  hat  In  der  Form  dm+dn.i  dagegen  cncheiBt 
jenes  DifbvnsMa  alt  die  JSumifte  der  Theile  SN^im  «ad 
MS^s^ärnJ^  ivdohe  resp.  die  Graaseo  der  IiSageDferiatioMa 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  m  und  n  und  die  RicIitnDgeii 
dieser  Koordinaten  hahen. 

Beaefekaet  Hin  F(s)  den  Dif/ereaaialko«rruieat«iier 
Poaktion  yas/^jr)  ia  Bealehang  au  der  GrSase«  aackdeDge* 
vObaliebea  Bagrifta  der  OiSifenaiairecknong,  wie  weas  smt 
r<eeile  (lifiase  wire,  so  daaa  alae  aaeh  F(s)'^k^  FankfiwroA 
M  bMbi,  a»  iat  daa  veillstäadigeDilereaaial  vea-y 

^P(s)(dm+dn.i). 

Daa  vallst&ndi^eDifferenaial  von  y  wird  also  aus  dem  f^vkii- 
lichen  Diflerensialkoeffizieoten  F'ix)  durch  Multiplikation  mit  dem 
vollständigen  Differensiale  von  x  oder  mit  der  Linie  MI^ 
erhalten. 

In  taf.  III.  Fig.  2.  stellt  PQ  das  vollständige  Differeozial  df 
dar*  In  Taf.  III.  Fig.  1.  dagegen  ist  PQ,  wenn  man  dasselbe  tot 
04  als  positiv  -leelle  Axe  beaieben  will,  =zdx  +  idg. 

Der  gewöhnliche  Diffnensialköefltslent  P(s)  seilt  nadi 


dv 
gaoi   immer  das  Verbiltniss  ^  des  voUständigen   DÜneulili 

von  y  zum  vollständigen  Dtfereazial  von  «  dar.  Bierdtardb  bA 
nattfrlidi  jetzt,  wo  es  sich  um  komplexe  Werfbe  von  d:  lod  jf 
handelt,  nicht  mehr  die  goniometrische  Tangente  dies  Reigangs- 
winkeis  a  der  linie  PQ  in  Taf.  III.  Fig.  1.  oder  der  fieräbnmgs- 
linie  der  Kurve  PQ  am  Punkte  P  gegen  die  Axe  OA  daigcftcfit 
werden«    Vielmehr  kal  SMn  in  dieser  Figur  j  wo 

3t.    Es  bMihea  jeM  noch  die  Avadrfidie  von  der  Sera  f  » 

betraeirten,  auf  w^che  sieb  mll  HÜfe  der  Besiehimg  ^^sesoa  ete 

1  •  Ä 

linTvO  bfihiiiBtUdbt  Micb  di«  Aosdrficke  von  de^  Fofmea  -i  <'' 


OD" 

1,41^«  .an^r  i^  aastchObata  fawSeaN 


^t 


Wenn  der  Aasdruck  S  ganx  isolirt  «teht,  besdbhnft  er  eine 
I  jeder  BesieboDg»  aleosowol  nach  Qnantitfttf  wie  nach  ft ich- 
log  willkOhrlkbe  GrSsse. 

AI»  Glied  eioer  Reihe  von  Werthen  einer  in  allgemeiner  Ge* 
tait  gegebenen  Funlction  bat  er  jedoch  einen  bestimmten  Werth* 

(t  nioilich  S  der  Speaialwerth  des  Aoadfockee  yp^  f&r  ^raa^ 

Ddass    JFXa)  =  0  und  f{a)  =  0  und   demnach  ^jt-t  ==  S  wird ;  ao 

rhält  maA  nach  den  Regeln  der  Differenaialrechooiv»  wena 
^(x),  f(a)  die  ersten  Differensialkoelfiaienlen  der  FeAktionen 
\^)p  fipe)  beaeiehnen,  als  besonderen  Werth  der  8nbstitwt¥mjr=a 

F{a)      Pia) 
fla)"  fia)' 

Varde  anftllig  änch  P(ii)=0  nnd  f'(a)=0,  so  mnss  fnan  he- 
lanntllch  an  den  zweiten  Dilerenztalkoeflizienten  V^Cst),  f\tt) 
Ibergehen»  so  dass  dann 

F(a)_P(a)_r'(a) 

frird  v.  6.  w. 

Bei  dieser  Entwicklung  setst  man  gewöhnlich  x  ala  variabel 
innerhalb  der  Reihe  der  reellen  Zahlen  voraus.  Denkt  maip  sich 
jetzt  aber  allgemeiner,  dass  s  durch  irgend  eine  beliebige  stetige 
Reihe  komplexer  Grössen  variire»  welche  den  Vektoren  irgend 
«iner  Kurve  entsprechen,  und  dass  in  dieser  Reihe  der  SpeziaU 
wcrth  a  (welcher  ebenso  gut  reeil  wie  komplex  sein  kann) 
passirt  werde,  so  findet  man  ganz  auf  demselben  Wiege,  auf  wel- 
chem gewohnlich  das  vorstehende  Resultat  erzielt  wird,  dbss  f&r 
den  Spezialwerth  x=a  der  Bruch 

JF\x)dF(a^)_P(a:).dx_F{m} 
fix)      df{x)  "•  fix)  .dx  —  f(x) 

sein  mfiase,  indem  das  allgemeine  Differensial  von  x,  gleich- 
viel ob  dasselbe  reell  oder  komplex  ist,  aus  Zähler  nnd  Nenner 
veischwkMiet 

Wie  also  aneb  die  Grösse  x  durch  deitSp'esielttlsrthf 
n  pasalreendge,  immer  beh&Lt  der  daxaua  en4ste^n49' 
Ansdrnck  (  Ein  und  denselben  bestimmten  Werth: 

JFXo)     Fte) 
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So  ist  2.  B.  der  Wertb  von  s filr  ir==7,  wislclier  in 

2x 9 

der  Form  J  erscheint,  nXet»  = — | — ^S,   gleichviel  ob  x  die 

Reibe  der  r^eellen  Zahlen  5,  6,  7,  8,  9  oder  irgeod  eine  stetige 
Reibe  Icomplexer  Zahlen,  wovon  etwa  5 — V  — 1,  6— jV— 1,  7. 
8  +  kV^ ,  9  -t-  V^  einige  «lieder  sein  mögen,  dnrciittnfL 

32.  Nachdem  man  in  den  S^nd  gesetzt  ist,  den  wahret 
Wertb  eines  Ansdrackes  von  der  Form  J  zu  bestimmen,  l^ann 
man  Tiacb  der  Atideutung  in  Nr.  *28.  auch  stets  den  wahren  Rieb* 
tnngshoeffizienten  der  Kr  a:  =  a  gleich  Na II  werdenden  Fonktioa 
^r=F(a)  darstellen.  Diess  Ifisstsich  jedoch  noch  einfadier  dorcb 
folgende  Betrachtung  bewirken. 

Wird  nimlich  flir  d;=a  die  Funktion  F(x)  t=  fXa)=0,  m 
gfsht  fiU  diesen  Wertb  die  Kurve,  deren  Vektorea  durch  jf  darge- 
steiu  werden,  durch  den  Nullpunkt  Alsdann  fallt  aber  /ar 
den  nächsten  Fortschritt  von  x  auf  x-t-dx  der  Werth  vod  5 
mit  dem  Differenziale  dfy  zusammen,  während  f&r  dennicbsten 
Rflckschritt  von  x  auf  x — dx  der  Wertb  von  jf  mit  dem  «Dt- 
gegengesetzten  Werthe  d,es  Differenzials,  also  mit  — ^jr 
susammenßillt  Der  Ricbtungskoeffizient  des  annuliirten  WerthM 
Ton  y  =  JFXa)  =  0  ist  also,  wenn  man  denselben  als  Anfaofs- 
glied  der  fortschreitenden  Reihe  betrachtet,  gleich  dem  tod 
djf=^t^{x)dx9  und  wenn  man  denselben  als  Endglied  der  rick- 
wSrts  liegenden  Reibe  betrachtet,  gleich  dem  von  — <i^ 
r=  —  P{x)dx  fttr  j:=a. 

So  bat  man  f&rdas  Beispiel  in  Nr.  28.,  wo 

.  /.  y=*«-36+(3jr  +  42)V^    und    4r=2z-5V"^ 

war, 

dg&(^^ZV^)dx    und    dar^2rfs. 

abo 

dy=2(4i-7V;^&. 

Ffir  jrs=6— 6V— 1  oder  für  ssS  wirdysO.  Da  aber flir diesen 
WMlr'^=£:^2««7V^)iiiB  wird,  so  bat  jenir  Nullweiih  densel- 
b«n  RSchtongskoeffizienten,  wie  die  GrSsse  2(12— 7V^)  <»<«' 
wie  die  Gr<{sse   12— 7V^1«  mithin  den  RicbtungskoeflUeiitei 

-iL. 4nöV*-i»  wie  auch  in  Nr.  28.  gefunden  ist. 
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Wflrd#  Ar  x^m  anch  ily^O«  so  mfisste  nan  den  Richtimg«» 
[oefiztenten  v<0d  ^a)=0   aus  dem  des   svreiten 
OD  3f,  also  aas  dem  toh  d^  bestinuneo,  n*  s.  f. ' 


III.    Stetigkeit. 

33.  Jede  Funktion  y:=:F(x)  hat  die  Eigenschaft,  allraäh* 
icli  sieb  verändernde,  d.  b.  nur  durcb  unendlich  kleine  Dif* 
erensen  unterschiedene  Wertbe  zu  liefern,  wenn  die  Grond- 
^osse  X  in  irgend  einer  reellen  oder  komplexen  Zahlenreihe 
illmfthlich  Tariirt,  dergestalt  also,  dass  bei  der  Variation  von  x 
1er  Endpunkt  des  Vektors  y  eine  zusammenhängende  Linie 
»eschreibt.  Ausgenommen  hiervon  ist  nur  der  einzige  Fall,  wo 
Ür  einen  gewissen  Werth  x=a  die  Funktion  y  unendlich  wird. 

Da  or  allgemein  eine  Funktion  einer  reellen  Variabelen  %  ist, 
50  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  auch  g  sogleich  als  Funktion 
ron  z  betrachten,  indem  wir  annehmen,  x  variire  allmählich  in 
ier  Reibe  der  reellen  Zahlen.  Setzt  man  y=p*f  yt,  so  sind  p 
lod  9  reelle  Funktionen  von  z.  Da  fOr  x  +  dz  die  Funktion  y  in 
ff'i'dy  =  p-t-dp-i-{q  +  dq)i  flbergeht  und  dy=dp+dq.i  ist,  so 
erkennt  man,  dass,  so  lange  p  und  g  reell  und  endlich  blei- 
ben, f&r  ein  unendlich  kleines  Inkrement  von  z  auch  das  Inkre* 
meDt  von  y  unendlich  klein  ist.  Sondert  man  in  der  Funktion  y 
die  Quantität  r  von  dem  Richtungskoeffizienten  ab,  schreibt  also 
y=r(m4-ni)»  ao  wird 

y+rfjf  =  (r+dr)  [m  +A«  +  («  +rf«)(|, 
woraus  erhellet,    dass,   so  lange  p  und  9,   also  auch 

reell  und  endlich  bMbeo,  sowol  die  Quantität,  als  auch  die 
Riehtung  von  y  nur  allmählich  sich  ändern. 

Die  Ausnahmen  kOnnen  hiernach  nur  in  solchen  Fällen  ge- 
mocht werden,  wo  die  Grösse  p  oder  q  komplex  oder  wo, sie 
nn endlich  wird.  Angenommen«  p  sei  nur  bis  zur  Gränze  x=c 
reell  und  werde  dann,  ohne  einen  unendlich  grossen  Werth 
^zunehmen,  komplex  ^ip'-i-p'H,  worin  p',  p"  reelle  Funktionen 
yon  z  sind,  während  f(ir  den  Gränzwerth  x=c  die  Grosse  p=^Pi 
^st.  Di^  offenbares  q*  der  allmählichen  Veränderung  unter- 
worfen sii>4  und  fOt  z  =  c  die  Funktion  p^p'^Pi  und|i*s=0 
wird,  so  folgt,  Oa.Mi.  ^enn  x  den  Werth  e  passir^  die  GHisse  p 

Tbell  XXVni.  It 
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doch  lilini^r  oür  mit  allttiäklicker  VeMndenmg  ibnrQulinti- 
tit  ans  dem  reeüen  in  deo  koniplexen  Zustuid  ibergohca  Imm* 
Was  die  bei  diesem  Uebergaag^  erfolgende  Vedadehmg  d« 
Richtung  der  GrOsse  p  betrifft,  so  wird  dieselbe  ebeofalU  b 
allen  den  Fällen  eine  allmShIiche  sein,  wo  der  Spesialwerth  pi 
▼on  p  fiir  z  =  c  nicht  gleich  null  wird,  W&re  dieser  Werth  aber 
gleich  nnlly  so  wfirde  p  seine  reelle  Richtang  plötzlich  in  die 
dar  komplexen  Grosse  dp'-^dp''.i  angehurlge Richtoog  Tttwaih 
dein.  Eine  solche  plötzliche  RichtaogsTerändemng  tob  p  hat 
jedoch»  da  sie  mit  einer  vollständigen  Aanuliirnng  Tonp 
verbanden  ist  (indem  nun  für  zzsc  gleichzeitig  p'=.0,  j^^Q, 
also  |9  =  0  wird),  erst  dann  eine  plötzliche  Veränderuag  der 
Richtung  der  Gesammtfunktion  .v=p-f  91  znr  Folge,  wena 
fUr  des  Gränzwerth  z=:c  gleichzeitig  auch  q  gleich  null  wird. 

Immerhin  wird,  selbst  in  dem  letzteren  Falle,  wo  (Be  Qrhie 
p  oder  die  Grosse  f  fiQr  isse  aafaligea  kem|^lex  au  wefdea, 
gleichzeitig  aber  beide  Grössen  dai*ck  den  Nallwetth  geheo, 
der  Zusammenhang  der  Werthe  der  Funküon  y  qicht  aerrisMt 
sein,  da  flir  |»c=0,  ^=0  die  ganze  Quantität  yen  f  ovU  inrd 
und  alsdann  die  plötzliche  RichtungaveränderuBg  jeaeo 
Zusammenhang  nicht  stört 

Hiernach  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten ,  wo  p  oder 
g,  also  die  Quantität  r  von  y  f&r  it=:c  unendlich  gross  wSrde. 
in  diesem  Falle,  iwo  der  Nenner  von  p  oder  q  den  Nidbrertt 
passirt,  wird  im  Allgemeinen  auch  eine  plötzliche  Riehtnigt- 
veränderung  von  p  oder  q,  also  auch  von  y  eintreten  und  dir 
Zusammenhang  der  Werthe  von  y  vernichtet  sein.  Aoek 
wenn  keine  Richtungs Veränderung  eintritt,  kann  man  den  Zusaa- 
menhang  als  getrennt  betrachten,  sobaU  y  ßlr  s  =  c  dnea  oh 
endlich  grossen  Werth  annimmt. 

34.  Obgleich  nach  Vorstehendem  eine  allmähliche  Ttfii* 
dornig  der  Funktion  y^^p+.qissrrimi-m)  immer  beateht,  weno 
auch  p  oder  q  komplex  werden,  so  nimmt  doch,  wenn  der 
letztere  Fall  eintritt,  sofort  sowol  der  Ausdruck  r  fiär  die  Quan- 
tität, als  auch  der  Ausdruck  m-^-iii  tat  den  Rieh  tan  gsloef- 
riziehteh  eine  andere  Form  an;  die  Punktion  y  ändert  äbo  ihre 
Konstitution  oder  ihren  Charakter,  indem  die  Trennungta  Quan- 
tität und  RichtungskoefBzienten  in  anderer  Weise  geschebeii  doss. 

• 

Dieser  Umstand  hat  auch  aur  Folge,  daas  für  den  Giipt- 
werth  zsse>  flir  welchen  er  eiatritt,  die  sonst  anaamifa^"* 
g*ttde  Reihe  dar  Werthe  des  Olffetencials  df  dne  pli^U^k« 
Utnterhr^ekuag  erleidel,  Indem  jedenfaUs  di»  Af«4laag  ra 
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dy  sieb  abiiipt,1|iid«rt,  Iderge^t^t,  dass  die  darch  die  EndpoDliLtte 
Je# Vektöreo  y  gebildete {jittie  füir  z==c  etnä  ^ich&rfe  Ecke  oder 
Kpimk  efcjiliii 


Die  wanre  Bedingung  für,  die  $tetigkeit  einer  Funktion 
mon  ^iiBKidarin  feflüiU^  ivwittn»  da^  die  Fnakti^n  6olc|«..|^5lih 
licb^  Stomngen.in  ^hreni  Charakter' oder  in  ^em  durch  sie  reprS- 
sentifteA  Gesetze  nicht  erleide,  dass  also  für  keipen  endlichen 
Wertb  z,=f=rc  die  Grysse  jp.oder  q  komplex  oder  unendUch 
werde.  Von  einer  solchen  Funktion  wird  dann  auch  der  erste 
Differenzialkoeffizieot  and  demgemäss  auch  der  zweite  und 
überhaupt  jeder  buhete  Differe^zialkoeffiaient  eine  ste- 
tige Funktioa  darstellen.  Die  darch  die  Endpunkte  der  Vek- 
toren ff  gebildete,  im  Allgemeiaen  krumme  Linie  wird  mithin 
nicht  Mosa  eloi^'Gb^fall  zusammefibfingeiide,  sondern  auch 
riae  tol^be  «einv  daireii  Ricbtvag  ineb  MHiallmäblicIl  tedavt; 
welche  also  nli^ends  einen  Knick  enthält. 

Für  das  Diffie^sia)  von  y  hat  man  nämlich  den  Ausdruck 
*^lf  =  dp  -f  dg.i.  Bleibt  nun  p  und  g  stets  reeff,  so  muss  offen- 
bar au^  c^.ptid  d^  stets  reeUy.  das  Difierfnzial  dg  also  ^te^i|$ 
tirlabel  bleiben^  De^n  di^  dier  beKiachbarte  Wertb  von  p  gla^db 
p-^dp.iBt,  s^  mnBß,  vroiui  p  un4  p-hdp  reell  #9iu  i^oUep,  auch 
ip  rbell  «sbl,  was  aiicfi  ßf  dq  gilt 

Wird  dagegen  von  z=^c  an  p  kemptex^  so  muss,  da  dann  p 
leeU  und  p-^dp  komplex  tat»  dp  komplex  werden,  was  eventüdf 
aocb  von  dq  g(lt.    Wenn  pun  auch  die  Quantität  des  Differen- 

^  von  j/,^  «vej|cbf  ,^urcb  V^djp^  +, ^^f^  dargestellt  ist,  bei  deip 
Kofloplexwef^^o  von  dp  eder  dq^  als  Jon^ndlicl\  )f\e\tke  Grosse, 
welche  bei^gemigsamer  Verkleinerung  ypp  cj^z  bis  auf  den  Null- 
wertb  gebni^clit.werd^  kann,  nur  allmählich  sich  ändert^  so 
^ird  im  Allgemeinen  itir  diesen  Fall  doch  der  Rieh  tun  gsk'oe  f- 
f'uient  des  Differepzials  efo,  welcher  durch 

dp     -     .       \    dg  . 

'^  dp^+dg^      Vdp^^d^ 

dargestellt  ist,  eben  plCtzlichen  Sprung  machen;  weB  das 
VsrhfiltniÄi  ^  ^e$  tbu«  wird. 

36.  Zuff  EMänternag  4flr  bcid^  i7orBt#bfanden  {^^MB^IP  iv^ga^ 
^^ode  BeVifMe^  fiepen,  in  welebfii  di^  V^ßAM^  ^  ipppr.  im 
ttte  flMililftiMd  ikren  RichtangakoefliaientMi  getimitf»  ^^i^  in 
«•  Enm  fi(^4^.  ^mebt  Ist- 
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a)  Die  FnoktioD  y=  V^3^(^+^V^^)  wechadt  auf 

der  GrSnse  z  =  3  ihren  Charakter,  indem  ven  da  aa  p  tmd  f 
imaginär  werden  würden.    Jeneeit  dieser  Grinse  iet  diaeeBie  ia 

die  Form  y  ==  V»^^— ^  +  ^ V^--l) «« bring«-  »«e Qoai* 

titit  TOD  jf  schreitet  ßr  2  =  3  allmfthlich  durch  den  Null' 
werth;  der  Richtungal^oeffizient  wechselt  aber  plstzlicli, 
indem  sich  der  Drehangswinicel  nm  90  Grad  ändert  Der  Dift- 
renxialkoeffizient 

wird  für  xe=3  nnendlich,    nnd  da  ffir  höhere  Weitbe  tob  sdic 

Grosse  V?^  imaginär  wird,  so  ändert  sich  mit  skS  pIsCilick 
seine  Form  in 

also  auch  seine  Richtung.  Man  erkennt,  dass  dareh  die  Ead- 
punicte  der  Vektoren  y  bis  zum  Gränawerthe  z=3  die  nm45Gnd 
gegen  die  positiv  reelle  Axe  OA  geneigte  gerade  Linie  MO 
(Taf.  III.  Fig.  3.)  und  dass  über  jenen  Gränzwerth  Unaas  dird 
die  Endpunkte  der  Vektoren  y'  die  unter  dem  Winkel  von  135  Gnd 
geneigte  gerade  Linie  ON  dargestellt  wird«  dass  also  die  ge- 
gebene Funktion,  welche  tOr  x=:3  ihren  Charakter  ändert,  deo 
gebrochenen  Linienzug  MON  in  der  durch  die  Pfeile  ai^ 
deuteten,  einen  fortwährenden  Zusammenhang  bekondendeo 
Fortschrittsrichtüng  repräsentirt.  Hierbei  Ist  die  WnnelgrasM 
stets  als  positiv  gedacht;  nimmt  man  sie  negativ,  so  komswo 
die  Verlängerungen  der  Linien  JVO,  ON  zur  Erschebuig. 

b)  Die  Funktion  y=  ^^~  (;^+ p^  V^=l)  wechselt  fiir 

1=3  ihre  Form  in  y' =  -4^(J- --^  V^).       Fat   de. 

Gränzwerth  z=:3  wird  ihre  Quantität  unendlich,  währepd 
ihre  Richtung  um  — 90  Grad  sich  ändert  Der  ZosamneD- 
hang  des  durch  die  Endpunkte  von  y  dargesteUten  Linleacsgef 
wird  also  für  z  =  3  zerrissen.  Während  nämlich  in  Taf.IILrig.i 
fBr  Wachsende  z  die  Funktion  y  die  Gerade  OM  fai  der  dank 
den  Pfeil  angedeuteten  Fortschrittsrichtüng  ^raMK»  ergibt  /^ 
seit  der  Grtinze  z  ==  3  die  Funktion  y'  für  ebenftHtf  fsarfc<OBde  t 
die  Gerade  NO  in  der  durch  den  PMI  bezeleM^««  BieUiBg, 
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m  w«lober  4e  nit  dem  ersten  Zweige  OM  in  keieem  Zosiimnieii- 
bange  steht  »  " 

c)    Die  Funktion  Jy  =  (2  +  V^^)  (r^g- +  v2  ^"^)    *"*•'* 

Gir  2^3   ihren  Charakter  und  nimmt  fär  grossere  Werthe  eine 
Form  an»  welche  sich  durch  folgende  Rechnung  ergibt: 

-  ^  =  (2+VTr3Vrr)(^,+^V:::i) 

VV2f*,+  l)       'V2(z  +  1)  / 


Bei  diesemr  Debergange  erleidet  zwar  die  Quantität  und  auch 
die  Richtung  nur  eine  allmähimhe  Veränderung»  Der  Diffe- 
reazialkoeffivi^nt»  welcher  gleich  dem  ron  q  aus  dem  Bei« 
Bpide  a)  ist»  wechselt  pUtxlich  seine  Richtung,  wesdialb  sich 
Ar  z=3  ein  Knick  in  dem  fraglichen  Linienzuge  ergilit.'  Die* 
ser  Linienzug  ist  der   durch  Taf.  IH.  Fig.  3.    dargestellte ,  wenn 

die  scharfe  Ecke  in  den  durch  2( --^  +  ttr  V  — l)     darge-r 
stellten  Punkt  transportirt. 

d)    Die  Funktion  ^  =  r  (^^JT  '^  hT^  V^)    ändert 

ihren  Chai^ter  Ton  dem  Werthe  z  =  3  an»  fttr  welchen  y=r 
wird,  während  sie  flir  grossere  Werthe  y  in  der  Form 

l  —  V^ZTä 


ganz  reell  bleibt.    Fat  den  Werth  z  =  4,    flIr  welchen  y'sgsO 

v^ird,   tritt  abermals  ein  Wechsel  des  Charakters  ein,   indem  fGr 
buhere  Werthe  y  rein  imaginär  wird  und  die  Form 


='(^^i^)^ 


Aooimmt» 


Der  Linieozugy  dessen  Vektoren  die  Werthe  der  gegebenen 
l^iinktion  darstellen,  ist  der  Umfang  des  Quadranten  MNO  (Taf.lU. 
^^•&)  vom  Radiaar.    Indern^  von  2;=— o^Ihs  2=3  dem  Kreis- 
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bogen  MN,  fefim  ^  V<Mi  >^8  bi»  xtt:4  deA  Radkü  IM»  «od 
y"  von  z  =r  4  bis  z  =  ao   den  Radios  OM  ergibt 

e)    Die  gevrAhnlicHe  Ixletebang  des  Kreise^  ist 

i  I  

* 

worin  oacll  d^ii  ^wuhnltc^en  iMozipten  der  abälytisdbcii  Geeae- 

trie  %  die  AJ^^eissf  Und.  Vr**-^*  dje  reebtwinUige  Ordinate  be- 
zeichnet    'Krennt'  liiaii  dKriii  ^le  Qaantiläi  vom  RicbtsagalBoefr 

/z    V^C:?  r-i\ 
»ienteo«  «o  oimirit  ^ijese  QleiebtHig^ie  Form  y =n  -+ — -- — V  -1 ) 

an.  Von  z=r  ab  aufwärts  unid  ton  z==— r 'an  abwIrts  Sndcft 
die  Gleicbung  ihren  Cbaralcter  und  man  er^Sit  daf&r  den  reelka 
Ausdruck  y =z-«-  Vz?-— f*,  HieBam*  folgt  J  dafts  ^  von  i= — r 
bis  *  =  +  r  den  oberen  Halbkreis  MNP  (Taf.m.  Fig-fiO^  i^^ 
gan  y  'Vton  x^r  bis  2=3d»  den  RaAm^  PO  und  fisa}  aoz-^r  im 
z  sc -^  OD  die  uMHÜitehft  V^rlfttigMDg  MO  des  Radius  OM  am- 
i^eit.  Nhnminian  die  Wwzelf^sseiiiegA/tl?»  M«trfltdiaFattktiM 
in  4hfdidbeii  Weis«  dtio  nater^n  Halbiveto  «nd  die  Linie  JTO 
und  PA  dar. 

36.  Bei  der  gewuhiilicben  Ißebandlung  des  Minnszei- 
efa«'ii6  kommt  man,  )wie  vi^te^  oben  scboln  mebrfaoh  geseifctH 
leicht  in  die  Lage,  eine,  Funktion  als  identisch  ipit  einer  andereB 
anzusehen»  von  welcher  sie  in  der  That  sehr  verschieden  ist,  ib- 
dem  man  die  (Jngleiehlieit  der  gancen  Umwälzungen,  wddbe 
gewiäse  ^russ/en  in  beiden  Eunktiojien  machen  musseb,  om  d» 
beabsi^tigt^  R^ultat  zu  ersielfsi^  imbi^achtet  lisst '  oiid  denii* 
folge  unvermerkt  ein^  reellen  Ai^idcpck  mit  eine»  k^oviplexeo 
verwechselt 

Bei  der  genauen  Berücksichtigung  aller  Umstände  nad)  den 
ersten  Abschnitte  dieser  Abbiandlung  wird  man  sich  mmesr  ?« 
derflfttigen  IrrthCknern  schfitzen  können.  Ein. ferneres  Beispi«! 'O' 
Erläuterung  dürfte  indessen  nicht  unnütz  sein. 

• » 

Für  die  gewühnliohen  Koordinaten  der  analytiscbea  Geone- 

trie  stellt  y=  VI?  die  Gleichung  der  Neil' sehen  Parabel 
dar.  Da  y  fär  or  und  — x  denselben  A^rtfa  darzustellen  sebeiot. 
80  nimmt  man  an.  die  beiden  .'kongruenten  Schenkel  OM,  09 
(Taf.  III.  Fig.  7.)  seien  das  Resultat  derselben  eben  geaatotei 
Funktion,  indem  man  darin  i  stetig  von  — od  durch  0  bia -f ' 
variiren  Lasse. 

•  Bei  ^Igemeinever  Auffassoog  und  fi^elin  nia»  «ik  fifAsaeo  «of 
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[2n  wmü  diaMlbe  retile  Axe  QA  b#ftidht>  mfiwie  maa  der 
hao^  dieser  Karre  die  Gestalt 

^beoy    «nd  es  piff^stet   v^eao  beide  Schenkel  JlfOr  OiV  durcb 

tiese  Fvi|kt}9t>  dargestellt  seiq  sollteo«    V^  sowol  für  pesitive« 

rie  für  negative  x  reell  bleiben.    Die  hierin  liegende  Tfinschung 

• 

ificeniit  man,  wenn  man  beachtet,  dass  in  der  Funktion  V^» 
renn  sie  st^ts' dieselbe  bleiben  soll,  die  GrOsde  x  immer  fkkx  mit 
lerselbeTi  Zahl  von  ürawilzanf^en»  also  entweder  mit  gar  keiner, 
»der  mit  Einer»  oder  mit  zwei  Umwälzungen,  d.  h.  entweder  als 
ee^,  oder  als  xe^^,  oder  als  xe^'^vt.  s.w.  gedacht  werden  darf. 
Fenachdem  man  die  erste,  zweite,  dritte  Annahme  macht,  ist 
lann  aber  auch  — or  oder  xe''*  resp.  gleich  xei^,  oder  gleich  /re'*', 
»der  gleich  xe^^  n.  s.  w.  zu  setzen.  Hierdurch  ergeben  sieh  fol- 
gende zusammengehörig^  Werthe. 

FOr  keine  Umwälzung  von  x: 

<   •  I  .11  .  «  • 

Ar  eioe' Umwälzung  von  x\ 

—  x=s  «•«',  y  =  xW^*  =  Vx^ ; 

für  zwei  Umwälzungen  von  x: 

Die  Funktion,  welche  fdr  positive  or  den  Schenkel  Ott  er- 
zeugt, liefert  also  fttr  negative  x  keineswegs  den  Schenkel  OJH, 
sondern  eine  giuis  andere  Kurve,  deren  Ordinate  y  nieht  mehr 
reell,  sondern  kerapiex  ist.  Die  Funktion  dagegen,  welche 
Air  niegaÜTe  x  den  Schenkel  OJU  ergibt«  stallt  für  positive 
X  eine  ganz  andere  Kurve  mit  komplexer  Ordinate  dar,  und  Aber- 

^pt  iLaqn  i|ua  V^  Rlr  negative  x  nur  dann  ein  reeller  Werth 
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hervorgefaeo,   wenn  matf  ticb  x  iJd  mit  1  «der  A  mäm  7 
U.8.  w.  ganzen  Umwälzungen  behaftet  denkt. 


37.  Ohne  Berfickaichtignng  der  geemeCriachen  Bedentnog  der 
imagioSren  Grdaaen  und  der  Regeln  dea  eraten  Ahschnlttea  kaas 
daa  Weaen  einer  Funktion  ganz  nnveratändlleb  werden. 

Ein  Beiapiel  hierzu  liefert  die  Funktion  afi.    FSr  negatire 

Werthe  von  x  nimmt    dieaelbe    die  Form   3r=("-*)"*=7iri* 

an.  Lfiaat  man  jetzt  x  atetig  von  0  bia  oo  yariiren,  ae  würde 
dieaa  nach  der  gewöhnlichen  Auffaaaung  f&r  y  immer  onr  daaa 
einen  brauchbaren,  nämlich  reellen  Werth  liefern»  aobatd  x 
einen  Bruch  mit  unpaarem  Nenner  daratelit.  Wäre  dagega 
dieser  Nenner  paar,  ao  wflrde  y  einen  unbrauchbaren,  nämlich 
imaginären  Werth  aonehmen.  Für  die  irrationalen  WeHbe 
von  X  wOaate  man  aber  nicht,  ob  dieaelben  als  Zahlen  mit  pta- 
rem  oder  mit  unpaarem  Neoner  anzuaehea  aein,  ob  dieaelben  also 
einen  mSglichen  oder  einen  unmöglichen  Wertib  von  f 
lieferten. 

Die  durch  die  Vektoren  y  dargeaftellte  poaitiv  reelle  Aie  oder 
die  nach  gewöhnlichen  Prinaipien  mittelat  rechtwlllkl^|er  Kaerfi- 

naten  durch  die  Gleichung  y  =  p r-  dargeatellte  Kurve  wflrde 

hiernach  nicht  wie  ein  anaammenhängender,  aondem  wie  «a 
punktirter  Linienzug  eracheinen. 

Ganz  andere  und  veratändlicher  geataltet  aich  daa  Weaea  d«r 
gegebenen  Funktion  bei  allgemeinerer  AulTaaaung  der  algebni- 
acheo  GrOasen. 

Denn  aetzt  man  ^x=zxe^,  ao  ergibt  aich 
y=(—ar)-»  =  —  «-«»'=—  [co8(— «7r)  +  aln(— ar«r)V^^ 

Hiernach  stellt  ganz  einfach  y  einen  Vektor  dar,  deasen  LSnge 

•-■^  und  deasen  Drehungswinkel  — xn  Ist.    Die  Endponkte  aU«r 

dieser  Vektoren  bilden  eine  Kurve  MN  (Taf.  III.  Fig.  8.),  Mr  weicke 
man  gleichzeitig  x  =  0,  jfssooe^ss-f  od  und  ar^oD,  yrsAr*** 
hat,  alao  eine  Kurve,  an  deren  einer  Seite  die  Axm  OA  Asyv* 
ptote  iat  und  deren  andere  Seite  aich  in  unendlichen  WindaBi;« 
um  den  Nullpunkt  achlingt. 

38.  Manche  Kriterien,  welche  man  flir  die  Stetigkeit  «ser 


rI(MwMMpv»f  l9WMMftMM^9   Vtfit^dtti»^  AlfVrfflA*  ffk9it^$m€^t» 


eileo  F«Ji  r«0U«ii  nmMoien  gMlasht'Uti   ^rwtfhea'.sidi  «b 

Wettn  1«  B.  gesagt  wird»  die  Funktion  yssl^ir)  bleibe 
oder  Stelle  ;e^£,Mntijiairlich'o4ef  erleide  4«e>^lbet 
lee  Unt^erbrecbung  der  Stetigkeit,  jeDacbdem  die  Dif* 
irens 

it  d  ood  f  gleii^haeitlg^Tersckwinde  edei*  aiebt,  d^ 
Bstalt,  dase  flir  geftrohfiliche  rechtwinklige  KeordiniteD  die  Glei» 
lang  y  =  F{x)  (&r  x=ziz=zOR  (Tar.IILFtg.9L)  swei  teisebie« 
ene  Wetthe  RN  ond  RP  liefere»  von  welchen  der  eine  RN  das 
ndglied  der  rückwSrteliegenden,  den  Abacieeen  | — f  entsprechen* 
en  Reihe,  der  andere  RP  dagegen  das  Anfangaglied  der  vor;* 
rärtsliegenden/den  Absciasen  S-f'  entsprechenden  Reihe  sei,  so 
rkennt  man  nach  dem  FrGheren  leicht,  dass  bei  dieser  Definition 
wischen  Zasammenhang  und  wahrer  Stetigkeit  nicht  un- 
erschieden  ist,  indem  hiemach  auch  ein  eckiger  Zug,  wenn  er 
inr  nicht  serrlssen  wire,  als  ein  stetiger  erscheinen  kOntfte^ 
inner  dans  serrlsnene  Züge  wie  die  in  Taf.lII.  Rg.O.  ftnglr^ 
m  MN  und  PQ  durch  ein  und  dieselbe  Pankllen  bei  stetiger 
l^artation  ron  x  Oberhaupt  gar  nicht  dargestellt  werden  kön- 
Mu,  dans  auch  eine  Funktion  flir  gewisse  Wertbe  von  x  nicht 
eine  grossere  Anzahl  von  Werthen  liefern  kann,  als  fibr 
Andere. 

Der  Werth  F(i+i)  kann  ron  dem  Werflie  FYi— 0  für  ver- 
sehwindei^de  6  und  «  nur  in  dem  einzigen  Falle  verschieden  sein, 
wo  beide  unendlich  gross  werden,  und  diess  ist  der  einzige  Fall, 
in  welchem  nacli  No.  33.  der  Zusammenhang  der  ^erthe  der 
Faoktion  y  aufgehoben  wird.  In  jedem  anderen  Falle  sind  beide 
Berthe  gleich.  Wären  sie  gleich  null,  so  konnten  zwar  ihre 
Kichtungen  verschieden  sein;  da  aber  ihre  Quantität  gleich  null 
ist,  ao  liefert  diess  doch  noch  keine  Trennung.  Ueber  eigent- 
liche Stetigkeit  sagt  also  die  Gleichheit  der  gedachten  lieiden 
Werthe  .  gar  nichts  ans,  diese  fileicbheit  besteht  vielmehr  auch 

bei  nicht  stetigen  Fenfctienen,  s*  B.  hei  der  Fualtfion  VI— sr 
&  «=s  i;  wo  dieeelbe  imaginär' wird  und  eine  scharfe  Beke  aeig^ 

wogegen    AiJA    *XI  +  ')  =  VI— (l  +  d)  =  V^^TJ    and    #X<-0 

=  V1 — (1— f)=V«  Ar  d  =  0  und  ff  =  0  beide  einander  gleich 
werden. 

39.    Es  versteht  sich  von  selbst,   dass  man   durch  beaon- 
deto  Featsetznngen  ans   einer  stetigen  Reihe  von  Grössen 


Ifl  M€ktfrUTt  Pää0fdä§W6tm 


mwiatä  Werthe  r^mArnr  maggMidUUkm  BtCBüBhftng  •MdB«' 
MD  ksBii.  Hi«rdkircb  Um  nan  kiiürlllch  ^  Stetffekeit  n« 
Funktion  (beschränken,  ohne  jedoch  die  in  ihrem  wahnnWcMi 
l!^^94®  natflil^cbe  Stetigkeit  im  min^^ten  zu  findero. 

'So  kkntt  man  atch  's.  B.  Toraehmen,  niir  die  reellei  Weilk 
einet 'Fanktfön'ia'il  km^  zu  faaaeit/ wie  «a' die  gavrOlinlicIia 
Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  than.  Dnrch  eiDe  mI^ 
auf  Willkfir  bemhende  Aosschliessnng'dejr  imaginlren  W^he 
I^^  fi^eiJPoiiktii^n.  !?Qa  ^aei|i.  gewisMo  .Wierthe  ibr^  Gnad- 
gr9^e  :aii,piotgU<;Jb  asfjfjbftr^n,  Werth#  aa  IMera^  wie  lB. 
dia'Faaktkin  +  Vr*-^^  Voh  ^rssr  an.         > 

.Wenn  man  will,  kann  man  die  so  abgebrochene  Rttkefa 
Wertbe  einer  Funktion  mit  einer  anderen  Reihe  von  Wertiieoii 
Verbindaog  setzen,  welche  diese  Funktion  Ijelert,  wena  maoibre 
Vieldeutigkeit  berQ^ksichtigt,  also  die  Reihe  der  WertheToi 
+  Vr'  — o:'  f&r  a^-^r  bis  a:^  +  r  mit  der  Reibe  der  Weiäie 
von.  ^  V^ip«-^Ä«  fQr  spc=.rfr  bis  ofcs-^y«  durch  welches  Virfit 
rett.aocar  ala  Ifiaienaag;  atalicb  der. obere  BalUnreia»  ipit(i»> 
aadirreo  Mniisiaage,  dem  «atefen^Halhkrai«»,  In  «aieste- 
Mge  Verhlndimg.  §elradM-9ieir<lsi»  kaM. 

niurcb  eine  'derarffgeAiisscblies^uiig  der  ima^inXrea  Wolke 
kiknn'aii'ch  ein  Ltiiienzug  wie  der  In  IJYf.^.' tb  eine  diskosti 
nüirliclle  Reihe  von  P 'unkten  verwandelt  werden. 

Noch  weiter  wird  die  künstliche  BescbrSnkang  io  der 
Variation  (}er  Funktionen  durcb  diejenigen  Dntersacfcui^  p- 
Uie^n«  welche  den  gewöhnlichen  Gegenstand  der  unbeitlBn- 
^en  Aoalytik  oder  der  Theoria  der  Zahlen  ausmacteo.  i»* 
dem  man  hier  oicbt  bloss  die  imaginären^  sondern  von  deoreelieB 
auch  noch.flie  irrationalen  oder  die  gebrochenen  Wertie 
aiiss^hüesst  und  sein  Augenmerk  lediglich  auf  die  rationale» 
f^i^f  gar  j^uf  auf  die  ganzen  Werthe  richtet 

Solehe  CntarsaehDiigen  sind  effsaiMV  aaliaalg.ond  sof** 
4i^ltoseW  Z-wecksn  sogar  sehr  aatslich;'«mn  darf  eher  Mbt^ 
nieht  die  atlgamaiae  Ol atlir  dar  Faiikli#ilen  veigaaaeo  V9i  ^ 
wlilfcfifUofe  Bedingwiff,  wodnvck  dieae  AU^BOMlDheil  iftAd^ 
Visd»  vararmerkt  ala  ein  im  W>eaea  der  FuiUtiopen  1^'' 
jfPV{ip9  Geaeta  betracbtaD. 


o* 


eTmm^0sii  ^Ai^mmH^ Tkemiedtr  iöfiümmu^\äir  FidciiimHe. Ifg 

I    *      »  •  »  »  •         • 
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Tni. 

jedes  beliebige  rechtwinklige  €aerdiinitefl»y0t0fi». ' 

Von 


t  I 


Heransgeber*  •' 


k\ 


In  etiler  Trüberen  Ablfanäluoff  liabe  ich  ^ie  Theorie  der  Kr^ih- 
nung  des  alfgemeineri  dreiaxigeo  Ellipsoidb  nach  einer  liesobaereti 
MelMo4b  entmUMA,  mtd  dor^'xiigileteb  tMm«fbC,  dag« '4M  gpevrOhn- 
ttcbe  OflmiteNm^  der  «iMgmiteltieti  Thie#rle  der  KrMMNNig  "der 
FlächeD  überhaupt  nicht  sehr  geeignet  sei,  um  tron'dstvelbeH'dblt 
Leichtigkeit  Anvrendungen   auf  besondere  Arten  der  Flächen  an 
machen«  weil.rfabfi  nvetsiens  eine  grSsspie  Ansahl  von  Transfor- 
mationen  der  Coordinaten  in  Ansprueh  genommen  werde,  wenn 
aach  IQ.  dieaer  Beziehung  oameptUch  in ,  dem   hekß^jftw  Werke 
ron  Moigno   allerdings    schon  einiges    Verdienstliche   geleistet 
worden  sei.    Ich  werde  daher  nach  einer  ganz  ähnlichen  Methode 
wie  die,  durch  welche  ich  in  der  irai^er  erwähnten  früheren  Ab- 
handlang,    wie  Ich   glaube,   zu  manchen  sehr  bemerkenswerthen 
Resüttaten-  <d  fiktveff  des  aHgemeiiien<  >drelttrigso  BMpssMs  ge- 
^asgt  bhivUtt  der  verllegfesdeii  Afateedlmig  ^ie  Theorie  der  Kftfih» 
mung  der  Flächen  ganz  im  Allgemeinen  in  ehier  soMm»'  Weise 
entwiclcebi,   dass  die  aus  dieser  ^ntwickelung  sich  ergehenden 
Formeln  ohne  trgetfd  w^che  Trensforhiafion  def  Coordinaten  eine 
unmittelbare  Anwendung  auf  alle  besonderen  Artss  der  Flächen 
gestatten.    Die  i9ei<1miaiig  eolchef  jp^s  allgemeinen  Formeln  ist 
das  Hauptziel  9  welches  diese  Abhandlung  zu  erreichen  sucht ,  so 
das«  iiiif  t»ich''aih9D  <in  Qsrielbeo  alif  die  Eetwidieiimg  mancher 
allerdings  sehr  interessanten ,  aber  meisten^  edien  belnuinlen  Re- 


0rumefl:   äiifmMm»  fäeoHe  dir  trf§mtmm§  4tr 

lationen  swwcheii  den  KrammvogshallimeMeni  yencUeieBer  ebe- 
ner Schnitte  der  Fliehen  nnefllhrlichi^  nicht  einlatMa 


I. 


Indem  wir  immer  bloee  rechtwinklige  Ceordinateo  n  Gmndc 
legen  und  die  Terlnderlichen  oder  laufenden  CoordinalaB  dnithi 
Xt  F,  Z  bezeichnen,  sei 

nx.  F.  ?)=o 

im  Allgemeinen  die  Gleichung  der  gegebenen  krummen  Fliehe. 

Die  beliebiger/ abef  besümmfer  Pnbkt  dieeer  kniMnen  Vliekf 
Mi  ißg^t  «^  'dMe:aleo  auch 

iat ;   wenn  aber  f(x,  ^»  x)  im  Allg^ipeinen  als  eine  Funetuw  dreier 
▼erinderlicher  GrSesen  betrachtet  wird,  so  «oll  im  Folgenden 


gesetzt  werden.    Alle  im  Folgenden  Torkommenden  PÜeie»tM- 
quotienten  Ton  «  sind  partielle  Differentialquotienten. 

Die  Gleichnng  der  Berfihningsebene  der  brnmoMn  Fttebe  in 
dem  Pnakle  {syi)  Ist  nach  den  allgemeinen  Lehren  der  analyti- 
•eheo  Geometrie: 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (:rys)  geleg- 
ten Ebene  sei 

AiX-^x)  +  B{T^y)  +  C(Z— 1)=0. 

Dana  sfaid  die  Gleichungen  der  Beridnenden  der  Corfu,  fai  wd- 
ober  die  Fliehe  von  dieser  Ebene  geschnitten  wird,  in  dem  Punkte 
(j^ys)  dieser  Curve: 

A{X^x)  +  Ä(F-,)  +  C(Z--i)=:0, 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn  G  eisen  gewte* 
^sen  Factor  beaeicbnett 
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d 

GS         dy         CO?         c;»         ojy         to 

ichiingeD  der  Id  Rede  stehenden  Berührenden,  wobei  wir 

iMmerken  wollen»  dass  wir  dieCurre,  in  welcher  die.dorcb 

nchune 

f{X,  F.  Z)  =  0 

»risirte  Fll^e  von  der  dnrdi  die  deicbnng 

A{X-x)  +  Bir-g)  +  C(Z-x) =0 

terieirten  Ebene  geschnitten  wird»  im  Folgenden  der  Kflrse 
fiberhaapt  den  Schnitt  nennen  werden. 

t  non 

J'(Jf-df)  +  Ä'(F-y)+C'(Z-i)=0 

eicbung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (jyz), 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

A'         _         ^'  C' 

dt         dy        dx         dx         ^         dx 
»Iglich 

-C|)(jr-.,)  +  (Cg-^^(F^)  +(j|-fig)(Z.,)=0 

rleicbnng  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyt) 

Ibcn.  . ,  . 

ÜM  ^d 

AiX-*)  +  B(T-9)  +  C(Z-»)=0, 

"l^idiaBgen  der  Niiiimale  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xgi). 


Grumeri:    HißBWWhii  n^rißäer  itrtMttm^  Ar  ÜMn 

Ans  dieseo  beiden ^^l^ielinigeD  folgt»  i^enn  &  wiedti  «dm 
gewiseen  Factor  bezeidmet: 


oder: 


l 


SO  dass  also 

z—z  


*  I 


dlie  Gleichdttgen  dsf  Normale  des  IScbiiltts  in  dem'  PdÄte  (sf) 
desselben  sind.  ,  ,    , 

Für  einen  sweiten  Punkt  (:riy|Xi)  des  Schnitts,  wo  ab» 

ii 

und 

i^^  lÜAd  die  GleidiwVM  der  Nocwaks  dea  Sehnltts  ekü»* 


";; '  ,JL*^dDi 


2-^^ 


'» 


•       R 

Setsen  wir  also  der  K4|rze  wegen 

F=il(^|+if|+C^)-<ü-+Ä«+C)|. 

^  1 


«d 


90  sind  die  Gleiehungeo  der  bcüden  NormaleD  des  Schnitts  in  den 
Punkten  (jryz)  and  («||^2|): 


»*.  > 


■  T 


üi  -  Fi    •      '^ •    Wi     '  '* ' 

/ins  diesen  Gleichungen  erfaftll  man,  wenn  X,  T,  Z  die  Coor- 
dinaten  des  Dnrchschnittspunltts  der  l>eiclen  Normalen  beseichnen: 


"TT"-      r   ^    W    ^  C7F,-F17, 


IflS   Sruntti:   4itHmetiu  fke^tie  der  MHtmmwßß  ätr  n§d^ 


oder«  wie  man  nach  einer  leiditen^Tfanaforniation  des  Brack  wd 
der  rechten  S^if  sogleich  findet: 


X-.   Y~„   z-,   >^-'^Sdl-K>^«-'^)-<p«-pg. 

Nach  dem  Taylor'schen  LehrsAtze  ist  • 

WO  R  eine  GrSaae  bezeichnet,  die  in  Besag  avf  die  Grünen 
^1 — ^f  itf^y»  Z|— >s  von  der  zweiten  Ordnnng  ist.  Weil  aber 
Ui — tissO  iet»  eo  haben  wir  die  beiden  folgenden  6l«draogeD: 

i<(ari -.*)  +  il(ft -y)  +  C(fi -x)=0; 
oder:  1^ 

ana  denen  aich  leicht: 

pSu^^a«  CR 

«i— «""rSi      TjSü     TSa     TA' 

ergiebt    Well  R  In  Bezng  anf  «j  — or,   jfi  — y,   i^  — i  wi  to 

iwelten  Ordnung  iat,  so  nähern 

J9R  CR 


•Ti  ^—x      X\  — «r 


aich  offenbar  der  Null,  wenn  Xi — x  aich  der  Null  nihert;  «'■^ 
iat,  immer  anter  der  Voraaaaetzang,  das«  Xi^x  aich  der  NbI 
nihert: 


-ABr  Jti»  MIMf  rtdUwMMt«  CttnKtyuntgtttm.   •  •   1S9 

„du       .9u-  .  ■  Bm        Bu       ■  .■ 

Lim*^ — -=s — s BT»    Lim-' =  — §■ 5- • 

aet—x         du      „du  Xy—x      „du      „du 

^H-^dk    .  ^^~% 

snier  ifft   nach  dem  Obigen: 

lach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  ist  non 
9if«       hu     8^  8*11  9%f 

S«!      du       d%c  8*11  d^ti 

du«      die       9*11  8%f  8*11 

vo  die  Grössen  R',  R'«  R^  in  Bezug  auf  Xxi^sc^  9k~~y>  ^— * 
^OB  der  «weiten  Qrdnnng  sind.    Weil  nun 

dvi       8k 

S^^^  daß ^  •    ^""^    yt  — y       8*ic     ^-^t  R* 

8»!  ^8u 

&Ö 8y_  8*11   -  8«ii  yt— 3f      8««     Z|--»         R"^ 

X|  —  j:         8x8|y     8y* '  jti  — x     dyht '  Xi  -r^x  •"  Xi  — x  * 

8ii|       dtt  '      ,     ( 

8ii  "" 8x       8%i      Vu    yt~y     8*tt.  h—*_,     R"^ 
«i — 0?        SSi     8y8x '  X|  —  d?     &•  *ari  —  ar  '  ari  —  x 

St.  and  die  G^Sftsen 

R'  R-'  R* 

Xi~-  X         «Tf  —  X         ^2  ■""* 
Th«il  XXYin.  12 


sich  der  Null  nihern,  wenn  ar,— x  n\ph  der  Noll  näbert,  00  wt 
immer  noter  derVoranseetTungy.  das«  :ri — st  sieb  iier  IfaH  näliert: 

Lim — = =5-5  +  5— K*Lim'^^ — -  +  5"5i.  ■^»'"  :i — Z' 


^      a:i— «        Bxoy^oy^         Xx—x     difdz         Xi-x 

diii      Ott                                        ' 
f  jn,  — ! ;=s  — ---  4.  ,^— r-  Lim  "t* — ü  -I-  5-3-  tarn  •— » 

)  -  •    ■  . 
also  nach  cfero  Obigen: 

■.8»!.    "*8.»     ""aa? 
+te-8«      -.Ä' 

8x         8i)f 

•        8*1.   /*8.y~^8j 
+  S55i'     8«     ^Öi' 


\-    t    1 


8«,     8«  r^_.i?? 

^--^_8«a   .  8H.    18«_2& 

.8««    ''ay    '^E 


UiemaGh  erhalten  wir  nun  nach  gehöriger  Substitution  mittahit 
ichter  Reebnung,    wenn  der  Ktirze  wegen 


!«=(il«  +  ÄHC*) 


KW<4y*&y  h«^»^^^ 


»d 


=  (^|-»^+(«|-c|,.+(c£-^^ 


»=  Scs-«^!)» 


dhi  ^du        ^  Sil, 


+  53(^5:1 -.1 5:)' 


(• 


KMCtst  irivd: 


/>  5 C  5- 

WeM  nun  aber  bekanntlich  der  Mittelpunkt  des  Krümmungs* 
Wises  des  Schnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  desselben  die  Gränze 
ist,  welcher  der  Durchscfanittapviikt  der  befden  den  Punkten  (0:^2) 
wd  (^]y|i|)  entsprechenden  Normalen  des  Schnitts  sich  nSbert, 
weoD  der  Punkt  (:riyiZ|)  dem  Punkte  (ß:yz)  immer  nfthet  und  ' 
i^ber  rückt,  also  Xi-^-x  sieb  der  Null  nähert,  und  unter  dieser 
Voraussetzung  offenbar 

Lim(i;!l-^i;)8  0,.    Liiii(Fi^^)tarO> 

12* 
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Lim(l7i  -  l7).Lim  *^=^  =  0 

ist;  so  ist  wegen  der  ans  dem  Obigen  lieitaunten  Formel 

X-x      Y-y      Z— 1 

weoD  von  jetzt  an  X»  T,  Z  die  Coordinaten  des  Hitidponkts d» 
Krfimmungakrdaea  beteichnen»  offenbar. 


-     »^    ~"^-t7Lim^^^~FLim5ci?' 

also  nadk  dem  Vorhergehenden: 

X— 4f      Y-«      Z— I  <?" 


'~V~  ~   V   -~W  ■-(J«+Ä«+c^e' 

Wenn  A  den  Krilmmnngshsibmesser  beselchnet,  so  iat 

Ä«=(X-*)«+(Y-»)«+(Z-»)«. 


also 


-._(C7«+F»+iy«)Q* 


Nnn  ist  aber,  ,wie  man  mittelst  leichter  Rechnug  iadet, 
also 


und  folglich 

da«  Zeichen  so  geaonunen,  daaa  R  poaitiir  wird. 
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ir  wollen  mm  die  Normalscboitte  betrachteD. 
»nn  die  durch  die  Grleichang 

i<(Z-ar)+fi(F-y)+C(Z-x)  =  0 

teiisirte  Ebene    einen  Normalechnitt  bestimmen»   also  anf 
rcb  die  Gleicbuog 

^(;f-,)  +  |(F-y)+|(Z-.)=:0 

terisirteo  BeHIhningsebene   der  Icnimmen  Fläche  senkrecht 
soll,   so  mnss  nach  den  allgemeinen  Principien  der  analy- 
I  Geometrie 

Deshalb  ist  nach  I.  in  diesem  Falle 

*■  du  ■ 


-X g , 

I  ^"^  Z  ^S  "^  *■  '  IUI       «■  -■  »iiii».»»  iiii 

e 
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and  \      . 


Ä«  = 


^ 
Ä« 


lU. 

Wir  woUeft  jetet  twei  Norroalscbnitte  betrachten,  die  anf  eil 
ander  eenlorecbt  «teben.   Indem  wir  annehmen«   daea  diese  bd| 
den  Noimalachnitte  durch  die  Gleichangen 

coad       ceao  "^coacj  coa0|      coeM|~*ceaS| 

liestimmt  aind«    Dann  halben  wir  die  GleiehaBgen: 

du  du  du       ^     ^ 


und 


COHÖ*  +  COa  «■  +  C08  tt*=  I 

du  du  dtt       -•      A 


eck  di*-t- <)oa  »1* -|>  coa  S^^ = 1 ; 
und  auaeerdem  die  Gteichang" 

■  « 

.    eoa^eoa0|  -f  coaocoacvi-f  <^<Mi^coaS|SsOL 
Alao  ist,   wennl  Gi  einen  gewiaaen  Factor  beaeicbiet: 

(du       ^      du         \ 
g^coaö-^cea»^. 


wo 


(8ti  fit»  \ 

gjcoad  —  g-.coao^. 

(8ac  du        \ 

g^coa»  — g^coadj; 

I  /du  du         Y 

gj,=      ^g^eoaca^^coa«; 

du         Y 
coa  c5  —  Sz^^^^J 


/du  du       ^V 


imt  jmn,  b9ti9M§$  rec/UwiiMUff  eMramtHenMpBtm.        1J7 


dsop  wie  man  aoffleicK  OberBiebt: 


ib = (S)  ■•■  (iy + ^)'"(^""*+^*""'+^«»-*»y* 


ind  folglich  nach  dem  Obigeo: 


^•=(ö'+(^)  +fc) 


.1 


St. 

WeU 


\\ 


V 


.       dtt  ,3«      .  _ 

006^=—-^ g f 


Su       ^       du 
coaa>ga—  I'        ■   '  g-*-", •-' — 

dii       ^  .  3« 


C08S  =  — 


iat,  so  iat: 

^y  (CO.  •» + coss«) + (|co.  • +^co.  s)' =(|^y . 

^)'(co«B«  +C0.««)  +(^co.5+gco.«)*Ä(|)'. 

(g)*(*o.fl»  +  co.«")  +  (g,co.^+|c«,)'  =  (|^y; 

also,   wie  man  sogleich  Oberaieht,   wenn  man  die  Quadrate  ent- 
wickelt:. ,  .    ^  u  •  ,-^ 
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woraus   sich  nDinittelbar  die   folgiindeo^  sehr  bemerkensweitlieii 
RelationeD  ergeben:  [       ' 

Farner  findet  «an«  wenn  um»  die  nacbatehenden  Prodnd« 
durch  gewilhniiche  Mnitiplication  entwickelt»  und  in  deneelbeD 
nach  der  Reihe 

du       .         /du  du         \ 

g^coaia=-^5^coaa+^coa»j. 

du       ^         /du  .  du       «\ 

g^coa«=^^^coaia  +  g^co8üj, 

^  C08  ca=  -  (^gjooso +  gjcosd^ 

f         I 
setzt»  ohne  alle  Schwierigkeit: 

^^^OS  O  -  g^  CM  « J  ^^  CO.  d  -  g^co.  o  j 

,  •   •        ••    .  .  • 

/du       ^     Bh       J\/dK  du       A 

/a«         Bm     A/8«    _   a«      \ 


Also  M   nach  dem  Obigen :  '  1 ' 

and 

•  /3«V.  /^V.  /"M*.  -     8«  3« 

I 


oder: 


M  I    .  / 


'+(5)*+(^)''<*''-~*''- 


a«  8i«_. 

-i^'(£ro*(^)* 


i(co«ocii^3, 4-  cMMicmöi), 


-  S  3^='©*+  ^)'+  (s)*  K€o.f  «wj  4-OM(»ieM4^ 


Setzen  wir  atin 


d'tt  9^  d%i 

i2^  s  coe  0|*  gj,  4- cos  0|*  ^ -f  cos  Qi*^ 

« 

•f  2C08  9|€08  »1  g~g-  +  2C08  »i  COSOi  gjj^  -f  2ca8cSi  ^**^Ä^' 


•        t 


80  ist  Dach  den  ▼orhergebentten  Formelii,  wie  auf  der  SttUa  er- 
hellet : 


\ 


©'O'*^)"'«. 


rfn««|^,  +  .i«.ii«P  +  «o8«g 


9% 

.dtt   du    dH(       „dtc  du    8*m        du   9u     S*«     > 
und  weil  nan  bekaontlich 

ft|f-j  ft^u  QfLf 

+a€aaÖcoa«gj;^+?coaiecaBB^ffScyaSc#e»j£ 

bt,   so  erbiet  ip^  auf  der  fifflte  die  folgende  eehr  banMffccM 
werthe  Gleiehnng: 


/aii\*   8«i«     /huy  8ht     /du\* 


dz* 


ider: 


-du   dM    8*11       .du  d«    dHi         dv  9»    d*it 


„flu    du     e%l     ,a??    *«    ^    .  9??    ?«      ^ 


€)•■►©:+©■ 


Aqs  dieser  deichong  erbellet»  dasa  die  Summe  A  -f  ^  «ine 
constante  Grosae  iat,  und  daaa  ß|  aua  Sl  immer  leicht  gefnodeo 
werden  kann.  •...// 

Zur  Beatimmung  von  Xi»  Ti,  Z|  uHd  Ai»  wo  die  Bedeutung 
dieser  Symbole  ebne  weitere  Erläuterung  sögleicb  von  aelbat  er- 
tiellen  wird,  hat  mau  nach  II.  die  folgenden  Formeln: 

dtf  bu  bu 

md 


>  I. 


•    IV. 

Biemach  wollen  wir  una  nun  mit  der  Beattmomffg  'der  Nor- 
Qalschoitte  der  grOasten  und  kleinsten  Krümmung  beachäftigen. 

Z^ttuAen'  den  Winkeln  0,  »,  S  haben  wir  bdk«nn4lieh  4le: 
K^ei  folgenden  Glelcbongen :  *      '         ••  *("'»  ««m  '    / 


• 


*9ti  8ic    '         dm 

f  ^'  cp8i^4co8lo*4>co8S*i^  1; 

aiM  denen  durch  Differentiation  erhalten  viird: 

g^ainö-^.-^g; &-S»'=^' 

,  ^       ^              8coac0  .dcoaS     ^ 

sin^coe^— eosia— -gg coao     a^     =0. 

Ana  dieaen  Gleicbangen  ergiekt  aicb  ao|(leidi: 

du  du 

_g_«_,i„^___ g. 

IVmn  !■•■  aber  den  Anadraek 

A n=  C06  0*^ 4- coa  fi»<^ -f  coa  CD^g^ 

-f  2qea0coa  n  ^-jg-  -|-Scoa  »  coa  c5  x--^  -f^cea  o  coaO^^ 
differentiirt,  ao  erhält  man: 
^=-2ain6coadj^ +2coa«..-g^.^  +  2coatt-^^.^ 

.  A^         ScoaS.        .dcoa»^  dHi 

-  J(iA»«ew<»  -  CM  9-^)  ^25 . 

alM  Mush  ««harigw  Subatitaäm  nitt«kt  d«»  V>>rliet|elinfc«, 
wl«  «Ml  d«feh  Mehte  RediaaDg  soglakh  «Rialitt 


• 


'2»\ne        'de 

du  du  8*s     \ 

♦ 

.       -  8ti  .  Sil.  8*a 

-cos »(coaö  ^ -cos o  g;jP  ^ 

-cMö(cogfl>g^-coaö^g-S 

8ti  dtr  \     ^Su  6»  .  9%i 

--Ieiwö(co80g^^c6a«j|)+coato(toi3^-co««^)jgj^ 

« 

du  du  \      idu  du     tßu 

-{cO«»(COS»g;j-CO.Ö^+CO«a(o60Ö^-CO.Og^|^ 

^        ^dU  du  du  du     ißu 

— {cosöCcosOg^  — cosfliK-)  +co8Ö(co«wg-— coa(>Ä--)|g-J- 


=     coafl* 


/du    dhi      du     3hl  \ 

,du/d^u     Shi\      /du    3^u      du   3^u\^ 
+  coadco.«|g^^g^,-^j-^g^.g^-g^.^J| 


+  coa 


und  weil  nan  die  gemeinacbaftliche  Bedingqng  d^ft  Mazimuma 
oder  MiammMi  vod  A  oder  R  bekanatlicli 

8Ä     ^ 

« 

18t,  ao  haben  irir  aar  Beatimmoi^  der  Wbikel  0,  »,  6  fjlr  deo 
I^onnalachnitt«  welchem  eio  Mazimani  oder  Minimam  dea  Krflm« 
BiQngahalbaieaaera  enlaprieht»  die  drei  folgende»  fileiehaiMB:   . 
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/8»    8*11  ^du    dhi\         ^ 
Vöx  'd;rdjf      dx'hySiJ 

(du     dhi  ^du    2lht\ 
dx '  dydz      9y  '  dsd^r/ 


Ott  /8>^     ^\      /hu    ShL      dK    8*11  \ 


=0, 


COSMOOStt 


C0«6*  +  C08»*+C06ö*=  1. 

Wenn  die  Winkel  ^,  oi»  Qi  einem  auf  den  dvfdi  die  Win- 
kel 6>  »,  O  bestimmten  Nornialuchiiitte  eenkrecbt  «teilenden  Nor- 
malechnitte  entsprechen ,  eo  ist  nach  111.  das  Prodnct  der  Gttae 


©■*(!)'+©• 


in  die  Grösse 

1 


( 


8tt  ^du    dhi\  ^ 


.  /du   8*11      du    8»tt\  ; 

'^Kjz'S^y^di'ISySir''^'^ 

/8ii    8>tt    .  8«    8*i*  \       ..^ 

+  V8i-^""J5  8iäiy''^^*'» 

dufV^     8»tf\       /8tt    8*M       8i»    8*M\ 
du /Bhi     dhi\     /du    8«a       8a    8»i«  \ 


)ciM6|CM«k 


}cos«|cosi)| 


.8U/8*«      8%«\      /du     d^      8a     8%«\,       ^       . 

+«^(s^-^s3;--(k-^.'--8xS5^>~*^*^* 

wie  aegleieh  «rhelM? 


/SBr  yrtfet  UelM^e  reehtwhUUtge  CooräitmWuirttem.         185 
/du  dhi      du  9ht  \ir/8u\\  /5«\»    /Buy^  .  ^    /3i«V> 

.  /du  8Ht     Bu  3»M\ir/3«V. /3aV. /8"V1  •     •    ^^Vi 


,du^Sßu      ^\      /aw   J^      du    S%\> 

.  3«  /8%t  ■  ^\      /du    dßu      du    3*u\f 
f^\.dy*~di*J~\ds'SxS^~dx'^iJ* 

du/d^     8ht\      /du    8*u^     du    8^  \ 
~  *  fl^  \d^     dxV  ~  \dx  ■  3^3«  ~  dx '  dx^)  * 

.r/du\*     /du\*     /3h\*i       _       ^    3b  3«  , 


uod  setzt  man  dod  hierin  statt 

sin  8^  f    sin  cd*  ,    sin  o* 
^ie  Ausdrücke 

1 — cosö*,      l  — cos»*,      1— cosö* 

und  berflcksichtigt»  dass  dann  nach  dem  Vorhergehenden  das 
^Sgregat  aller  Glieder,  welche  die  Winkel  0,  lo,  S  enthalten, 
offenbar  yerschwindet,  so  ivird  obige  Grosse : 
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KM)' *(%)'*  ^y 


(Bu    Sßu  ^9n    Shi  \ 

/3f«    3hl       du    8*tt\ 

'^Kdz'BaOy^dx'SyBzJ 

(du     Bhi      du    8»tt\ 
^\dx'S^'^ds/'B2Ba:J 

_(Bu    Shi  _Bu    3ht  W^ttV 
\8y '  Sxdx      Si  '  Bxdy)  \bxj 

(du    8%*       du    dhi\/du^ 
dz  '  dxdy      dx '  dydzj  \dy/ 

(du    ©n«      du   8*w\/S»V 
di'9ffdz^dy'd^J\dzJ 

du  du  du  i  /dhi    dhi\    /a««    a»i»\    fdhi    a*ii\  \ 

du   du/du    Ühi  ^du    dhi\ 
öd: '  Sy  \dx  *  Sc5r     dy  '  dydzj 

du  ^/du    y«       du    3hi\ 
^'  dz  \j5y  '80:8^      Si  '  didxj 

du  du /du   8«M       ÖM    8»tt  \ 

und  verschwindet  folglich  offenhar.    Daher  ist 

(du    dhi      du    dhi\       ^^  \ 

(du  dhi    a«  a»M\        ^ 


TS.« 


/8»    8*1«      8u    8^\ 
+  V85-8^'"8i^*8i8i;''^*"* 


8*«\       /du     dhi      du    dhi\i 


=ft 


cos  Ol  cos  0| 


vroraus  man  ganz  auf  ähnliche  Art«  wie  in  der  froheren  Abhand- 
tang (Nr.  I.)  über  das  drelaxige  Elli|>soid,  schliesst,  dass  die  Normal- 
Bchnitte,  denen  die  groasten  oder  kleinsten  Rrfimmungshalbmesser 
entsprechen,  jederzeit  oder  bei  allen  Flächen  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Es  ist  nun  noch  nuthig,  den  zweiten  Dilbrential<||aotienten 
von  Sl  sa  entwickeln,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  erste  Diffe- 
rentialquotient dieser  Grosse  verschwindet. 

Zuerst  findet  man  mittelst  der  oben  angegebenen  fMfferential- 
quotienten  von  cos  a>  und  cos  o ,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

cos  ö  ö~"  +  cos  ö  ÖT    ■    ^^®  Ö  g-  =  ü, 

leicht  die  folgenden  eleganten  Ausdrd<^ke: 

3,-8«              K      .  .       X^f  *  W  "'"  \*/ 
g^(cosü^-cos«>g^=s.necos<> Z^ \r  ' 

'  COSOä C08US- 

oy  ex 

COSOk COS0>ö~ 

oy  cz 

/duy    /duy     /duy 

ag(eei.»g^^coa6~)=s»ngcosQ^    ^    Ju     h^   ' 

cos  05 COS  »5- 

oy  Ol 

und  entwickelt  man  nun   den  Differentialquotienten  des  oben  ge- 
gebenen  Ausdrucks  von 

_  8m  8a 

cosQ^~cosa)g~    g^ 

2sin(»  de  ' 

so  erhält  man  nach  gehöriger  Substitution  als  Ausdruck  dieiss 
^ifferentialquotienten  das  Product  von 

13' 
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» 

ainO 

.du  dtt 

cos  ö  Ä--  —  CO«  »gr 

in  die  folgende  Grdeee: 
(coeo^-cos»g;^)«g-i 

+  (coie^-cosog^«j^ 
„.      _8m  8m.,       .du  _a«.  3^ 

+2(co«o^-co.»^)  (C08«g--C0.«gPg^ 

du  ^8«^,      _au  au.  d^ 

+2(C0.»g--C08«^)(C08Og^-C08Og^)5g^ 

C08Ö»g-i  +  cos  «»g-^  +  COSiPy 

(3m \*    /3u\«    /3tt\*,  1  3*«      «.  -c% 

Siy  +W  "^  W  » J+2cosflcosfl,g^  +  2cos«co«örr 

?l 


Non  ist  nach  dem  Obigen 

A=cos  ö'g-^  +  cos  w'grt  +  cos  w"g5- 

3*1*  _»  8hl  _        Ä 

+  2eosdeos  ab  g-jg-  -f  2co8  m  cos  g>  g-g-  -f  2co8  qcob^^ 

und,  wie  men  leicht  findet: 


fStt  Jede$  beNeMpe  recktwinküpe  CoorOneienspüem.         18B 


<S)'*(I)"+©*'«. 


du  -St*,«8*a 

Sil  ^  3ii,^  8^ 

_3i«  8tt,         ^8u  ^du    dhi 

du  _8tt   ,  3»  ^8a^  oHi 

+  2(coad^-co«Og^(co8«g^-co8e^p-, 

bt  obige  6r588e: 

COS  O  g-  —cos  09 g- 

ireutiirt  man  jetzt  die  Grosse 

.3»  du 

C080g^-COSa)g^      g^ 

Ssind  30 

Racksicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialquotient  vod  Sl  ver- 
bindet, und  setzt  den  erhaltenen  Differentlalquotienten,  wie 
»rforderlich  ist,  der  vorher  entwicIielteD  Grosse  gleich,  so  er- 
it  sich  die  Gleichung 

2sind  Seß        ^  13«  5tt       ^^         '• 

COSOg^-COS»^ 

der  mao  ferner  sogleich  den  folgenden,  jedenfalls  sehr  be- 
rkenswerthen  Ausdruck: 
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miB 

.  dtt  du 

cos  Ö  «-•  —  €08  »g- 


m  die  folgende  Grösse: 
(cosö^— cosag;^)«gp 


+  (C0.ö^-C0SQg^»g-i 


du  Su    8hi 

+  (cOSlOg^-COS0^«gjf 
+2(C0SO^-C0S«g^)(C0S6gj-C0Sög=)g^ 

du  .du  ^         du  du  9%c 

du  du  ^       .du  8tt   d^tt 

+2(C0SC0g^-C0S6^)(C0SOg^-C0SCD^)gg^ 


^8*tt  .  ^Sßu  .         -.^Äi 


-«®)'+(|)'+(^y*   +18co.eco.«^+2co. 


0COSO 


-1- 2eosScos9 


Non  ist  nach  dem  Obigen 


rt  /«8«tt  .  ,8%i  ^        „S%c 

Ä  =  co8Ö"g^  +  cosa>«g--5  +cosQ<^ 

gt||  gS|g  OfLg 

-f  2cos(9cos  09  g^ -|-2cos  o  cos  S  g-^ -|-2cos  ocos^^r 


und,  wie  man  leicht  findet: 
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'S)**  ©■*  S)"'«. 

=        (C08O^-C0S«,g^)«g-8 

du  dtt.d*» 

+  2(C08CD^-C0«l»g^)  (co»d^ -CO»Og|)^ 

+  2(co»dg-co«ö^(co»«gj-ca8Ö^p-^ 
^  dtt  dtt  dtt  dtt   d%i 


also  bt  obige  Grosse: 


cos  Sä-  — cos«^ 

Difereutiirt  man  jetzt  die  Grdsse 

.9tt  dtt 

cos<,>^--cosa)g^    g^ 

2sin^  ie 

mit  RSeksicht  darauf»  dass  der  erste  Differentialquotient  von  A  ver- 
schwindet, und  setzt  den  erhaltenen  Differentialquotienten,  wie 
es  erforderlich  ist,  der  vorher  entwickelten  Grosse  gleich,  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung 

dtt  dtt  /3«*V.  /8ttV.  /dttV 

cos  O  g-  —  COSCD  K — 

US  der  man  ferner  sogleich  den  folgenden,  jedenfalls  sehr  be- 
merkenswerthen  Ausdruck: 
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(cos  Cd  ij  —  €08  Wg~)* 

ableitet;    and  da  nun,    ivie  aus    allem  Vorhergehenden    anf  der 
Stelle  ganz  unzweideutig  erhellet,  natürlich  ganz  eben  so 


ist,  so  i«t  Utit,  daM 


(cos  Ol  ^  —  cos  »1  g^)« 


immer  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben»  also  die  eine  der  bei- 
den Grusaen  A  und  Sl^  stets  ein  Maximum»  die  andere  ein  Mifli- 
mnm  ist  Was  sich  hieraus  in  Bezug  auf  die  Krfimmnngsbaib- 
messer  R  und  R^  schliessen  lllsst»  will  ich  nicht  weiter  erliatera, 
da  dies  bekannt  genug  ist. 


V. 

Die  drei  Gleicbui^fen,  welche  wir  in  IV.  zwischen  den  Co«- 
nnssen  der  Winkel  0»  o,  o  gefunden  haben»  loQasen  wir  um  mt 
lOsen.    Diese  Gleichungen  haben  im  Allgemeinen  die  Form: 

«•+»•+»•»  1. 

GleiqhuQgen  dieser  Art  kOnoen  aber  imnier  anf  folgeode  Art 
aufgelöst  werden. 

Man  bringe  die  beiden  ersten  Gleichungen  auf  die  foigeode 
Form : 


dajsn  ergiebt  eich  aua  denselben,  wen«  G%  einen  gefnsaen  Ibctot 
bezeichnet : 
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a  +bx  -i-cy  =0, 

man  sieb.  daoD,  was  offenbar  moglicb  ist»  die  zwei  Grössen 
>  bestimmt,  dass 

b=zbiu  +  b^v 
ist  wegen  der  drei  voraiisgesetsten  GleicbuDgen: 

ilicirt  man  diese  drei  Gleicbuogen  nacb  der  Reibe  mit 

bic^ — C|As»    *»^ — c^{biu-\rb^v)y    (6|tf-f 6av)ci— 'cAi; 

iSlt  man  dnrcb  fernere  Addition  der  drei  Gleicbangeo^  weil 
scb 

(*ltt +  *»«>)  (*!««  — <?!*») 

+*i{ft»c— c,(6iti+Äfti))l  \  =0 

c(6ic»--ci6ft) 
+Cil6aC-^Ca(ftiM+6ar)}  ^  =0 

lie  Gleichung 

be  man  nach,  einigen  Reduetionen  sogleicb  anf  die  Form 

{aib^--aJ^i){ciU-\rC%iD'—  c)^Q 
ßt,  woraus  sieb  im  Allgemeinen 
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Citt-|-e^o — c=0    oder    0|tc-h^f=<^ 

ergiebt.    Wean  man  also  drei  Gleicbuiigeo  voo  der  Fonn 

a  -{-bx  -f-cy  =:0, 
fli+&i«+ciy=0, 

bat,  so  Ist  immer  zugleich: 

Olli -f  0^933«, 

was  sieb  oft  mit  grossem  Vortbell  anwenden  lisst,  wie  vA 
folgenden  RecbnnngeQ  im  vorliegeoden  FiUle  zeigen  werd«; 


innu. 

Man  ffibre  drei  Hdlfsgrussen  iK,  9,  S  ein»   welche  dvfi 
Gieicbnngen 

X=:l2eeB(9,    ys^A^oatt,    S^s-A^oso 

bestimmt  sind;  dann  ist 

cos(9:=n>    cosoi=:jg»    coso=^; 

und  folglich,  weil 

Ä = cos  Ö*  g-^  +  cos  a>*g--5  +  eo»«P^ 

8<ti  8*11  ^ 

•f  2cos0coso>  g-^ -|- 2cosiocos3k-^-{- 2cosoco0^rg 

ist: 

t 

Nach  II.  ist  aber 
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0  nack  dem  Vorhergehenden: 


Weil  bekanntlieb 


I  so  Ist 


du  du  ^8tt     ^ 

C08Ög-+C08«g-  -|-C08O^sa0 


8tt  —      dtf         öii        ^ 


d  aosaerdem  ist  oacb  dem  Obigen : 

Bieraiis  aieht  man,  dass  zwischen  den  Grossen  X»  y,  5  zwei 
kidbangen  bestebeo,  und  dass  also  immer  nur  ^ine  dpraelhei^ 
%  unabhängig  variabel  betrachtet  werden  kann^  wozu  wur  im 
olgenden  die  Grosse  X  wählen  wollen. 

Ans  der  Gleichung 
Igt  durch  DifferentiatioB  nach  X: 

td  da  nan  ffir  das  Maximum  oder  Hinlainm  des  Krfimmnngs- 

übmessers 

8/2 


n^^ 


w  muss,  so  ist 


x+y^+s§=o  oder  x8x+vav +53$ =0. 

Aus  der  Gleichung 


196    Gruneri:    AUpemeine  Theorie  der  hrUmmung  der  fUikm 


ergiebt  sich  ferner  durch  DifferentiatioD  nach  dereelbeo  oaabliit' 
gigen  veränderlichen  Grösse: 

8*11  3%*        ^9Hi 


+«^»+*i) 


/ 


also,  weil  Rit  das  Maximum  oder  Minimum  des  Krflmmongsblb- 
messers 


ist: 


^-0 


+  ^<8««+«a5) 


oder,  wenn  man  nach  den  Differentialen  der  verflnderlichen  lirfii- 
sen  ordnet: 
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»  +  ^»  +  ^,5)ai 


+  ©»  +  ^,»  +  ^5)35 

voza   noch  «die   aoa    dem    Obigen    schon    bekannte    Gleichong 
ßI+Jf8]f  +  8BS=0f  und  die  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

du  Su  du        ^ 

lieh  ergebende  Gleichung 

kommt. 

Wendet  man  jetzt  auf  die  drei  vorhergehenden,  zwischen  den 
Differentialen  d^,  SJf,  dS  Statt  findenden  Gleichungen  den  in  VL 
bewiesenen  Satz  ao,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

3^u         B^u  d^  Bu 

8Ht   ^      3*11  dhi  —    dtf  •« 

S»+5p»  +  ^,»=»'''+^''' 

sai  * + ^  * + ^  5=5*^+S '^^ 

Mnltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
2i  y,  S  and  berflcksichtigt  die  beiden  Gleichungen 

Bo  erhftit  man  die  Gleichung: 

.  rt  3*1»  _,^  .  g^  8*11  ^^  .  -^  3*1«  _,_, 
welche,  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

rtmf%  3*U  -^    .    3*tt  .^  .   3*U  ,^ 


ige  Grunert:    äiS^emefne  TMeorfe  der  Ktümmumg  der  Mckem 

verglichen,  auf  der  Stelle  CQ  der  GMehoog  U^^^  St  fttrt,  wes* 
halb  wir  yon  jetzt  an  bn  Foigenden  fOr  V'  irootfr  Sl  schreibe 
werden. 

Dies  voraosgeeetaBt ,    kami  man  die  drei  obigen  Glachiroga 
zwischen   C7  «nd  V  auf  folgende  Art  schreiben: 


dhi  ^  ^   dhi  ^      /S*»      _\  _       du 


and  nimmt  man  hierzu  noch  die  Gleichung 
so  hat  man  die  vier  folgenden  Gteichnngen: 

an»    jf    /a««    o^  V .  3^  8    *« 

Si^F  +  W~'"yF  +  ^P=S^' 


Sai'  F+5piF+Va?~'**yF-sr' 

ana  denen  sich  die  drei  Grossen 

X      V       S 
P'     F'     V 

vollstlndig  eliminiren  lassen,  was  zu  einer,  bloss  noch  A  als  n- 
bekannte  GrOsoe  eothalteadeo  Gletchuag  (9hit. 

F0hrt  man  diese  Elimination  nach  der  von  mit  im  Arcbit 
Thl.XXIlI.  S.286.  gelehrten  Methode,  namentlich  nach  der  dort 
8.287.  gegebenen  metkwärdigfcn«  gau  allgemeiiM*  Formel  ai»> 
so  erhiit  man  mit  der  grossten  Leichtigkeit  nach  einigen  gut 
einfachen  Reduollmen  zur  Bestimmung  von  Sl  die  fönende  mbot 
früher  bekannte  Gbicbung  jm  zweRen  Grades: 
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0=  ertc--")(^-^)-(^)') 

KI)'!^-«)(S--)-©'l 

an  Olli  ^    ^      9^/dßn         \i 
ftStt  Smj  3%«     8%*       S«ti  /a^tt        \i 

ft8tt  8ui  8*tf     8»u       S^ä/Wm        \( 
"•■  ^82  '80:  |8ar8y   8^^828^  W~  ""^  I  ' 

»der  nach   gehöriger  EiitwickehiBg  und  eiter    leichten  Tranefor- 
aatioD : 

J      /8ttV  »%«      /8tt\«  8«a     /8ii\«  »%i  ;  Q 

""i~V85y  sj'^W  ^^■"w  "S?  [ 

_    8a    8m    8»m       gSn  8«   8%  _a8k   8«    Shi 
dx'Sy'  doBy         8y '  8z  '  d^Bx        Sz  '  8j?  '  dx8x 

"•■^80?/   '8^«  8z«'"V8y5i/  ' 

^V8y/   j5?*8:r«~Vö^3^/    » 

/8ii\*  1 8^  8*«     /8^   \* 
^\^J    }8ar*S^   A8ar8y/ 

4.0?!^  8«/8*i*     8^__  8%«    8*tt\ 
8a? '  Sjy  \%8i *  8J8a:     daSy'  di^y 

du  hu/Shi    ^n^      £%    8^\ 
^^^  Si  V5iäi  '8;r8y  ""SySi  *  8W 


811   du^dhi      8«»      8^    »5i\ 
8z    ^«VS^  '  ^%~^3Si'Byy  • 


+  25r-5Z 


983   ßrumeri:    AUff^mettie  Tkmnie  äer  Kfibmmmg  4er  iUOm 


N^i 


8%t     Sßu     3h$ 


oder 


dHi  I  8H(      an«      a*tt  /8»M  \| 

3«u    an.  sht    /3*u     „v^  fi^/'^    fl'\ 

I 

8tt  ( a^    8»«t         8^  /3*M  \  i 

+  ^  I  §;s  •  Sä*  ""  aaBy  va*«       /  ( 

au  ( a>u    a»«     e%« /a^  _\i 


au  )  a*o   a%«      a^ 


-a)| 


+gl(S?-«)©-^)-(&)'t 

a«  j  aHi   a^    ^/a%»       ■\i 


tsörufffftr:  IMsrf.M.d.  Wur%. eln.ei€ieh,dLniew6rad,^€te.  905 


rsuchimg  über  die  Theile  der  <  Wurzeln  einer 
;hung  des  nten  Grades,  nebst  dejren  Anwendung 
lie  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten  Grades. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger^ 

liehver  der  Mtthenatik  an  der  KaBtODMchule  sa  Aar  an. 


Ist  allgemein 

/T[ar)=:a?"+a,a:«-i  +  aiX»-a+....  +  a«-ia:  +  a«=0       1) 

GleichüDg  des  nten  Grades ,  und  sind  i>|,  «99  f^,  ..••en 
Vorzeln  dieser  Gleicbaog^  so  kann  dieselbe  bekanntlich  als 
todnkt  voo  der  Form 

(x— ©iXar— «aX«— f>a)....(a: — üii)=0 
chtet  werden,  und  es  ist  für  ein  gerades  n: 

•  • . .  Uff—i^  —  Cu~~l  (©1  ••••On) »     W«  s=  Gl (Pj  ••••I9ii} 

für  ein  ungerades  n: 

:=  —  Ci  (Vi .«.. Oft) 9     02'=^C%(Vi- »"Vn)  t     Oj  =^ ""  Q  (t^ ••••Cji)j 


9) 


3) 


II.    Setzen  wir  jetzt  in  der  Gleichung  1)  Nr.I.  n=2m  nnd 
Äcbnen  mit  f*i>  fi«»  f^9****|i^ai  die  Wurzeb  der  Gleichung 


9W  M€t$f&mfiP9r:  OUefiudL  M.  Sie  TkHi^  dtr  Wumk  änr 


Schaffen  wir  auf  gewöhnliche  Weiee  das  zweite  Glied  aos 
Gleichung  fort,  so  wird  bekanntlich  die  transformirte  Gi< 
folgende : 


1.2....(2m~2)'^        +L2....(2m-.3)-*      '  + 

•"  +    1.2  "^  +     I    ^ + ^v'&ry  ^' 


wenn 


'^  V^^r;'     >^  (-25r;- «•  •• '^ 

diejettfgeii  Ftenktioiien  bezeldmen«  welche  matt  erMt,  wenm 

die  (2jn— 2)te,  (2m-3)te  u.  s.  w.  Ableitung  von  /(«)  die  Gr5««e' 
statt  X  snbstitairt. 

Sind  nun  ^,  ^^  fit»*«-  fttM  die  Wuraeb  der  Gieielni 
so  finden  zwischen  diesen  and  den  Wurzeln  der  Gleichm^  1) 
kanntlich  folgende  Beziehungen  statt: 

Sind  endlich  xg,  29,  23, ....  z^m  die  Wurzefai  der  GleiehoBg 

so  dass  also,  wtfön  ii±V^— 1   gesetzt  whrd: 

i.?t+l,     ^  =  cos2^^+.sin2;^,     X6=cos2^+isid^.  • 

J  29S  29K  4ff  4st 

x,=-l,     ^4=cos2^-isin2^,     ^=**«Si-^*«^S' 

^ghit>*t4i)»      .  .  (»»-?)« 
**"    =co&^^-^jj^->isin^    a»^ 
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werden  wir  beweis^,  ilaas  die  Wi(rze|D   der  Gleichpng  9) 
ooter  aacketeli^Dde  Formen  gebracht  werden  IsOnnen: 


-^  X  X  ■», 

i   1  J 

5  :?  ?  :?    . 
jp  *  r  # 

f 

X  •».  X 

«       1»       »« 

i  i  ^ 

+  +  +  + 

+ 

+  +  + 

"»    5    !?    S 

1? 

y  ?  IP 

1   5-   S.   J 

1 

11'*' 

1            1 

+  +  +  +    " 

1 

i    -i 

»    ?    5    3? 
f    J    i*    J*     • 

.  + 
■     3« 

f 

+  +  + 
3«    3»   2? 

f    f    - 

+    +•+   + 

1 

i,    i 

•e    5    5    ? 

^ 

+   +   + 

f  H  ^ 

m 

?  ?  ? 
f    f    ^ 

+  +  +  + 

J. 

i    i 

1  •            !            • 

2  ■             !              •               • 

•             •             • 
■             •             •              • 

+ 

+   +   + 

.                    •                    • 

•f     +    +    + 

9 

m 
• 

m 

!       •       : 

•  •       j 

•  •       • 

?  ?  ?? 

M        d        «•        «l 

+ 

? 

+  +  + 
?  ?  ? 

Jf    if    ^    ff 

i 

i   i   i 

+  +  +  + 

ff 

j*  i»  * 

l  1  I  '1  ■ 

+ 

.  ? 

+  +  + 

%  %  1f  ^ 

+  +  +  +    . 

,  i 

i  i  i 

??  ?? 

1         1         *         ^ 

^            »i            **            •* 

9 

+  +  + 
?    ?    ? 

Jl^          J^          ^          ^ 

1 

i     i     i- 

T         ,          •          * 

f 

ff  ff  if 
a     -     • 

1 

«• 

Dfa»  ▲nordnuiiy  der  z  iet  leicht  su  erkennen«  Es  miee  nlm- 
Ücli  iu  jeder  Vertikalreihe  die  Summe  der  durch  die  x  darge- 
stellten Coefficientea  von  pi,  p^,  p«»  ••••  j^^-i  immer  gleich 
^1  *f  29  -f  ^^t***-  "l"  ztm^i'i'9!km  Mmn;  temer  darf  In  keiner  HerlBonlal* 
reihe»  mit  Ausnahme  der  ersten»  irgend  einer  der  GoefBciienten 
h>  H>  <af«M.2Sai-i«  i9m  mehr  als  efamialTorkomnen;  endlich  sind 
Pi>  P^  Ptf^'P^m-n  noch  SU  bestimmende  Fnnkionen  von 
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^    K^J        ^    ("äüTy     ^\^)    i.(^^\  Jz<\ 

1.2....(2m--2)  *      1.2....(2m— 3)  '"*      1.2      '   '  V2m/ 'Vim/ 

111.    Ist  n  eine  aogerade  Zahl,    also  ii=2iii-|-l»  imd  nvi 
fi>  f^t  fs»*—  ^n»  c^sm-fi  die  Wurzeio  der  Gleiclinng 

80  erhalten  wir  ans  dieser  GleicbuDg,  wie  in  II.  Nr.  2)«  weoo  «ir 
das  zweite  Glied  wegschaffen,  folgende: 

2)         . 


•  •+  — E2 ^+ — i — '^f\^HTi)-^ 

Sind  nun  a^»  f«»  Vs,  ....Ote,  fsk»fi  die  Wurzeln  dieser  Glef- 
chung»  80  finden  zwischen  den  Wurzeln  dieser,  and  den  Woneb 
der  Gleichung  1)  bekanntlich  folgende  Relationen  statt: 

*^='^+2srfi'  *^~'*+srn'  '^='^+2ürfi' 

Bezeichnen  wir  endlich  mit  fi^  p%f  i^ itm,  #i^»fi  die  Woi- 

sein  der  Gleichung 

y*-+i  +  l=0,  4) 

wo  bekanntlich: 

5) 

(2m-3)«  , .  .  (2m-3)ff    ^  (2tn-l)» , , .  (Sn-l)« 
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\o  werden  vrir  ebenbll»  zeigen,  das«  die  Worfeln  der  Gieichnng 
0  auf  nnobslebende  F^HTroen  gebrecht  werden  können: 


Q  Q         9         ^ 

l  t  t  t 

'¥  \  T 

H  If    11    tl 

S  "»  tj  s 

^  ^  ^  ^ 


-h  4-  +  + 

•«  •«  s  "^ 

f-  I  S''  S^ 

?!-  +  +  +, 

'^  *  ^  ^ 


j 


+  + 

■53     •« 


\ 


+  + 

'  1 


•f    +    4-    + 


<5        « 


r 

I 

+ 


II 

8 

I 


II 


?  r  =^ 


+  +  + 

?  1 1 

I  I  I 
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In  diesen  Gieiebangen  ist»  wie  in  jeoeii  II.  Nr.  0)  Se  Folg« 
der  y  leicht  zu  erkennen.  Es  nuss  nftmKch  in  jeder  Vertikal* 
reihe  die  Summe  der  durch  die  y  dargestellten  Ceefifetenten  ?(n 

Pi»  P%>  P9""P9m  immer  gleich  yiH'M4-jrs4----<'h5>"+3f>H^i 
sein;  auch  darf  in  keiner  Horizontalreihe,  mit  Ausnahme  der  erstes, 
einer  der  Goeffieienten  ^i,  y««  9t»  •—  tt^^»  ys>»{^  mehr  als  einmai 
▼orkommen;  endlich  mnd  ebenfalls  pi,  p^,  p^,— .pi»  noch  so  be- 
stimmende Funktionen  von 

l.a....^m— I)  '       I.2....(2m-2)  '-" 

••••     E5     •       j      •  '\^rrij' 

IV.  Cm  die  Glekhnogen  6)  in  Nr.  II.  and  Ol.  aoMbadicker 
10  machen,  nehmen  wir  an,  es  seien  9i,  9^  9^,  9^,  9^,  9^,  4y 
Wanelo  der  GIdchung: 


also  ^1,  9^  9^,  9^,  9f,  9^,  9r  die  Wurzeln  der  Gleiehnng: 

^+  lÄ-jt  *^+   l.i.U  •^+    lAS   *+     ii    '^[« 

SO  Ist  die  Form  der  Wuraeln  dieser  Gleichung  nach  DI.  P&.6):- 

^i=PiPi  +/»a*i  +1^1  +P4A  +Pftl>i  +/'«*i 
^«=l>iÄ^  +PäI^«  +  AI>5  +P4Ä4  +  Pd^i  +  Pafc 

^4=A*S+Ä*4+ftÄ  +P4«i+P*  +W>s  ^  ^^ 

^s— A^Ä+Md +P»*i+P«A^+PaÄi+P«fc 
^•=äA + Afc + Fi<r  +P4fc + 1»»*0  +  W^4 
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Id  dieseo  Gleichungen  wird  j^|,  1^9  ••••j^  die  Wuraelo  der 
meichang 

« 

i^+I=0.  4) 

Die  Grueeen  p\y'p%,  ••••Po  «iod  za  bestimmende  Funktionen 

irOD  .t    ;  .  • 

iwigchen  den  Wurzeln  der  Gleichung  1)  und  2)  finden  die  Rela- 
ioneo 

Statt. 

Gans  auf  gleiche  Art  würden  nach  diesem  durch  die  Glelcbun- 
^D  IL  Nr.  6)  ausgesprochenen  Satze  die  Warzela  ^>  %•  "ifs»  ^«» 
95,  1^9  der  aus  der  Gleichung 

dsfcb  HlBwegscbaffuDg  des  zweiteo  Gliedes  abgoMteten  Gleicbuag 


^+ 


1.2.34  ""  +   i5;j   "^  +    1.2    *^+     1     '  \  8) 

nachstehende  Form  haben: 

«i8=Pl?5+ft«4+P828  +  P4*«+P5^      , 
^«=Pl*4  +  PsH  +  P3«a  +  P42<l  +Pft»6 
%=Pl«8  +IVä  +Pa25  +P4«5+P4a^4 

«     '  ■       , 

Die  Coefficienten  zi,  2^  •••.  ^  sind  die  Wurzeln  de?  Gleichung 


SIS  Mo$»bru99er:  Vniertuch.  M.  die  Thetie  der  Wmneb^dMer 
Pu  fti  ••-  Pt  '^»^  FanktioDeo  von 


1.2.3.4  1.2.3 


'  ••  fyisrj • 


zwischen  den  Wurzeln  ifi,  «{(»....ifo  der  GMcbn^  €)  und 
Wurzeln  ^,  «7t>***«%  finden  die  Beziebnngen 

statt. 

V.  Dm  die  Richtigkeit  der  Annahmen  der  Gleicbimgco  6 
Nr.  n.  nnd  III.  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass  bei  den  deidnn 
gen  1)  und  2)  Nr.  II.  folgende  Relationen  zwiscban  den  Wondi 
derselben  vorkommen  müssen ;  und  zwar  bei  der  Gleichnng  1): 

bei  der  Gleichung  2): 

jedoch  iSsst  sich  die  Gleichung  1)  zufolge  der  GleichuDgea  $ 
Nr.  IL  auf  die  Gleichung  2)  zurfickfähren»  daher  wir  nur  dieRie^ 
tigkeit  dieser  letztern  zu  zeigen  haben. 

Addiren  wfar  die  Gleichungen  6)  Nr.  ll.,  so  erhalten  wir: 

|h(«i  +  «»  +  ^+V-  +  «to.)+/>>(xif«»  +  ^  +  ....  +  «p) 

+A(*i +«t+«» +  ••••  +  *•«»)  +  •••• +l*-»-i(*i+*»+«i  +  —+^ 

=f*i  +  f*a  +  ^+- ••  +  !»*■ 

oder 

■ 

=  ft  +  f»«+f*S  +  ' •••  +  /*«»• 

Nun  ist  bekanntlich  bei  den  Gleichungen  4)  und  6)  Nr.  R 

«i  +  a»  +  Xs  +  ....+ai«=0, 
wodurch  auch 

wird;  folglich  wird  durch  diese  Annahme  der  WunsdfoiB  <itf  b 
der  Gleichung  2)  ausgesprochenen  Bedingung  genfigt,  und 
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fr  in  der  Gieicbang  1).    Da  ferner  ^e  €leiehang  3)  Nr.  IL 
las  Produkt. 


w*  * 


sllt  werden  kann,  and  bei  gehuriger  Entwickelang  and  Iden- 
g  mit  der  6leichong2)  Nr.  II.  gefunden  wird,  dass 


i.2....(2m-2)-     ^(fHf«>....f«*»), 


(«ii.-8)/_. 


$        4 


1.2...C2m-3) ^  ^^^  —  I«-). 

\  2711  y  ^    ♦  '         '       •      V  t^ 


1 =—  t^*m-i(HH  •••• 


bei    jedem   der  in  6)  Nr.  IL  dargestellten   Aosdrüeke  fär 

urzel    IHy\H*H f*^'"  j^^®  d^i"  Gru3seo  PifP%,pz$"' 

_i  Torkomrot,  so  erhalten  wir  bei  gehöriger  Entwickelang 
Hchnngen  3)  aar Bestimmang  dtfr  Grossen  Pi^p^fP^y  — •  psm-i 
.  Gletcbangen,  welche  an  diesem  Zwecke  erforderlich  and 
:hend  sind.  Ans  diesem  geht  hervor,  dass  die  in  6)  Nr«  IL 
teilten  Warzelformen  der  Gleichung  2)  Nr.  IL  allen  Anfbr-. 
;eD     genügen;    zi^leicb.  geht  auch    hieraus  hervor,   dasa- 

der  Wurzeln  ^%  f««»**«'  weder  aus  mehr,  noch  aus  weniger 
jn  j9i,  pB9..«.|9Sa»— 1  bestehen  kann.  Denn  im  ersten  Fall 
n  die  2m— 1  Gleichungen  in  3)  zu  deren  Bestimmang  nicht 
:heD,  vnd  im  anderen  Falle  hätte  man  mehr  Gleicbnngqa  als 
«timmende  Grossen.  Es  miisste  daher  zwischen  diesen, 
acb  zwischen  den  Wurzeln,  eine  Beziehung  stattfinden ,  was 
angenommen  werden  darf.  Ganz  auf  gleiche  Art  wird  das* 
in  Bemehang  anf  die  Wmrselfomien  in  6)  Nr.  DD.  der  Glei- 
:  2)  Nr.  III.  bewiesen. 
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B»  Ueibt  MI  noA  sn  mlemclMii  fibrig,  weldM  Mntffcitii 
oen  gemacht  werden  mdssen,  wenn  mehrere,  z.  B.  A  ghichf  W» 
sein  in  einer  Gleichong  des  nten  Grades  Torkommeo. 

In  diesem  Falte  kann  die  Gleichung  als  ein  Produkt  ton  de 
Form 

(j:— a)*(x— f»i)(a:— fij)(a:— f*,)....(d:— fii»-*)=0         4 

betrachtet  werden.    Wird  das  Produkt  der  ungleichen  Faktor« 
entwickelt«  so  bekommt  die  Gleichung  4)  die  Form: 


wir  die  Gleichung  5)  mit  F(x)szO,  so  ist  beiofiBt 
dass  eine  ans  den  Wurzeln  der  (£—  I)ten  Abidtnng  von  F(x)^&A 
u  ist ;  die  (A;—  l)te  Ableitung  von  F(x)  ist  aber  A0e  Gl^bimg  ▼oo 
(n^(k — l))ten  Grade.  Wenn  daher  Xi,  2^, ..«.  zm-ik-i)  die  War* 
sein  der  Gleichung 

,•-(»-1)  — 1=0 

sind  9  so  bekommt  a  eine  von  den  in  6)  Nr.  II.  oder  IIL  dar^teü- 
ten  Formen»  wenn  wir,  im  Fall  n — (A  — I)  eine  gerade  Zahl  iit 
dort  n  — (Ar  — 1)  statt  2m  setzen;  ist  aber  n— (J^-^-l)  nsgendf, 
so  setzen  wir  in  6)  Ili.  n-^<&--l)  statt  2m -f  I- 

Da  aber  aus  6)  zugleich  henrorgebt,  dass 


so  erbftltea  die  Wurseb  dieser  Gleichung,  jcnachdem  m^k  §t 
rade  oder  ungerade  ist.  Formen,  die  im  ersten  Fall  nach6)lU 
im  andern  nach  6)  IIL  bestimmt  werden,  indem  wir  dort  ngf^- 
tive  fi — k  statt  2m  oder  statt  2m-|-l  setzen. 

VI.  Wir  sehen  ans  den  Bestimnrangsgleichnngen  3)  Nr.  V., 
dass  die  S3rnimetrisdien  Punktionen  als  ein  HanptiHSlfsniOei  nr 
Bestimmung  der  Grossen  pi^,  p^,  p^,  ....,  abo  auch  zurBeafia- 
mung  der  Wurzeln  der  Gleichung  nten  Grades,  dienes  wer^ 

Nehmen  wir  diese  Untersuchung  bei  der  Gleichung 

den  4ten  Grades  Tor,  welche  nach  Wegschalang  des  zwcMeo  Glfe- 
des  übergeht  in: 


AMsiiMV  ä0ä  nim  Sraäes,  man  deren  Anwendimg  eU,      St5 

B^n^liMa  «ic  mit  tdi,  ^,  ti,y  i^  4ie  Wnrxeln  der  Gleiebuog 
)  und  mUi  9^\  ^\  S^',  i^'  die  Warseb  der  Gleiobaog  2),  eo 
Ajisseo  diese,  wie  eiieh  ihre  Form  iieeeiiafeo  «ein  mag*  wie  wir 
D  V.  gesehen  haben»  ?or  Allem  folgende  zwei  Bedingungen  be- 
riedigen : 

^  +  'a  +  ^  +  ^4  =  -*  at , 3) 

,     ,  V+V+V  +  Ä4'  =  0. 4) 

>a  aber  ' 

V  =  «i+J.    V=«a+^.    V  =  ».+  J,    d,'=d4  +  5L. 

0  wird  die  Gleiehung  3)  befried'^t,  wenn  wir  den  Wurzeln 
i'^  V»  Vp  V  «olche  Wertbe  beilegen,  daaa  der  Gleichung  4) 
SaoOge  geleisti^t  wird.  Um  dieser  Forderung  zu  entsprechen, 
ehmen  wir  die  Hülfsgieichung 


n,  deren   Wurzeln 


5) 


«f=coss-  +  tsin5-2=  +  t,  ^ ^ 


«4=  cos  g-  - 1  sm  ^  s=^i 
nndy  und  wo 

Q(zi ....  Z4)  ^  Ci(ii ....  I4)  t=  Ci(2j ..,.  z^)=0, 

C4(i,  ....t4)  =  l  j    •  •    7) 

»t   Da  nun  d,',  V,  d,S  ^  die  Wurzeln  der  Gleichung  2)  sind 
«  möBsen  auch  nebst  der  Bedingungsgleichung  4)  noch  folgende 
irei  Gleicbangeo  erßUt  werden : 

/■(— -4)  y.  .  .  .  8) 

— I —  «-<i(*i'.  V,  V,  »A 


/(- J)  =  c,(a!i'.  V,  V,  «A 


«  
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Um  die  Bedlngung^tMcboiig  4)  so  erfüll«! ,  MteiinrtB 
Gteicbangen  6)  Nr.  II.  ms 2,  so  ethalten  wir  oaefc  jepcn  i 
cbongeo  folgeode  WarzelformeD  flir  die  Gleichiiog  2): 

Addiren  wir  diese  GleichnngeD ,   so  erhalten  wir: 

Da  aber  nach  7)  xi  +  ««+H  +  2^4  =  0  "*»  «>  ^>'*  anch.dkl 
sen  Pi>  jps>  /^  mögen  tmmerhio  Weilhe  haben,  weidiett 
len,  die  BedingangagleichnDg 

erßllt  werden,  wodurch  also  dem  ersten  Erforderoiss,  ^ 
bei  der  Annahme  der  Form  der  Wurzeln  d/,  V»  ^,K 
sprechen  werden  rauss.  Genüge  geleistet  wird. 

Bei  gehöriger  Combination  der  durch  die  Gleichangei^ 
gestellten  Werthe  von  d»',  V,  d,',  V  finden  wir  mitt^ 
Gleichungen  8)  Nr.  VI.  leicht  nachstehende  BestimmuDgsgW 
gen  der  Grössen  p\$  p^»  P%' 

— j;2^=^tPiPi+PlPi+P*P»l»    • 

— j-i-=     4IPiV«+Pä'P*+P»*PiJ 

+  4lPiV8+P«Vi  +PsVaJ+4PiW^' 

Für  die  Werthe  der  Cocfficienteo  A, ,  *,,  u.». »•  l»*'  " 
teUt  der  Gleiefanngen  6)  Nr.  VI.  leicht: 
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,  =  -1.    Ai=-2i,    *,=+«.    it4=+2,    A5=-2, 

13) 


ttt 


i^  =— 2  +  2i.    i^=— 2— 2i,    *4=4,    A,=— 2. 

ben  aUo  statt  der  Gleichongen  10),  11)  und  12)  folgend«: 


/(-^) 


— j-^— =— 2(/>ift+p,P3+p,Pi),   ....    14) 
) 


irvielfachen  wir  nun  die  Gleichung  14)  mit  (pi+p%  +  Pt)*f 
eichuDg  15)  mit  Pi+p%-{-p9»  die  Gleichung  16)  mit  1,  ad- 
ilsdano  xu  der  Samme  dieser  Produkte  auf  beiden  Seiten 
kichheitazeichens  das  Glied  (pi+p^+Pz)^»  so  erhalten  wir: 

17) 

*+ft)*+— 172^  iPi  +p«+ft)H— i-^(;?i+P.tft)+A-5) 

+Pi+ft)*— 2(p,pa+/>,Ps+PaP8)  (Pi  +Pa+P8)* 

-1 +f)  (piVa+PaVi+PsVi)  +  (- 1  -  0(pi*ft+P2Vi  +P8V«) 

+  2i»lPftP8  I  (Pl  +P«+Pi) 

-P%^ —Pt^  -  2t(pi  V«+P«  Vs+f's  Vi)  +2a(Pi  Vj+PiVi  +PiV«) 
>i  V«*  +Pi  Vi* + Pt^*)— 2piAPi  (Pi  +P« + P«)- 

rken  wir  aber«  dasa  nach  der  ersten  der  Gleichungen  9)  In 
1.,  weil  351  =  1  ist,  ^i'=Pi+Pa  +  Pi  eine  Wurzel  der  Glel- 
;  2)  Nr.  VI.  ist,  durch  deren  Substitution  in  jener  Gleichung 
;e  auf  Mull  redacirt  wird.    Da  nun  der  erste  Theil  der  Gle^ 

eil  xxvin.  16 
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cbQDg  17)  mit  jener  ideDttecli  wird,  so  ist  ancb  dieper,  nd  dikr 
ancb  der  sweite  Theil  derselben  gleicb  Nnll.  Dnrcb  Entwkke- 
long  finden  wir  aber  leicht»  daea 

'  — «(Pi  ^%  +P»Vt  +Pi  V>i  — Pi  •Pk— PäVi  -p»V^  =  * 
eine  identische  Gleichung  ist;  folglich  wird  auch 

18) 
(Pi  +Pa+P»)*— 2(p,ft+pip4+|ijp,)(/ii  -f  Pa+Pkl* 

-2tpi«p*+PaV»i+P8Vi+Pi%+PaVi+ft  Vt-Pi  PtÄ»  (Pi4ft4f*) 

-Pi*-Pi*— P8*+2(PiVi'+PiV+PtVt^=0 

eine  solche.  Diese  Gleichung  kann  aber  durch  eine  leichte  Dn- 
Wandlung  auf  folgende  reducirt  werden: 

M) 
(Pi+Pi+ä)*— 2(pi«+|ia«+;^«)  (pi-H^-H^*-^i|»tn(/h4ftfi4) 

-(Pi»+Pa*+P»*)*  +  2(pi*+|is*+p»*)  =  0. 

welche  daher  auch  ebenfalls  identisch  und  symmetrisch  ist  Wcbo 
wir  aber  die  Gleichung: 

20) 

=  0 

mit  der  Gleichung  19)  identificiren,  so  erlialten  wir  snr  Baati» 
mnng  von  pi »  p%,  Pt  folgende  drei  Gieiehnngen : 

-(pi«+i»t«+i»»*)*+2(ft*+i»i*+i^*)=/r-7).  • 

An«  21)  i«t 

m 


fir-^) 


Pi*+P»*+Pt*^- 


» 
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w  auch 


thin  w^en  21)  ttnd  28): 


iA-^)i« 


t     f 
'        «»Im«       /•/      «1 


Ä  W + FiV»i* +I^Vt"*= ST- — i"*- 


64  4 


•'.( 


t.       Ol 


vidireD  wir  die  Gleicfaang  21}  mit  2  und  mnltiplicireD  den  Quo- 
»ten  mit  p^,  so  kommt: 

«ber  auch  am  24) 

t/(-x)i«-Mir(-T; 

PiV»*  +  Pi  Vi* = öi ''■^•* 

id  au  3^       '  - 

U  M  haben  wir  die  Gleichuog: 

25) 

/(-?)       [i7(-t))«-W(-J)]      i/(-J)i* 

•+ — j-^^ft^+     I  64 — ^"'-^ — ^Ä*-^ — BT^"^* 

VIL  Wir  haben  in  der  Torigen  Nommer  die  Gleichung  2)  der 
r.  VI.  auf  eine  Gleichung  des  dritten  Grades  znrfickgebracht  und 
Doten  sie  daher  als  gelOst  betrachten.  Um  jedoch  zu  zeigen, 
S8  auch  diese  nach  dem  bisher  gezeigten- Verfahren  gelOst  wer- 
n  kann 9  setzen  wir  der  Kfirze  wegen  in  der  Gleichung  25)  Nr.  VI. 

A-?)  r>(-J)i»-l<a/(-?) 

»tatt  ft»,   A  statt j ,    B  statt  gl —> 

l/(-J)P 
'«  —  C  statt *j    ■    ,  so  erfcaUni  _irir: 

15» 
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Hieraos  kSonen  die  Werthe  von  Pi»  p%,  pg,  und  daher  mittelst 


die«er  nnd  de\r  Gielchängeo  9)  Nr.  TL  die  Wi 
Nr.  TL  bestimmt  werden. 


derCrfeicIiaog!) 


Würden  i^nn  bei  Gldchnpgen  b^bpreo  Grade«  die  «af  dieieJ 
Wege  zu  erhaltenden  Idetitiacben  nna  symmetrischen  dciebangq 
aof  solche  zurüclcgeßlhrt  werdeft  Iconnep^  d|e  mittelst  ihrer  Um 
tifieimng  mit  der  gegebenen  xwischen  den  Wurzeltheilen  pi,  pi,.... 

und  den  Funktionen  der  CpefBcienten  Oi,  ir......  an  BesttaminDg» 

gidchnngen  von  jenen  fSbren  wfirden»  jrelche  eine  Endgleielnm 
▼on  niedrigerm  Grade  als  die  gegebene  sur  Folge  bitten,  m 
wtre  die  AunSsnng  der  algebrapscben  Gt^ichoiigen  keinea  weHm 
Sebwierigkeiten  unterworfen ;  aber  schon  bei  der  Gleicbaog  m 
Sten  Grades  .fiibrt  diese  Combination  anf  eine  Gleichsag  na 
SOsten  Grade.  Diese  Gleichung  habe  ich  mit  grosser  Mühe  b» 
geleitet  und  bin  dabei  auf  viele  Relationen«   die  zwiacheB  te 

Coeiflcienten,  welche  ich  oben  mit  4,  Af...  bezri^aet  habt, 
gekoHMBieB.  Da  jedoeh  jene  lange  Entwickehmg  diesea  Aiihali 
für  das  Archiv  zu  weitläufig  machen  wCirde«  so  schliefe  ich  iiia^ 
mit  Aese  Untersuchung. 


'/.*   TUorie  am  füucamii'$ekemP0ndeiPerni€A9,  ttc,  S23 


orie    des  Fonc  aalt 'sehen    Pendelversuchs ,   ans 
511    Gesichtspunkten  dargestellt ,  mit  Rücksicht  anf 
die  ellipsoidische  Gestalt  der  Erde  ^\ 

Von 

dem  Herausgeber. 


B 1  n  1  e  i  t  u  o  g. 

Der  berfibmte  Peodelversacb  von  Foucault  hat  mit  Rocht 
posste  Intorosse  aller  Mathematiker  und  Physiker,  ja  des 
«o  gebildeten  Poblikums  fiir  sich  in  Anspruch  genommen« 
es  hat  daher  auch  nicht  an  einer  grossen  Menge  von  Versu- 
1  gefehlt,  die  Theorie  desselben  in  möglichst  elementarer  Weise 


*)  In  d«r  Abhandlung  ThI.  XXVII.  Nr.  XXV.  habe  ich  die  Theorie 
Po  aeani fachen  PendelTer«uehi  nach  den  Ton  mir  angegebenisn 
cipien  abtichllieh  bloM  fnr  die  kagelförmige  Erde  entwiclcelt,  nm 
venig  wie  möglich  Toraussotetsen,  und  die  Sache  eo 
mentar  wie  möglich  sn  behandeln.  Die  Wichtigkeit  dee  Ge- 
•taodee  nnd  da«,  wie  ich  glaube.  Lehrreiche  der  folgenden  analyti- 
ea  Unterenchang'  TeraiüaMt  mich  aber  jetit,  denaelben  noch  einer 
ea  Behandlung  nnter  Voranseetsung  der  elllpooidicchen  Gestalt  dee 
.e  an  naterwerfen,  wenn  lich  auch  freilich  mitteilt  einer  gana  ein- 
ben  geometricchen  Betrachtung  gleich  von  Tomherein  leicht  nbein 
len  laut,  da««  unter  diecer  VoranMetaung  die  obwaltenden  Geeetso 
ht  wocentlich  Terechieden  von  denen  bei  der  Kugel  sein  können«  Ab* 
htllch  habe  ich  die  Dar«tellnng  gana  unabhängig  von  der  früheren 
kaadlong  gehalten.  ^ 
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sa  eotwickeln,  wobei  man  Ton  yerscbiedenen  GremditspaktoB 
g^angeo  ist.    So  gern  ich  auch  das  Verdieostiiche  nanch«  d» 
theoretiscben  Entwickelungen,  bei  denen  man  sieb  übrig««  seil 
des  Gebrauchs  der  Differential  -  und  lotegrab'echnong  nidit  i 
hat  entscblagen  können,  insbesondere  fär  Lehrzwecke,  aoznerkei 
nen  bereit  bin :  so  kann  ich  doch,  ohne  hier  auf  eine  in's  Ehw 
gehende  Kritik  dieser  verschiedenen  Versnehe  mich  eiBiaMeo 
kSnnen  und  zu  wollen,  nicht  sagen«  dass  ich  in  wisseoschafüicfai 
Rücksicht  durch    einen    derselben    vollständig  befriedigt  wor 
wäre,   sondern  muss  vielmehr  bekennen,   dass,   namentlicii  t 
mathematischen  Standpunkte  aus,  eine  allen  Anforderangen  geo^ 
gende  streng  wissenschaftliche,  dabei  aber  doch  möglichst  elemen 
gehaltene  Darstellung  des  so  nngeraein  wichtigen  und  Inte 
ten   Versuchs  mir  immer   noch    zu  wünschen    übrig  xa  bl 
scheint.    Ich  habe  schon  vorher  erinnert,  dass  auf  eins  ins  Eii 
zebie  gehende  Kritik  der  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  theorefiscl 
Darstellungen  mich  einzulassen»  hier  durchaos  nicht  in 
Absicht  liegt,  will  aber  doch  nicht  unterlassen,  kurz  xa 
was  im  Allgemeinen  dieselben  mir  noch  zu  wünschen  übrig 
lassen  scheinen. 

Vor  allen  Dingen  vermisse  ich  fast  bei  allen  diesen  Beweiso 
eine  kurze  und  deutliche  Angabe  der  allgemeinen  Princtpieo,  uT 
denen  dieselben  beruhen,  wie  man  sie  bei  allen  derartigeo  Cater 
suchungen  wünschen  muss,  wenn  eine  vollkommen  deutlicbe  Be- 
sicht in  die  eigentliche  Natur  der  Sache  vermittelt,  werden  soll 
Namentlich  aber  vermisse  ich  erstens,  worauf  doch  hier natiiiU 
zunächst  Alles  ankommt,  die  ganz  deutliche  und  bestimmte Ai^ 
Stellung  eines  Princlps,  nach  welchem  in  jedem  ZeitmomeDte  ik 
Lage  der  Schwingungsebene  des  Pendels  bestimmt  werden  so». 
In  dieser  Beziehung  scheinen  mir  bei  Weitem  die  meistM  <iet 
bisher  bekannt  gewordenen  Beweise  auf  sehr  unklaren  VonUl- 
lungen  zu  beruhen,  höchstens  als  Näherungen  zu  betracbtean 
sein,  und  eben  deshalb  namentlich  den  Lernenden,  welche  in 
mathematischer  Rücksicht  gewohnt  sind,  mit  dergleichen  unUireB 
Vorstellungen  sich  nicht  zu  begnügen  und  bloss  durch  foiiig« 
Strenge  und  Evidenz  zu  wahrer  Deberzengung  zu  gelangen,  nr 
wenig  Befriedigung  zu  gewähren.  Weil  nun  aber  eben  die  strenge 
und  deutliche  Angabe  der  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Prin* 
cipieo  bei  diesen  Beweisen  meistens  fehlt,  so  entsteht  daraos  voo 
selbst  zweitens  der  Mangel,  dass  die  weitere  mathemati^^ 
Entwickelung  nicht,  wie  man  bei  allen  solchen  Untersncbofigeo 
fordern  muss,  als  der  reine  Ausdruck  jener  Principien  in  oatt^ 
matischen  oder  analytischen  Zeichen  und  Formeln  zu  betncbtes 


mi9  neuen  CeelehUpunkien  dargeetaUi  etc.  335 

u  für  den  Ltihnendeii  iMue  VerwiekeluogeD  nod  UndentHoh- 

herbeinihrt.  Drittens  bringen  die  Beweiee,  welche  eieh 
Mfferential-  nnd  lotegralrecbnung  bedienen,  diese  Wiesen- 
en  nicht  in  der  strengen  Weise  in  Anwendung,  welche  die 
\  Analysis  fordert ;  und  überhaupt  bin  ich  der  Meinung,  dass 
»ei  GegenstSndeh  von  der  Art  des  vorliegenden  immer  lieber 
sprunglicbe  strenge  GrSnzenbetrachtungen  zurückgehen  sollte, 
ch  jedenfalls  die  wahrhaft  deutliche  Einsicht  In  deren  eigent- 
Natar  sehr  gefördert  wird.     Endlich  setzen   viertens   die 

bekannt  gewordenen  theoretischen  Darstellungen  des  Fou* 
*6chen  Pendelversuchs  die  Erde  als  Kugel  voraus,  und  be- 
en  dieselbe  nicht  als  Ellipsoid,  was  sie  doch  eigentlich  ist. 
ings  l^sst  sich  im  vorliegenden  Falle  gleich  von  vorn  herein 

übersehen ,  dass  die  für  die  Kugel  geltenden  Gesetze  mit 
geringen  Modificationen   auch  für  das  Umdrehungs- Ellipsoid 

müssen.  Dies  hindert  aber  nicht,  zu  wünschen,  dass  die 
^tische  Betrachtung  gleich  vom  Anfange  an  in  geeigneter 
\  an  die  ellipsoidische  Gestalt  der  Erde  angeschlossen,  and 
em  Wege  des  strengen  mathematischen  Calculs  nachgewie- 
rerde,  wie  und  in  welcher  Weise  die  hier  obwaltenden  Ge« 
auch  fär  diese  letztere  Gestalt  des  Erdkorpers  nothwendig 
I. 

idem  ich  diese  Mängel  der  bisherigen  theoretischen  Dar« 
ngen  des  Foucaul fachen  Pendelversuchs  rüge,  ist  mir 
?eg«  den  ich  bei  meinen  eigenen  folgenden  Entwickelungen 
Kblagen  habe,  von  selbst  vorgezeichnet.  Ich  werde  daher 
\  und  vor  allen  Dingen  die  allgemeinen  Principien,  welche, 
IS  der  Natu;*  des  Versuchs  sich  ganz  von  selbst  ergebend, 
heoretischen  Entwickeln ng  zu  Grunde  zu  legen  sind,  mit 
cfaster  Kürze  und  Bündigkeit  angeben,  worauf  dann  die  wei- 
Entwickelungen  im  Grunde  nichts  Anderes  sein  werden,  als 
ebertragnng  dieser  Principien  in  die  Sprache  der  matbema- 
n  Analysis.  Dabei  setze  ich  aber  gleich  vom  Anfange  an 
llipsoidische  Gestalt  der  Erde  voraus,  und  gebe,  was  imnMr 
ergleichen  Untersuchungen,  wenn  völlige  Strenge  und  Deut* 
^it  erreicht . werden  soll,  mir  nothig  zu  sein  scheint,  zuerst 
lurch  den  ^Versuch  selbst  allerdings  zur  Geltung  kommende 
ip  der  Stetigkeit  auf,  was  mich  zur  Losung  verschiedener, 
ch  nicht  uninteressanter  Probleme  der  Geometrie  des  Raumes, 
za  verschiedenen  eleganten  analytischen- Aasdrücken  fiibrt, 
if  dann,  endlich  mittelst  einer  völlig  strengen«  an  sieh  sehr 
eben  Grftnzenbetrachtung  das  Princip  der  Stetigkeit  wieder 
^nommen  wird^  und  dadnroh  sogtoich  die  bei  dem  s»  BMrk* 
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die  in  dieser  strengeo  Weise  geftibita  üstersai 
nicbt  ganz  kurz  and  einfach  ausfallen  kann,  liegt  sdioa  di 
In  der  Natur  der  Sache,  weil  dieselbe  mehr  löstet»  ab  I 
klärung  des  Versuchs  an  sich  eigentlich  verlangt,  indem  sie  iJ 
zu  verschiedenen  im  Räume  geltienden  Qesetzen  odeir  Beiich 
flihrt,  die  auch  an  sich  nicht  ohne  georoetnschaB  InteresM 
Dabei  ist  aber  zu  bemerken ,  dass  liir  einen  jedeD»  der  al 
Lehren  der  analytischen  Geometrie  vertraut  ist,  «Be  DnrcUl 
dieser  ganzen  Untersuchung  keine  grosse  Schvrierigksit  haba 
weil  dieselbe  in  der  Tbat  eigentlich  nichts  weiter  Ist  und  oim 
ter  fordert,  als  die  Uebertragung  der  vorher  deutlich  und  bc^ 
ausgesprochenen,  hier  zur  Geltung  kommenden  aligemeinei 
cipien  in  die  Sprache  der  mathematischen  Analysis. 
alle  Untersuchungen  dieser  Art  mit  HOlfe  der  analytiscliei] 
metrie  mit  weit  grösserer  Strenge  und  Eleganz,  ala  mittelst 
mathematischer  Methoden  giefuhrt  werden,  wird  Jeder 
der  in  dem  Gebrauche  dieses  wichtigen  Hülfsmitteis  gehörig  j 
und  bewandert  ist;  deshalb  ist  dasselbe  von  mir  im  Fdlp 
auch  durchgängig  in  Anwendung  gebracht  worden« 


.  Die  allgemeinen  Prineipien. 

Wenn  das  in  einem    beliebigen  Punkte  der  Ob( 
um  ihre  Axe  sich  drehenden  Erde,  die  wir  hier  itls  ein 
betrachten,  in  geeigneter  Weise  aufgehängte  Pendel  in 
liebigen  Ebene  in  Schwingungen  versetzt  wird,  so  wird  diel 
gungsebene 

• 

erstens  durch  die  Schwerkraft  genothigt  werdeo,  foft«H 
dorob  die  Normale  des  Punirtes  der  Erdoberlfichej  b  "^ 
daa  Pendel  aufgehängt  Ist  an  gehen; 

zweitens  aber  vermöge  der  Trägheit  der  Pendetmimi 
Bestreben  haben,  ihre  Lage  im  Räume  nicht  zu  veiiadenii^ 
sich  selbst  im  Räume'  fortwährend  parallel  zu  bleiben. 

Diesem  letzteren  Bestrelien  wflrde  die  Scbwiagongsei 
der  Tlwt  auch  voHstäadlg  folgen,  wenn  die  Sehvrericnft  nick 
banden  wäre,  welche  sie  verhinderte  denseilien  veltstiiidig  lai 
dnher  wird  sie  dem  dnreb  die  Träglieit  ihr  eingedrfleicIeB 
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«i  dl«r  BBtvegttdig  «lei  Erde  forMvIbrendi  sidi  seilst  ptnilM  zs  U^ 
len,  Dor  so  weit  x>der''in  Ma  IMsasse  fslgsn/als  es  ihr  ts»  der 
»chwerkrkiky  •dis'sie  ndtbigt,  noausgss^st  darck  die  Normale- «des 
'nnktes  df  r  ErdoberflSche,  in  welchem  das  Pendel  aafgehSngt  ist, 
leo  wir  von  jefzt  an  den  Beöbachtungsort  nennen  wollen,  zii  gehei^ 
^ewisserfuaassen  erlaubt  oder  gestattet  wird.  Hiernach  wird  also 
»ei  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  die  Schwingungsebene 
les  Pendels  otfenbar  stets  eine  solche  Lage  im  Räume  annehmen 
aussen^  dass  sie  immer  durch  die  Normale  des  Beöbachtungsorts 
;ebt»  uod  die«  ihre  in  stetiger  Folge  unmittelbar  vorhergebende 
1/age  darstellende  Ebene  zwar  schneidet»  aber  so  schneidet,  dass 
lie  möglichst  wenig  von  der  zu  derselben  parallelen  Lage  abweicht. 
Bringen  wir  dieses  hier  im  Allgemeinen  ausgesprochene  Princip  auf 
sinen  strengen  geometrischen  Ausdruck,  wie  es  die  auf  dasselbe 
ni  grundende  strenge  mathematische  Untersuchung  fordert  und 
gebietet,  so  wird  sich  fiSr  die  Bestimmung  der  Lage  der  Schwin- 
gnngsebepe-  des  Pendels  in  jedem  Zeitmomente  das  fblgeode  geo* 
netriscbe  Princip- ergeben: 

Die  Sehwingungsebene  des  Pendels  nimmt  bei  der 
Drehnngi  der  Erde  in  jedem  Zeitmomente  eine  solche 
Lage  im  Räume  ain,  dass  sie  durch  die  Normale  des 
Beobachtungsortsgeht,  und  die,  Ihre  in  stetiger  Folge 
unmittelbar  vorhergehende  Lage  darstellende  Ebene 
ooter  deAi  kleinsten  Winkel  schneidet,  unter  dem  diese 
Ebene  überhaupt  von  ihr  geschnitten  werden  kann. 

Dieser  Lagenbestimmnng  der  Schwingimgiiebene  des  Pendeis 
mm  einen  Ausdruck  in  analytischen  Formeln  au  geben,  werden 
wir,  was  bei  devarttgen  DntersnelNingen  immer  xweckmAsiiig  nnd 
der  Erreiehung  wahrer  mathematiseber  Strenge  und  Evidenz  In 
jeder  Rlleksteht  förderlich  ist,  zuerst  das  bei  derselben  zur  Gel- 
tnng  kommende  Princip  der  Stetigkeit  aufgeben  mfissen,  und 
demzufolge  snnichst  das  folgende  geometrisdie  Problem  Im  All* 
gemeinen  attfznUlsen  haben: 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  auf  der  um  ihre  Axe 
sich  drehjoaden  Erde,  bei  einer  bestimmten  Lage  der- 
selbeiij  ist  eine  zugleich  durch  die  Normale  des  in 
Redes.tehfinden  Punktes  gebende  Ebene  von  gegebe« 
ner  Lage  geilegt;  we.nn  nun  vermOge  det  Drebun^tder 
Erde  nni  Ihrei  Axe  dieser  Pnnkt  in  eii^e  andere  belie- 
bige Lag^B. gekommen  ist,  so  soll  man  die  Lage  einer 
Aureh.diesea  Punkt  und  die,de»«e4ben  e^ts|i|cee|i^^e 
Normale  de>r.,Ef{dob#.rCl|U5jie  gehenden  Ebene.beefisa* 
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aittD,  welche   die  Krater«  Eh^ne  «kter  dem 
Winkel  scbneidel»  unter  welebem  dieselbe  ftberhaipt 
▼en- einer  solcfc^n  Bbe«e  geeehnitten  werden  kftiin. 

Wenn  una  die  Auflösung  dieses,  saerst  den  Fall  der  Disood* 
tinoitfit  'in*8  Auge  fassenden  Problems  in  zweckentspreebender 
Weise  gelungen  sein  wird»  so  wird  es,  wie  wir  weiter  notea  sebes 
werden,  dann  aucb  leicht  sein,  durcb  einen  strengen  Grfanoi- 
Übergang  unmittelbar  zu  dem  Falle  der  Continuität  za  gelanget, 
welcher,  wie  ans  dem  Obigen  unmittelbar  berrorgebt,  hier  duth 
die  Natur  der  Sache  Ton  selbst  gefordert  wird. 


Analytische  AofICsung  der  vorhergehenden  Aufgabe. 

Durch  den  ala  fest  gedachten  Mittelpunkt  der  Erdf,  d«ret 
grosse  nnd  kleine  Halbaxe  wir,  wie  gewöhnlich,  dorch  e  md  6 
bezeichnen,  legen  wir  ein  festes  rechtwinkliges  Geordinatensystem 
der  xyz.  Die  Ebene  der  xy  sei  die  EUiene  des  Aeqnalocs,  so 
dass  also  die  Axe  der  z  mit  der  Erdaze  znsammenftllt  Der  po- 
sitive Tbeil  der  Axe  der  x  kann  beliebig  angenommen  werdes, 
der  positive  Theil  der  Axe  der  y  aber  werde  so  angenoBmeo, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  dvd 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der 
Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  beetgee 
mnm,  nadk  welcher  die  Erde  sich  um  ihre  Axe-  dreht;  endBd  «of 
det<  .positive  Theil  der  Axe  der  z  von  dem. Mittelpunkte  der  bit 
nach  deren  Nordpole  bi»  geriobtet*  Dies  vorausgesetnt,  wotten 
wir  uns  nun  den  Beobacbtoiigsort,  in  welchem  das  Pendel  as%^ 
bftngt  ist,  in  eiDer  beliebigen  Lage  denken ,  nnd  die  kigm^ 
Bezeichnungen  einf&hren.  Der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
n^b  dem  Beobachtungnorte  gesogene  Erdhalbmesser  sei  f*  Der 
Winkel,  welchen  die  Projection  dieses  Erdhalbmessers  aof  der 
Ebene  der  xy  mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  einscMiesst, 
indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
X  an  nach  .dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  bin,  oder  darcb 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch ,  von  0  bis  360^  sähll,  werde 
durch  flo  bezeichnet.  Endlich  sei  B  die  geographische  Brrite  dei 
Beobacfatungsorts,  worunter  man  den  90^  nicht  flberstmgenden, 
aber,  jenachdem  der  ßeobacbtnngsort  in  der  nGrdliehen  oder  s8d- 
liehen  Brdhäiße  liegt,  als  positiv  oder  negativ  betraehtelen  Whkel 
versteht,  unter  welchem  die  Normale' des  Bef^bachtnngsoHs^gegeo 
dfe  Bbene  des  Aequators,  also  gegen  die  Ebene  der  xy  geneigt 
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et    Durch  die 'drei  Elemente  m,  B,  r  wird>dte  Lage  des  Beob* 
ichtaogaeet^  auf  der  Erdoberfläche  beetimmt 

Von  der  geographiacben  Breite  dea  Beobachtangaorta,  welche 
agentlich  deaaen  PoIhShe  iat,  nnteracheidet  alch  bekanntlich  aelne 
^eocentrische  Breite»  frorunter  man  4en  90^ -nicht  flberateigenden, 
iber,  jenacbdem  der:  Beobacbtimgaort  in  der  nördlichen  oder  aiid* 
»eben  ErdhUfte  liegt,  als  poaitiv  oder  negativ  betrachteten  Win- 
kel versteht»  unter  welchem  der  nach  dem  Beoliacbtungaorte  ge- 
sogene Erdhalbmesser  gegen  die  Ebene  des  Aequators  geneigt  ist. 
SeaelchDen  wir  die  geocentrische  Breite  durch  H,  so  hat  man, 
vie  leicht  erhellet,  die  folgenden  Vergleichungen: 

tang]$  =  ^  tang  B,   tang  ^  =  ji  tang  TS. 

Gans  Tonüglicbe  Bequemlichkeit  gewährt  aber  die  Einf&hrung 
1er  aogenannten  reducirten  Breite  dea  fieobfichtungaorta,  worunter 
man  den  90*^  nicht  fiberateigeoden,  al>er,  jenacbdem  der  Beobach- 
tnngsort  In  der  nOrdlichen  oder  sfldllcben  ^rdhälfte  liegt,  ala  |Jo* 
ntiT  oder  negativ  betrachteten  Winkel  ö.  xsrsteht,  welcher  aus  der 
gcograpUschen  oder  geocentrischen  Breite  mittelst  der  Formeln 

tangS=-tangB,    tangc5=3  j-tang]B 

gefonden  wird. 

.   »    .     •• 

Besonders  einfach  lassen  sich  durch  daeredicifte  Breite^  des  , 
Beobachtun^orts  dessen  Coordinaten  auadrücken.  Denn  bezeichnen 


Vit  diese  Coordinaten  durch  X,  F,  Z;  so  ist  offenbar:' 
jr=rcosfl9Cos)$,     F=rsina»cosB,    Z=:rsin]9. 
Wegen  der  GMchong  dea  Erdellipsoids  ist  aber 

»        ,  I  «lt.»  • 

woraus  eiigleich  . 

•    '    •.  ab,         .     •    ^  ■ 

V^o'sinB«  +  iil^coaiß 

folgt    Aus  der  Gleichung  ' 

tangS:;s^tangS 
«rgiebt  aich  aber: 


11    i  :     ,. , 


m  '  •         '    .^  II    •      .  ,       '  1         '/ 


I      • 


sing  =  77:^      >-,^T-T=g»    coa3B= 


und  daher  nach  dem  Obigen: 

rss  V  iflcim  5«  +  «•aln  ©•, 
alao: 

rcoa]S«=:acoaS,    rainS  s^Aaiiio; 

und  daher  nach  den  oben  fttr  X,   F«  Z  gefundenen  AnadrjiekeB: 

*  p        • 

Y=z  aainocoao» 
ZsAainS; 

welche  Anadrficke  jedenfalla  aehr  einfach  und  elegant  aiad. 

Znerat  wollen  wir  nna  nun  mit  der  BeatimmnDg  der 
Lage  der  Schwingnngaebene  deaPendela  bei  der  dnreh 
die  Elemente  la,  o,  r  beatimmten  eratea  Lage  deaBeob- 
achtnugaorta  beachlfiig^n« 

Die  Gleichungen  dar  Normale  deeBeobacbtvngaarta  tMwi 
den  bekannten  Lehren  der  analytiachen  Geometrie  t 

«  • 

*  >  *    * 

nnd  lieaeidinen  nun.  «',«',  m'  die  MB^  nicht  (iberatelgfeteViB- 
kel»  welchen  der  von  dem  Beobachtungaorte  aua  nach  de»  hsst- 
ren  Raum»  der  Erde  hin  gehende  Theil  der  Normale  dv  Beob' 
achtongaorta  mit  den  poeitiTen,  Theilen  der  Aze  der  Xf  jf» ' 
einachlieaat;  ao  iat  bekanntlich 

coa  «':  coa  e' :  coato'  =  A*JK:6*F:  a*Z, 

woraaa  num  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichaag 

coaif'*'^coaV*-f  coa«'*  er  1 

und  der  Fermeltt  1)  leicht  Cndet: 


maw$um^e$9^ek^ißwMem  dargMeia,  etc.  SSI 

#  ftsinocoso 

CM  U    ssr  Jt  ^r  ^  .    ^^       .-^         — ^ » 
V  a*8Ul  O*  +  Ä*  COS  Cd* 

'  .       .  ashiS 

cos  w  s=  ±  ■  ^         ^  ■_  ; 

V  a*sio  cd*+ 6*cos  <*• 

i  welchen  Fomshi  die  oberen  und  unteren  Zeicben  sich  auf  ein- 
ider  bestellen.  Weil  nan  aber  die  Winkel  u'^  e^  «^  dem  von 
(m  Beobachtungsorte  ans  nach  dem  Süsseren  Räume  der  Erde 
io  gehenden  Theile  der  Nocroale  d^s  Beobachtungsorts  ent- 
^recben,  eo  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  cosio'  immer'  mit  Z, 
I90  nach  dem  Obigen  auch  mit  sinS  gleiches'' Vorzeichen  hMt, 
ass  man  also  In  den  Torsfehenden  Formeln  die  oberen  Zeichen 
ebmen,  nnd  daher 


cos«'  = 


6cosocoso 


2)     .     .     .     <    cose'  = 


cosfo'  = 


V  a*sin  ö*  +  6*cos6* 

6sin  «cos  5 
V^aHinS»-f  6*cos@*' 

asInS 


V^a^iin  & + &•  cos  3* 

BcUcn  nnse. 

Ton  dem  Beobachtungsorte  aus  denken  wir  uns  in  der  Ebene 
■eines  Meridians  senkrecht  auf  seiner  Normale  nach  der  Seite 
des  Nordpols  der  Erde  hin  eine  Gerade-  gezogen,  die  also  Im  Ho« 
rizoDt  des  BeohachtuDgsorts  liegt,  und  bezeichnen  die  von  dieser 
Linie  mit  den  positiven  Theileo  der  Coordinateqaxen  eingeschlos- 
Benen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  «,  o,  to;  so  sind 
die  Gleichungen  dieser  Geraden: 

COStf        cos^       cos«^* 

t  I 

i  .  ^  ►•         *  »  ■    • 

Di«  GIdchung  jer  Ebene  des  Meridians  df»8  Beobaf:fatpiimserts.  JtsI, 

:rstn  » «^y  cos  o  ^  0 
oder,  weil  in  dieser  Ebene  der  Beobachtungsort  (XYX^  lidgt^  also 

^sln  m  — ,  Fipos  0=:  0 
ist,  auch 
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{x — X^m  o  —  (9—  F)cos  iD  =0. 

Weil  in  dieser  Ebene  die  vötlier  von  dem  Beobaehiangsortä 
gesogene  Gerade  liegt,  so  ist .  ' 

sinitfcostf — €osAicose=0, 

nnd  weil    diese  Gerade  aof  der  Normfde  des  Beobaditiic 
senicrecht  steht,  so  ist 

cosif'oostf-f  coso'eose -f  cesio'cosis  ssO, 

* 

wozu  noch  die  bekannte  Gleicbung 

cost^-|- coss*  4- nos«*=:  1 

kommt    Aus  den  beiden  ersten  der  drei  vorstehendeB  GieU 
gen  erhält  man  mit  HtUfe  der  Gleichnngen  2)  ohne 

cosM  ^  —  T-cosoitangScosto, 

cose  =:^  r-sinotangoeosw; 

also  mit  Bflife  der  dritten  der  drei  in  Rede  stehenden  Gletcki^ 

i 

acosoBsinS 


cos»  =  T 


cos  e  =  T 


Vn^iioö*  +  6^os<a*  * 

g  sin  «sin  5 
VflSsinö*+6^Ö8Ö*  * 


ftcosQ 
V  c^nS*-f6*cos  «• 

in  welchen  Formeln  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sieb  d< 
ander  beziehen.  Denken  wir  uns  nun»  uro  zu  ermitteio,  mI 
Zeichen  in  diesen  Formeln  zn  nehmen  sind,  in  der  n«  < 
Beobachtungsorte  aus  In  dessen  Meridian -Ebene  senkrechte« 
seine  Normale  gezogenen  Geraden  einen  beliebigen  Puokt  ^i^^ 
Entfernung  von  dem  Beobachtungsorte  q  sein  mag;  so  vA 
dritte  Coordinate  dieses  Punktes  in  einem  durch  den  Beoki 
tnngsort  als  Anfang  parallel  mit  dem  primitiven  Systeme  gdet 
Coordinatensysteme  offenbar  in  TSlliger  Allgemeinheit  f^ 
also  nach  dem  Obigen: 

^cosg 

*  VAinSM^S^^ösS«' 


ma  neuen  Gtetchttpunkien  dargesteUi,  ett.  2% 

I  aber  diese  Coordinate  unter  den  gemacbten  Voraus- 
eo  offenbar  immer  positiv  ist  ond  auch  cos  c5  stets  positiv 
sieht  man,  dass  man  in  dem  vorstehenden  Aosdrveke  und 
eh  überhaupt  in  den  obigen  Ausdrücken  der  Cosinus  der 
tf,  V,  w  die  oberen  Zeichen  nehmen,    folglich 

acososino 
V  a^sin  c5*-f  6*cos€5> 

asincosino 


cos  9  =• 


CO8t0  = 


V^a*sin  ö'+A^cosö* 

6  cos  5 

V^o*sin  ö*  +  6*cos  ö* 


mass. 


eil  die  Schwiagungsebene  des  Pendels  durch  den  Beob- 
^ort  geht«  so  hat  ihre  Gleichung  im  Allgemeinen  die  Form 

1  die  Normale  des  Beobachtungsorts  in  der  Schwingnngs- 
liegt 9  so  ist  nach  dem  Obigen: 

Ab*X+ßb^r+  Ca«Z=0 

(renn  man  für  X,  l\  Z  ihre  Werthe  aus  1)  setzt: 

Ab coB m cos 0  +  Bb sin mcoald  -t-  Ca sine5=0. 

eben  wir  von  dem  Beobachtungsorte  aus  eine  auf  seiner 
le  senkrecht  stehende,  in  der  Schwingungsebene  liegende 
i  und  bezeichnen  die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven 
n  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen ,  180^  nicht  Ober- 
kden  Winkel  durch  Ug,  Vi,  tO|,  so  sind  die  Gleichungen 
Geraden : 

x-X      y-r       z—Z 

CQSUi  COSti  COStOi* 

diese  Gerade  in  der  Schwingungsebene   liegt,  so  ist  nach 
obigen : 

^costif  +Bcosti  -i-  CeosiOi  =0, 

eil  dieselbe  auf  der  Normale  des  Beobacbtungsorts  senk- 
steht, 80  jst 

cosic'  costi|  -f  cose^  cos «i  -f  cos  u>'  cos  «1=0, 

•Ü  XXVUL  IS 


334    €runeri:   TkeorU  det  Foueamif9Cken  PemMHrmki, 

wo  ßbr  CO««',  cooe'«  eosti/  ihre  ohigon  Werfte  zu  sefaM  «od. 
Ans  diesen  beides  GleicbiingeB  ergeben  «oh  die  dm  flbIgvDto 
Gleicbsegeo: 

(Jcoe  w'  —  CcoBuf)  costt^  — (Ccoee'  —  J3costc/)co8e|  ^0^ 

{BeoBv!  ^  AcoBt')  coaui  —  (iicosto'— Cco8i«')coswi=0, 

(Ccose'  — B^^Mw')^BWi'—{BtoBuf'-Aeom9')  costii  =0; 

und  man  kann  also,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bexddmei 
ofenbar  setaen: 

4)    .    .    .     {    cosfi  =Cr(ilGostp'  —  Ceos«'), 

cosfoi  s=  G(ß  cos«' — ilcoso') ; 
woraus  sich,  weil 

€0Sffi'-|-C0SS|*4C0Sir|*s=  1 

ist,  sogidch 

ö) 


V(i<cosr'— BcosM0*+(Äco8ir'— OcoseO*+(Cbo«tg'-ilco«ir1' 
ergiebt 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welebs 
die  beiden  yob  dem  Beobachtuogsorte  aus  senkrecht  gegen  def- 
sen  Normale  in  seiner  Meridian -Ebene  und  in  der  Schvrii^ufi- 
ebene  des  Pendels  gezogenen  Geraden  mit  einander  einschBrnc«, 
durch  0,  so  ist 

eos  0 s: cosneosiii  4* eosucos «i  -f  cosvcos  «pi  » 

also,  wie  man  mittelst  der  Formeln  2),  3),  4)  leicht  findet: 

6)    •    .    .    .      0080=— (7  (2I  sin  09  — fi  cos  cd), 

wo  flir  G  sein  obiger  Werth  zu  setzen ,    wegen  des  Voneiciietf 
aber  die  folgende  Bestimmung  zu  geben  ist 

Die  Projection  des  nach  dem  Beobacbtongsorte  geiagcMB 
Erdhalbmessers  auf  der  Ebene  des  Aeqnators  wollen  wir  alt  dai 
positiven  Theil  der  Axe  der  Xi  eines  rechtwinUigen  Coordiiutett- 
Systems  der  Xiyiii  mit. dem  Mittelpunkte  der  Erde  als  Anfiing  v- 
nehmen;  die  Ebene  des  Aeqnators  sei  die  Ebene  der  X||^,  ^ 
der  positive  Theil  der  Axe  der  y^  werde  so  angenommen,  b» 
man  sich,    ob  to«  dem  positiven  Theilo  der  Axe  der  Xi  dorek 
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b  rechten  Winkel  (xj^i)  hindurch  so  dem  positiven  TheiU  der 
»  der  yi  la  gelangen ,  im  Sinne  der  Drehung  der  Erde  um  Ihre 
(6  bewegen  nraee ;  der  poeUhe  Thell  der  Axe  der  if  eei  veo^ 
ittelpankte  der  Erde  nach  dem  Nordpole  hin  gerichtet,  und  falle 
(0  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  z  zusammen.  Dann 
t  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinateq 
kanotlich  die  folgenden  Gleichungen: 

»  .  * 

jfi  =sycö8  o)-*:rsin  a>i 

i  siod  BUH  sf^  jßp  z  und  sti,  fßi,  Xi  die  Coordioaten  eine«  in  der 
I  dem  Beohaehtengsorte  aes  In  der  Schwingnngeebene  aiif  der 
niuüe  des  Beobachtangeorts  senkrecht  gezogenen  Gecadenj 
uen  Entfernung  vom  Beobachtiingsorte  ^  ist;  ao  M 

r 

^= JT-f ^costt|,    ^=F+ßcostJi,    zs£:2?-f (^cos%; 

o: 

^1  :=  FcosoD  —  Xsinta  +  Q  (cos  oicos  Vi  —  sin  o  cos  tf|) ; 

enacb  1),  3),  4),  me  man  leicht  findet: 

I  •  •  • 

^  ,  QGa(ABm€a'-:BcoBn)ank0 
:ri  isi  aeoa^ +^ — \'     .   -      ,^      '    — * 

Va«sinü«+6acosöa  1 

_  gG|a(^cosflo4-^sipa))ste5—  CftcosS} 

eil  oon  aber  nach  dem  Obigen 

Ab  cos  acOBW  -f  £6sin  «ocos  t»  -f  Cssin  S  =  0, 

i)  folglich 

ilcosQ)-f  ^sinfi>="^  I  CtangQ  , 

I  so  ist  4  wie  man  leicht  £ndet: 

_      qGC^  g'sin  5«+6»coso» 

^*  ÄCOSt)  • 

bmen  wir  nun  die  von  dem  Beohachtungsorte  aus  senkrecht 
'  seiner  Normale  in  der  Schwingungsebene  gezogene  Gerade  so 
»  dass  sie  auf  der  Seite  des  Meridians  des  ßeobachtungsorts 
{t,  nach  welcher  hin  sich  die  Erde  bewegt ,  so  ist  yi  offenbar 
ndv»  «nd  ans  der  irerstebenden  Gleichung  erhellet  also»  dass 
a  unter  der  ao  eben  gemachten  Voraussetzung  das  TbfftrfeheB 
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▼oo  G  immer  so  nehmen  musB»  dasa  das  Prodokl  GC  negifii 
wird,  wobei  man  nicht  anbeachtet  lassen  darf,  dass  oasö  stell 
positiir  ist^  weil  der  absolute  Wertti  von  o  nicht  grosser  als  90^  iit 

Die  Lage  der  Schwingnngsebene  des  Pendels  wollen  wir  in 
jetzt  dnrch  die  gerade  Linie  bestimmt  denken,  in  welcb«r  m 
derselben  der  Horizont  des  Beobachtangsorts  geschnitten  wii^ 
wollen  aber  immer  nur  den  einen  der  beiden  Tbeile  dieser  Liuie^ 
in  welche  dieselbe  von  dem  Beobachtungsorte  gethtilt  wird,  b'i 
Auge  fassen,  und  werden  im  Folgenden  diesen  Theil  der  Kam 
wegen  die  Schwingungslinie  nennen;  der  Theil  der  Mittagsliiii 
des  Beobachtongsorts,  welcher  von  dem  Beobachtungsorte  as 
nach  der  Seite  des  Nordpols  der  Erde  hin  liegt,  soll  dag^ 
von  jetzt  an  die  Nordlinie  genannt  werden.  Die  von  der  S^wi» 
gungslinie  mit  den  positiven  Thetlen  der  Azen  der  x,  y,  r  e» 
geschlossenen,  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel  wollen  wir  resp» 
tive  dnrch  a,  ß,  y  bezeichnen,  und  der  von  der  Schwingnngsiuiie 
mit  der  Nordlinie  eingeschlossene  Winkel,  indem  mao  dkm 
Winkel  von  der  Nordlinie  an  nach  der  Seite  des  Meridius  da 
Beobachtungsorts  hin,  nach  welcher  die  Bewegung  der  Erdegeridtel 
ist^  also  eigentlich  der  Drehung  der  Erde  entgegen  *),  vonObUSöf 
sählt,  soll  durch  S  bezeichnet  werden.  Unter  diesen  Vom»' 
Setzungen  sind  die  Gleichungen  der  Geraden,  in  welch«  ^ 
Horlsont  des  Beobachtungsorts  von  der  Schwingungsebene  du 
Pendeis  geschnitten  wird: 

cosa   ""  coaß        cosy 
oder  nach  1): 

JT— gcoscocosQ y— -asincocosQ     2 — 6  sin  5 

cosa  "^  cosß  ""      coBY 

Da  diese  Linie  auf  der  Normale  des  Beobachtungsorts  seskrec^ 
steht,  so  Ist 

cosocos u'  -f  cosßcoBt'  +  cosycosto'  =0, 

also  nach  2): 

6 cosa  cos  o cos  o  -|-^cos/3sinocosS-f  acosysin€5=0; 

und  da  die  in  Rede  stehende  Gerade  in  der  SchwingangsekM 
liegt,  deren  Gleichung  bekanntlich 


*)  Wenn  aittn  sieb ,  im  Beobacbtabgsorte  •tdbeod ,  da«  Getichi  w^ 
Norden  gekehrt  i   sugleich  mit  der  Erde  fortbewegl  denkt 
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80  iat 

ilcosa-f  Beanß'k'  CeüBf:=0. 

ker  haben  wir  zwischen  den  GrOsaen  A,  B,  C  die  zwei  Giei- 
Dgen: 

AcoB€i  +  ß  eoMß  +  CcoByzsO, 

AbcoBacoBQ  -f  ^Asioocoeo  +  Gi8iDS=0; 

I  bezeichnet  also  Gi  einen  gewiesen  Factor,  so  louin  man  setzen: 

^=  &|(aco8/?sinQ— A  cos  y  sin  neos  o). 

B=i  Gilbcosycosaeoald — acosasino)» 

C=  Cri6(co8a8in» — cos/?  cos  o)  cos  cS. 

10  ist,   wie  man  leicht  findet: 

ina>— Acos(0=:Cr|{a(cosacos<o-f  €os^sinc»)sincS— Acosxeosö) 

1 

Cco8  v'  — Äcosfo'  =s  Gl  cos  0  V a"sin  5*  +  6*cos  ö*, 

il coeto'  —  C cos tt'  =  Gl  cos/3  V^a* sin  ©■  +  A^cos  ö*, 

ficostf'  — ilcosü'  =  Gl  cosy  Va*8in S*  +  6* cos Q*; 
M  man  Immer  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichong 
ftoosacoa  40  cos  ö -f  ftcosßsb  CO  cosQ -h  aeosysinS  =iO 
berflclcsichtigen  hat.    Also  ist  nach  4): 

oos«i  s=  GG|  cos o  V"a*sin  5* + 6*cos  5*, 

*)   *    •      \  coavi  =  GGiCOsßVa*sin5*+6*cos5*, 

cos  u?|  =  GGi  cosy  V  a^sin  5*+ 6*cos  ö* ; 
^lich 

^^^^-  a«sin  5»  +  6«cos  ©• ' 

ui  lutDn  aber,    wie  ans  dem  Obigen  sogleich   erhellet,   unbe- 
badet  der  Allgemeioheit  G|  =  1  setzen.    Dann  ist 


.—  * 


Vo*sinö*  +  6'  cos  ü* 
idnach  detti 


'   ^=:6co8yco8iDCosc5 — ücosasioQ» 

folglich': 

AeXum — i?co8iD  =  a(co8aco8fli>  -f-  co8/38ia»)siD€5  —  Aoo^ycosi 

WeDD  Dan  die  Schwhigangdtinfe  auf  der  Seite  des  Heridia 
des  Beobacbtangsorts  liegt,  nach  wekher  die  Dreboag  der  Er 
gerichtet  ist,  so  ist  es  nach  dem  Obigen  offenbar  yerstattet,  8= 
foiglieh  eos^tsseos^,  «inO=:sin<9  ea  setaen,  und  oa^  k 
Obigen  ist  also  in  diesem  Falle: 

» 

A     ^  a(costfcos  fi»  -f  cos/Jsin  co)  sin  c5 — öcos/cesö 

V  fl^sin  ö* + 6*  cos  «• 

das  Zeichen  so  genommen,  dass 

b  (cos  g  sin  fl> — cos  ß  cos  o»)  cos  5 

Vtt«sin5^  +  6*cosS« 

d.  b.y  weil  coso  positiv  ist»  dass 

J:  (cos  a  sin  lo  —  cos  ß  cos  m) 

negativ  wird ;  wenn  dagegen  die  Schwingnngslinie  auf  der  tSLM 
gengesetxten  Seite  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  liegt,  « 
rooss  man  offenbar  6=:d-f  180^,  also  cos  8  =  —- cos  (9,  ^^ 
=— sln#  BetBon,  tnid  nach  dem  Obigen  ist  also  In  diesen  FAi 

^      .  ia<cosocosis**cee/}siii»)8tnS^-6oosfeos0 

coso^db /  .,         —    ^ '• 

V  Ä*  sin  ü* + A*  cos  ii>* 

das  Zeichen  so  genommen,  üass 

^^  ^(cosasiniD  —  co8^cose»)co80 

V  a*  sin  o"  +  6*cosa* 

d.  h.,  weil  cos  6  posHiv  ist,   dass 

J:(cosa4in(D — cos/Scoso») 
negativ  wird. 

Sind  jetst  jt,  y,  z  nnd  PPiß  yi»  H  die  Coordinaten  eines  b^ 
üeblgen  Punktes  der  Schwingungslinie,  dessen  Entfenmog  t<n 
dem  Beobachtnngsorte  q  ist,  in  den  beiden  vorber  eben  so  bezekl 
neten  Coordinatensystemen ;  eo  ist 

jrslC-f'^coe«.    y3«F4*f€Sfl^,    x=Z-|-^eo8]p; 

und  folglich  ganx  auf  dieselbe  Art  wie  oben  jpraiiwin  ttmKchmf4 
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^1^  Fsinm-t-lTcosco-f  p(8iDoco8/f4»eos0da8fk), 
yi  =  '^coso— ^sincD-f  p(co8olcos/3— sinocosa); 
Bo,  wie  mao  leicht  findet: 

Si  =<acosS  4-  (»(«in  OC09  jS  «f  cos  oce»«)» 
5fi  =^(co8o>cos|3— sioflocosa); 

so»  weH  5f|  im  ersten  der  beiden  oben  unterschiedeiito  Fälle 
renbar  pcaitiv,  im  zweiten  offenbar  negativ  ist,  di#  GiOese 

cos  HSillCD  -->  cos  ß  cos  09 

I  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv.  Hfet^us  er- 
ebt  sich  mittelst  des  Obigen  auf  der  Stelle,  dass  tn  beiden 
dien,  also  in  völliger  Allgemeinheit, 

^  a(coS(t  cos  (0 -f  cos /3  sin  o)  sin  S — Acosycosä 

V  a*sin  ©•+ 6*cos5* 
ler 

^ b  cosycos  5 — a(cosgcos  o  +  cos/?  sin  a))sin  o 

V  a*sin  5*  +  6*  cos  ö* 
esetzt  werden  mnss. 

Weil  bekanntlich 

frcosacostfCoso-l'&cos^sinocosQ-facosyslnSssO, 
nd  folgRcIi 

cosacos <i>-f  cosjJsin (D=  —  T  cosy tangS, 

b, 
cosys= —  -  (costtcoso  -f-  Cos/}sinio)cotS 

U  so  isl,  wto  man  Uioht  findet : 


^          cosy  Va*sino*+6^coso^ 
coaff  =7       '        ■    '  ■ ^. 

OCOSQ 

(cos  g  cos  m  "t>cos  jg  sin  cd)  V  g'sln  5'  -f  6*  cos  5»' 

asina  ' 

l«o  ist  femer 

•    ^     •      cos  y»  (a^  sinrS^  -f  ft«  cos  g*) 

sin  ^f^  SS  JL  ^—  ,ia  — ^  ' 

=^l  —  cosy*—  Tscosj^tsngo*^ 
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and  nach  dem  Obigen 

p  cosy*tangS*=(eosaeo8»  +€oe/?Bln»)* 
ist: 

•io ^  =  cosa* -f- coe^ — (co8«eo8 o  4-  cos ^elo »)', 
worans  sich  ferner  leicht 

sin  6*  :=  f  cos  a  sinio — cos  ß  cos  o)*, 

und  daher  nach  dem  vorher  Bewiesenen  offenbar  in  YOiliger  AB 
gemeinheit ' .  ,.  ^ 

8in9=— (cosasinco  —  cos^cos  id) 

ergiebt    Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden,  flir  unsere  fenere 
Dntersnchnng  sehr  wichtigen,  gans  allgemein  gfiltigen  Fomeb: 


^  cos  y  V^a'sin  ö*  +  6*  cos  ö* 

C0S9=:        '- 1 = 

OCOSO 


_^     (cos  a  cos  o  +  co8/7sin»)  V  a^inoM-^^CQgQ* 


(8)  _     ^ 

asinö 

sin  B  =  cosjScos  o— costf  sin  o. 

Bevor  wir  in  unseren  analytischen  Betrachtungen  weiter  (int' 
schreiten,  wollen  wir  zuerst  zeigen,  wie  die  Lage  einer  Ek« 
bestimmt  wird,  die  durch  eine  gegebene  gerade  Linie  gck^»^ 
gegen  eine  gegebene  Ebene  unter  dem  kleinsten  Winkel  gMt 
ist.    Zu  dem  Ende  sei  In  Taf.  lil.  Fig.  10.  die  gegebene  genie 

Linie  AB^  und  MN  sei  die  gegebene  Ebene.    Durch  deo  Dnrci- 

schnittspunkt  B  der  geraden  Linie  AB  mit  der  Ebene  MS  siebe 

man  in  der  letzteren  die  beliebige  gerade  Linie  Z>jE,  fiHleToo  J 

auf  die  gegebene  Ebene  des  Perpendikel  AAi^  auf  die  VmDL 

das  Perpendikel  AC^  und  ziehe  die  Linien  BAi  and  CAi*   Ono  ist 


ÄAi  =  AC.  sin  ACAx , 


AC  =  AB.s\tiABC; 

also 


ÄÄi^AB.  sin  J^C .  sm  ACAi 
oder 

J7i 


mnACAi  s 


iV.si 


sin 
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a  das  VerhSItniss  der  LiDien  AAx  ood  AB  conatant  ist,  «ö 
ird  der  l^in^el  ACAx  ein  JMioimum  werden ,  wenn  wslABC  ein 
laximnm  wird»  also  für  jLABC^^,  oder  wenn  die  Linie  DE 
der  Ebene  MN  aaf  der  Linie  AB  senkrecht  steht.  Folglich 
ird  die  gesuchte  Ebene  bestimmt  durch  die  gegebene  Linie  und 
ie   auf  derselben  senkrecht  stehende,    in  der  gegebenen  Eben^ 

egeode  gerade  Linie. 

•    • 

Ferner  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Bestimmung  der 
age  der  Schwingungsebene  des  Pendels  bei  einer 
urch  die  Elemente  coi,  o,  r  bestimmten  t^^Men  Lage 
es   Beobachtungsorts  beschäftigen. 

Bei  dieser  Bestimmung  halten  wir  uns  ganz  an  die  Im  Obigen 
ir  dieselbe  entwickelten  Principieo  und  suchen  denselben  nur 
men  analytischen  Ausdruck  zu  geben. 

Die  Coordioaten  des  Beobachtungsorts  in  seiner  durch  die 
SJemente  u^^Uft  bestimmten  zweiten  Lage  seien  Xi,  F|,  Z^, 
10  ist  nach  1): 

iXi^=acoBmi  CQSQ, 
Fx  =  asinai>|  cos^, 
Zi  =6sincS. 

Die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  von  dem  Be- 
obaehtongsorle  aus  nach  dem  Süsseren  Räume  des  EkdlcArpeiB 
hin  gebende  Theii  der  Normale  des  Beobachtungsorts  mit  den 
positiven  Theiien  der  Axen  der  x,  y,  x  eloschliesst,  seien  respec- 
tire  Ui'p  Vi'»  fO]',  so  ist  nach  2): 

,  b  cos  0»!  cos  iS 

costti   =,,.  ^     .  --^ -» 

Va«sinö«+6«cosö« 

10)     .    .    .     ^««"i   -^«.«|„5H6*co.S«' 

^  asino       o 

^^**^  "^  V^a«sin  5«  +  6«co^' 

Die  Gleichungen  der  Normale  des  Beobachtungsorts  sind  folgücb  f 
also: 


COS  Ui '        cos  ©1 '       cos  tri '  * 


rrf 


6cosi»|COScS       6iMnai|C0s5       asino 


rr  » 
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^eo6«|C080     *"     68iDt0|COft43  obIbS 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Darcbschnittspunkti  dieser 
Normale  mit  der  ersten  Scbwingangsebene,  deren  GlelcbuDg  be- 
kanntlicb 

A(x^X)  +  B(y^  Y)  +  C(i-Z)  =  0 

istj  dorcb  t,  9«  };  so  haben  wir  zur  Bestimmoiig  dieser  Coordi- 
naten die  drei  folgenden  Gleichungen: 

b cos (»1^ cos c;)       6 sin »i cos q       a  sinid 
A(^^X)  +  Ä(i^~F)  +  C(f-Z)  =  0. 

Durch  diesen  üurcbschnittspunkt  wollen  wir  eine  Gerade  legen, 
welche  fai  der  ersten  Scbwlngangsebene  liegt  und  auf  der  Nor- 
male des  Beobachtuttgsorts  in  seiner  zweiten  Lage  senkrecht 
steht.  Die  von  dieser  Geraden  mit  den  positiven  ThcUea  der 
Coordinatenaxen  eingeschlosseaen,  180^  nicht  Qbersteigendeo  Win- 
kel seien  tf  ^  0%  vnfi  so  sind  die  Gleichungen  der  in  Rede  stell- 
enden Geraden: 

^— y  _  y— y  _  g— ?^, 
cost«^       CQse^       costo^* 

nd  fb  die  Winkel  «*,  e*,  vf  hat  man  die  Gleichoag: 

cos  iii'  cosn^ + cosei'  cos  v"  +  costoi'  cosfo^=0, 

also  nach  10): 

6  cos  i»|  cos  Q  cos  u^ -f  6  sin  o>x  cos  o  cos  e^ -f  a  sin  c5  cos  fO* = & 

Die  aweite  8cbwingungsebene  geht  durch  den  Beobachtongiort 
{XiTxZi)  und  den  Pankl  (ri^);  also  ist  ihre  Gleichung: 

oder 

iMgRcn  audi? 

also  nach  dem  Obigen: 

ili6Goa«|GoaS  4- £i6si»0|0osa-f  CfadnSsO. 
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co8/}|=C(y4asiiiQ— C6cos»iC08Ö)(o*8inc5*-|-6^o80*), 

cosyi  =Cr'6(iB(CosiO|  — 2lsiDo>|)coso(a^incS*-|-A^sS')i 

^zeichnet  endlich  &|  den  von  der  zweiten  Schwingungslinie 
sr     zweiten  Nordlinie   eingescblossenen«   ganz  auf  ähnliche 

virie  früher  den  Winlcel  9  genommenen  Winkel»  eo  ist  wie 

io   8): 

^            CO»  Vi  Vfl*8in5*  +  Ä*  cos  5* 
cos  öl  = T == 

^  6C08€> 


(cosg^coscoi  -f  cosft  sinoa^)  V  g^in  <d*-t-6*cosc>* 

""  asino 

V   sin  Bi  =  cos  ßi  cos  iO|  —  cos  Oi  sin  o>i ; 

biglich  nach   14): 

W) 
i  =  Cr^CÄcoscDi  —  Jsinöi)(<»*8in5*+6*cosS*)*, 

=  Cr'^lCilcosini-f-jffsincDiJasincS  — C6cos«S)(a*sinc5*-f6^osc5^. 

Veil  Dan   sin(6— 0|)r=sin6cos6|  — cosOsinO^   ist«  so  er- 
nan  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  16)  zuv5rderst  leicht: 

>  —  Bx)  =     C  (^  cos  /J— Äcos  a)  sin  (lo— iO|)  (aVmc3H6^;osc5*)' 

+  G"  {A  cos  a + Bcosß)  cos(co— o),  )(aHiuc5H6^osG5*)^ 

—  €r^— C(cosacoaio-|-cotj3ainio)  cotc5(ll*«lDC5*-f  6^sS^  *. 

Rficksicht  auf  die  bekannten  Gleichungen 

cos  a*+  cos  P  +  cos  y*  =  1 , 

^coscrcos  (»cos  Q -f- 6<^o0/^8in  ocoso -f  acoAy  sino  =0 

»t  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke 
A,  B,  C  leicht: 

Acoaß — ^coso=:asinc3, 
A  cosa  -f  ß  C08  ßz=z —  CcoBf, 

(cos  acos  u  +  cos  j8  sin  o»)  cot  5  =  —  -r  cosy ; 

i,  wenn  man  zugleich  i-^cos(o.-^iD|)cs=2sinl(«i — W|)*  setzt: 

)    sin(e— e|)  =  G''tasin(iD— co|)sinS-|-2CcosysinU«— »i)*i 

X  (a^sln  Ö* + 6*cos^^^  . , 
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folglich  t 

Weil  ferner 

cos (9— 6J  =  coe  6co8  9i  -|-  eiaOein  9| 
iel,  eo  eihSh  man  auvOrderel  mittetet  8).  16)»  11)  MdU: 

!(^coe/}— iBcoea)coe(a»-~a>|)  ) 
r^    «  X     ^m  — (^co8a+ÄcoeÄ)ein(a)— (»i)'  ...  », . ., 

1  r*'^  ^^^^^  ^^"^  ^"^^  ^^*  ^  ^^*  fl»)iM  coeS(a*eiDi5*4^'cw^ 

otfino 
aieo,  weil 

^  cos  ß  —  B  cos  a  =  a  sin  S , 

ilcoso-|-^cos/?=  —  Ccos/ 

SS  6(cos/}co8n  —  cososin  fo)co«7eoitt 
=  6  sin  6  cos  )f  cos  o 
_^  6^  sin  6  cos  fl  cos  5* 
~  V  a«s«nSHÄ*co85« ' 

cos  o sin  CO  —  cos  /3  cos  a>=  —  sin  S 

ist 9  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

cos(e--ej  r=  6?'^(««sln5«+  6«co8g«)» 

'  COS(«  — lOi)  ^  ^ 

,,      Asin  6[i2  -f  6  cos  6cos  c5  sin  (oo— o>|)  V  a'sin  6*-f-6^054M 
-^'^  a(6«stnS«^A«cos<S>)cos(iD— fD|)  ^ 

Mit  der  Bestimronng  des  Factors  C»  ren  der  naebbel 
Rede  sein  wird«  wollen  wir  uns  jetat  der  Kflirae  iregiea  oickiH 
ter  beschäftigen. 

N 
III. 

Uebergang  aum   Falle  der  Continaität 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  sich  a — C0|,  und  folfSi 
auch  6  — Ol,  der  Null  nähere.  Weil  sieb  ueier  dieser  Toni 
Setzung  sin((o — o»i)  der  Nnll,  C08(fl9— iD|)  der  Einheit,  md  oK 
1^  Mch  A  eich  ofenhar  der  EiuU  oftherti  so  ist  mmA  11)»  ^ 
auf  der  Stelle  erhellet: 

Lim  ^"^l^  ^  ?'v  =  (a'sia  5«  -f  6«co8ö«)*Lim<r, 


auM  neuen  ffetfcküpunkien  darffeeieiU,  etc.  }4ft 

cosa^ss  {^'^(CAsin  cD|CosS— iSasioS)(tf*siDc5HA*co8c5^^ . 
14)      \  cos/}|=C(ila8iiiS— C6co80)iCoso)(o*6in€3H6^o8SI*), 

Bezeichnet  endlich  By  den  tod  der  zweiten  Schwingungslinie 
lit  der  zweiten  Nordlinie  eingescfaiosaenen,  ganz  auf  ähnliche 
Veise  wie  frfilier  den  Winkel  B  genommenen  Winkel«  00  ist  wie 

rüher  in  8):  ___^_ 

^  cos  Vi  Va*sin5*  +  6*  cos  5* 

C0S9i  = T == 

^5)      1  (cos«^  cos  v>i  -f  cosft  si  n  a>t)  V  o^sin  S'+A'cosS* 

asin^ 

\  sin  9|  =  cos  ßi  cos  lUx  ^  cos  «i  sin  coi ; 

ind  folglich  nach   ]4): 

cos&i  =i  CCBcoscDi  —  ilsinö)i)((»*sin5*+6*co8Ö*)*, 

sin  8^  =  Cr''  { (i<coso»i  -|-£sinc»|)a8in«S  ~  C6coso }  (a^ino*-f  6^osS*). 

Weil  nun    sin (9 — 9|)  =  sin9cos6|  —  cosOsinOi   ist«  so  er- 
hält man  mittelst  der  Gleichungen  8)  and  16)  zuvorderst  leicht: 

8111(9  —  ©i)  =     G"  {A  coaß-Bcoa  a)  sin  («-wj  (a*sinc3H^osS*)' 

+  C(  Jcos  a + Bcosß}  co8(o)— coi)(aHine5HA*cosc5^^ 

Mit  Rffeksicht.  auf  die  bekannten  Gleichungen 

cos  «•+  ces/3*+ cosy*  =  1 , 
Acostfcos  ittcos  c5 -f  ^cos/^sin  ocoscS -f-acosysln€^=rO 

findet  man  aber  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrucke 
f^on  A,  B,  C  leicht: 

Acoaß  —  £coso=asin€3, 
iicosa-|-'^cos/?= — Ccosy, 

(cosacos  1»  -f  cos  j8  sin  n)  cot  c5  =  —  -r  cosy; 

aka,  weiin  man  zugleich  'I'*^cos(i».--^fD|)'cc=28ltt)(i9-- «»i)*  setzt: 
17)    sin (9— ©i)  =  G''{a sin (o—  m^) sin c$ -|-2Cco8y sin 4(0  —  o>|)«i 

X  (o^sinÖ*  +  Ä*co$;5^',  .; 


348  Cruneri:  TkearU dm  FouctLuii'sekm  Pmäfirtruickh «g» 

wo  B  die  geographische  Breite »  eigentlich  die  Polholia,  dei  Be- 
obachtangsorte  bezeichnet;   also,   wie  mao  leicht  findet: 

asioS  -j 6coe5 . 

**°*=^V^«inQ«+6*coäö«'    ^^*     ""  Va««nö*+6>ceei5«' 

folglich  nach  dem  Vorhergebenden : 

Deberlegt  man  aber,  daas 

8in(e-ei)^^rin(e-e0.8in(«— co,)^   e--^^ 

8iD(a> — CDi)  Ä — öl  « — »1  » — •»! 

also 

und  Dach  einem  bekannten  Satze 

ist;  ao  fiberzengt  mao  sich  anf  der  Stelle»  dass 

,.  8in(e-ei)    ..   e-ö, 

Lim  -; — 7 r  =Ljim  ■         —  » 

8m(w— a>i)  0?—«, 

folglich  nach  20): 

21) Lim ^=ssinÄ 

ist. 

Hieraus  schliesst  man  nun  aber,  was  einer  wdteren  Erttot«- 
rang  an  diesem  Orte  nicht  bedfirfen  wird,  leicht,  dass  nberlii&pt 

^^^^*=8inÄ  oder   6— ei=(w— «),)sinB 

ist.  In  dieser  Gleichnng  ist  die  ganze  Theorie  des  Fonctiilt- 
sehen  Pendelversnchs  eDthalten ,  und  man  sieht  ans  dersefben  is- 
gleich ,  dass  das  früher  fBr  die  kugelförmige  Erde  bewiesene  be- 
kannte Gesetz  im  Wesentlichen  auch  ganz  ßr  die  ellipsoidisHie 
Erde  gilt,  wenn  man  nur  fttr  B  immer  die  wh'kllche  geographiwhe 
Breite  oder  die  Polbßbe  des  Beobachtuogsorts  setzt,  Biolicb 
den  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betracbteteo 
Winkel,  unter  welchem  dieNormale  desBeobachtoBg^ 
orts  gegen  die  Ebene  de«  Erdi^nators  geneigt  ist 
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u^aben  über  die  Kegelschnitte  und  die  Maxüna 

und  Minima. 


Von 

Heriii  Professor  Dr.  Lehmus 

XII  Berlin. 


I-. 


Erste    Aufgabe. 

»  Parameter  71,  y  in  der  IjLeicbnng  y^=zpx  -t-gafl 
Kegelschnitts  (K)  und  die  Abscissen  x  dessel- 
elche  den  DarcbschoittspunkteB  (D)  von  K  mit 
[egebenen  Geraden  (G)  entsprechen,  der  Bedin- 
enligend  zu  bestimmen,  dass  die  Inhalte  (Q)  der 
in  zagehurigen  Abschnitten  des  K  bei  der  Dm- 
ig  am  ihre  Abscisse  x  erzeugten  K5rper  ein 
der  ein  Min.  werde. 

Losung. 

schneide  (Taf.  IV.  Fig.  I.)  G  die  Achse  JC  in  $  in  der  Ent- 
a  vom  Scheitelpunkt  O  unter  dem  Winkel  a  und   tanga 
iorch  t  ausgedrückt,  so  ist 

px  +  qx^sz  (JbflT*)*- '•5 

nach  p  abgeleitet: 

[2(<«— 9)a:— 2äI»— pJ8x^— x  =  0, 

!h  q  abgeleitet: 

[a(£«  —  q)x  —  2iir* -  p]Sxf—x*  =  0 

L 
ICXVlll.  IT 
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Ans 

o 

folgen  ferner  ab  die  Bedingangen  des  Max.  oder  Mm.  2 
und  dQf:=zO,   oder 

(4)  2(p  +  qx)dxp  -h  ^  =0 
und 

(5)  3(p-|-f^)8^f'f-:i?*=0r 

nnd  diese  f&nf  Gleichungen  würden  p^  q,  x,  djcp  und  är, 
men»  wenn  sie  nicht  WiderBprficfae  enthielten,  indem  an«  (9 

Bx^idxp  =  x,    ans  (4)  nnd  (5)  aber  dxqzdxp=zlj 

hervorgeht  Dieselben  Widersprüche  ergeben  sich  anch  i 
Fall,  wenn  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  Sin  der  entgegeogesetzten  T« 
rang  der  Achse  X,  also  a  negativ  angenommen  wird. 

Dieses  Ergebniss  f&hrt  anf  folgende 

Zweite    Aufgabe. 

Bs  sei,  q  als  gegeben  ▼oransgesetst«  jtntdf 
bestimmen,   dass  Q  ern  Max.  oder  Mio.  wird. 

L  8  s  n  n  g. 
In  Bealehnng  auf  die  Lage  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  ist 
(1)'  px+qa^=^(x^ay^.fi, 

und  wenn  hierans  p  entwickelt  utid  in  Q:==^(ßpjfl+^^ 
geführt  wird: 

(2)  Ö  =  y[3<«(a  — or)««— ?«•], 
woraus 

(3)  9Qm^^  [aV-4aAr  +  (Bl^-t)^ 
nnd 

(4)  »»0,s5»f[— 2fl««+(3^— j)4r] 
bigt. 


w$a  äie  Mopanm  und  MMma.  SIU 

BweliiBg  «nf  4ie  ha^  in  Taf.  IV.  Fig.  %  wQf4M4l«f9  QM- 
in  Am  ffldgeadie: 

/wr +f«*  ff=  (a  +  a:)*^. 


beideo  Fällen  befttimmen  sich  dann  die  zw«!  Wertbe  für  x» 
*  ein  Max.  oder  Min.  liefern  können«  aqs  der  Gleichung 
O9  und  tritt  einer  oder  beide  ein,  so  entscheidet  dann  (4) 
l),  ob  ein  Max.  oder  Min.  gefunden  ist.  Aus  iX)  nnd  (2) 
Ds  ^)  und  (6)  sind  tenn  die  zngeb5rigen  WerÜM  fir  p  und 
entnehmen. 


D  r  i  i  t  e    Aufgabe. 

ie  besondereu  Werthe  von  x^  p  und  Q  in  Beaie- 
auf  Taf.lV.  Fig.  1.    für    die  verschiedenen  Kegel- 
tie  zo  bestimmen. 

Losung. 

FOr  die  Parabel,   afso  zu   ^=0. 

18  8Q«  =  0  folgt  (S;^;— a)(a;—a)^0,   und  nur  So:— o=0 
wie  erferderlicb,  flir  p  einen  positiven  Wertb;  die  Reswl 
iod  daher: 

07=^9   p^Rüfi  und  Qsr^nV  aU  Max. 

Für  die  Ellipse,  also  q  negativ  gewählt. 
%  entsteht: 


3<«+9 


IT« 
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Fflr  die  ofaferciD  Zeichen  wbd  Q  ein  Min.,    flSr  die  wlereD  ea 
Maz.y    doch  nur  wenn    <*>9  festgesetzt  ist    Za  ys^eiiitiil 

weder  ein  Max.,   noch  ein  Min.,  indem  sn  ^  =  ^  »nd  p=9a  ad 
8*0«  =  0   and   8>Qs  =  4^   ergiebt. 

C.    Für  die  Hyperbei,   also  q  positiv  gewählt 
Die  Fonneln  ffihren  auf  folgende  Abtbeiiaogen : 

a)  Wenn  9  =  3<*  ist 
Es  entsteht  nur 

x^^-j^    p=z\afi  and   Q=|ga'^  als  Hav. 

b)  Wenn  9  >  3^*  angenommen   ist. 

Wird  antern  jede  positive  Zahl  >  0  verstanden  und  qr^i^nfi 
gesetst,  80  erhftlt  man: 

— 2dbV(4+n) 

arss a» 

n 


und 


p  =  a±niVCl±!L).2a,. 


als  Max.  fDr  die  oberen  Zeichen»  aber  nicht  als  Min«  fiir  lea* 
teren,  indem  flir  den  absoluten  Werth,  welchen  x  in  diesen  FiB 

annimmt»  also  flir  a?=: a,  ein  D  in  den  sweitaoZff^^ 

ft 

der  Hyperbel  fUlt»  weil  ^^^-^^-^"-^-^  a  grösser  ist  als  die  Zwcr; 

aehse   -  =  ;mj-; — < .20  and  zwar  am 

q  fi(3-fn) 

2-f(H-n)V(4-fn) 
«(3+n) 

dann  ist  aber  die  Gleichung  y*=px4'9^  nicht  mehr  entspreebesd, 
sondern  die  y^^^-^px-^qafl  oder  bequemer  die  y'^fm-ffs'' 
zu  welcher 

Q^f*( — px+qa^dx 


und  die  Maxima  und  Minima.  3BS 

oder 

=/-(/wi+^ii»)rfi»=  ?(3p««  + V") 
o  ^ 


sieb  ergiebt,   woraus   ein  aasgezeichneter  Wertb  nicht   hervor- 
geben kaon. 

c)    Fflr  q  <  3<*. 

Bezeichnet  m  jede  positive  Zahl  zwischen  0  und  3  und  wird 
9  dorch  (3 — w^fi  ausgedrficict,   so  ergiebt  sich: 

2±V(4— m) 
m  ' 

m-2TV(4-«.)  ^^ 
'^  m 


nid 


q^(4^m)^i:(8-^3m)    .^^ 


als  Max.  ftr  die  unteren  Zeichen,  aber  nicht  als  Min.  für  die  olle- 
ren, welche  Behauptung  so  wie  in  b)  zu  begrflnden  ist,  indem 
bier  p  negativ  wird. 

Zu  bemerken  ist  hier  noch,  i^ß^^  wenn  m  zwischen  2  und  3 

fiUt,  nur  ein  Zweig  von«  G  geschnitten  wird«    beide  aber,  wenn 

m<2  ist;   zu  m==2,  also  qz=zi^^   wird  G  parallel  mit  der  einen 

Asymptote,  und  es  findet  nur  ein  D  statt,  wozu  j?  =  (l — Vi)a» 

V2 — 1    n 
p=oi*v2  und    ö  =  — 5 — '3**''*  *'*  lAdJL.  sich  ergiebt. 


Vierte    Aufgabe. 

Für  die  verschiedenen  Kegelschnitte  in  Beziehung 
anf  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  besonderen  Werthe  von  x^  p  und 
Q  zu  ermitteln. 

Losung. 

Fflr  die  Parabel  und  Ellipse  gehen  aus  (7),  dQ«s=0  gesetzt, 
nnr  negative  Werthe  für  x  hervor,  zu  welchen  kein  D  existirt. 
Fflr  die  Hyperbel  wird,  wenn  ^^S/*  ist,  x  sowohl  wie  Q  nega- 
tiv, was  nicht  entsprechen  kann;  zu  9^31*  ist  die  Untersuchung 
Übereinstfmmend  mit  der  in  C.  b)  und  c)  der  dritten  Aufgabe« 
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9 

^tu?)  mass  aus  der  Gleichung  (4)  bestlroait  werdeo»  ind  dkss 
lehrt  Kummer  im   19t en  Bande  von   Gr eile's  JovroaL 

Sehr  leicht  ist  es »  diese  Methode  zu  Terallgemeinem  uod  di« 
Grenaen  ihrer  Aawendbarkeit  au  erweitern. 


XIII. 

Ueber  die  Construction  der  Korbbogen. 

Von 

Herrn  C.  Küpper, 

Lehrer  na  der  PmT«-Gewer1»e«chale  ia  Trier. 


i*b> 


Biüher  hat  selten  ein  Mathematiker  von  Fach  diesfi  »^ 
Kreisbugen  zusammengesetzten  Linien  einige  Aufmerksambit  n- 
ge wandt,  vielleicht,  weil  die  sie  betreffenden  Fragen  dofdi|i»B2 
elementare  Erörterungen  sich  erledigen  lassen.  Dies  ist  uA 
wohl  der  Grund,  weshalb  noph  keine  der  Einfachheit  des  €egea- 
Standes  entsprechende  Darstellung  desselben  erschienen  bt  lo- 
dern ich  eine  solche  versuche»  wird  sich  mir  die  Gelegeobeit  bie 
teu«  Eins  oder  das  Andere,  das  fSr  die  Praxis  von  einigen Notien 
sein  konnte,  bcrvorzii!)oben. 

!•    Korbboyen,    aaa  drei  mittel  pmtkten  beaelirif^ei« 

Erste  allgemeine  Construction. 

OA  (Taf.lV.  Fig.  3.)  ist  die  halbe  Spannweite,  OBdiePf«!; 
hohe  des  Bogens.  Man  nehme  31  J  >  OB  und  besehreibe  ait 
MA  um  M  den  Viertelkreis  AD,  verbinde  D  mit  B  md  refUr 
gere  BD  bis  an  den  Viertelkreis  in  E ;    nun  ziehe  man  El^*  ^ 
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riß  diese  Gerade  die  verlängerte  PfeilhOhe  in  dem  zweiten  Mit- 
lelpnnkte  /V;  der  dritte  Mittelpankt  liegt  auf  der  Spannweite« 
»ben  so  weit  von  O  entfernt  wie  M, 

Beweis.     Die  Dreiecke  MEDy  NEB  sind  ähnlich,    folglich 
las  letstere  gleichschenketig:   ISE^NB. 

Ffir   die  Folge   werde  beachtet^    dass   der  Peripheriewinkel 
dED  oder  ^  J££  =  const.  =:  136<^. 


Zweite   allgemeine  Construction. 

Hit  der  halben  Spannweite  als  Radios  beschreibe  man  um  O 
[Taf.  IV.  Flg.  4.)  den  Viertelkreis  Aß',  wähle  auf  diesem  einen  Punkt 
G  im  Allgemeinen  beliebig,  und  verbinde  ihn  mit  A,  B,  O;  hieraef 
liehe  man  durch  B  BE\\  B'G^  sodann  EMN\\  GO,  so  sind  M\  Jf 
cwei  Mittelpunkte. 

Beweis.  Die  Dreiecke  MAE,  ÜBE  sind  besiehlicb  ähn- 
lich OAGf  OBG,  und  da  diese  letzteren  gleichsohenke^g  sind» 
so  ist  auch : 

MA—ME,    NB=NE. 

Aach  hier  genügt  ein  Blick  auf  die  Figur»  um  zu  erkenDe«^ 
dass  ^  AEB  xrz  j^AGB'  ==  136o. 

Diese  Auflosung  ergibt  nur  dann  einen  brauchbaren  Gewölbe- 
bo^en,  wenn  man  den  Punkt  G  nicht  ausserhalb  eines  gewissen 
Theiles  des  Viertelkreises  AB'  annimmt.  Zieht  man  BG'  ||  BA, 
M  erhält  man  diesen  Theil,  auf  den  man  sich  mit  der  Wahl  von 
G  bescliräiikeiiv  muss;  lässt  man  G  mit  G'  zusammenfallee,  so 
vrird  MA=^Of  und  der  Korbbogen  fällt  mit  einem  Kreisbogen  zu- 
sammen, der  durch  A,  B  geht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  BO 
liegt;  fällt  G  \u  B',  so  wird  MA^  OB,  tfB=CD,  und  der 
Korbbogeo  besteht  aus  einem  Viertelkreise  und  einer  horizontalen 
Tangente  desselben.  Man  sieht  also,  dass  der  Spielraum  fGr  die' 
möglichen  Korbbogeoformen  um  so  grOsser  ist,  je  grosser  der  Win- 
kel BAO  oder  auch  dessen  Tangente,  d.  i.  je  grosser  das  Ver- 
hältniss  der  Pfeilhuhe  zur  Spannweite.  Es  gibt  also  bei  einer 
vorgeschriebenen  Construction,  die  etwa  dem  Winkel  AME  einen 
gegebenen  Werth  zuschreibt»  ein  Minimum  jenes  Verhältnisses« 
bei  welchem  die  Construction  unmöglich  wird.  Soll  z.  B.«  wie, dies 
m  der  Praxis  gewohnlich  vorkommt,  ^AME^fSOP,  also  ^AOG 
^etfi  sein,  so  mfisste  AG'WO  oder  ^ABO<,^QVO, 
d.  h.  ^ABO  <  750  oder  ^  OAB  >  15»  sein. 


SSS  Küpptr:    üeöer  äie.CwMrucikm  der  KorMtUL 


Drittens:    Ort  des  Anscbluases  £. 

Der  Pirakt  E^  in  wekhem  die  beides,  den  Korbba«!eB  iJ 
mensetzenden  Kreisbogen  sich  berfibren,  der  sogenamCe  AascU 
liegt  auf  einem  bestimmtea  Kreisbogen ,  welcher  von  den  Pis 
A9  B  begrenzt  ist,  und  dem  ein  Centriwinkel  von  90^  entepd 
Denn  stets  ist  ^  AEB  =  135<3. 

Um  das  Dreieck  AGB  (Taf.  IV.  Fig.  5.)  beschreibe  mu« 
Kreis  and  balbire  in  O'  den  Halbkreis  AOB,  aus  O"  wx 
als  Radius  beschreibe  man  den  Bogen  AEB,  so  ist  diaer 
Ort  (&r  den  Ansehluss  JEJ.  Zieht  man  BE'  horizontal,  so  hep 
man  auf  diesem  Bogen  ein  Stüok  AE'»  auf  welchem  jeder  P 
a«m  Anschlups  genommen  werden  kann.  ^AE'Bz=l^»i 
jCE'A0^45^,  £'  ist  demnach  der  Anschlass  fSr  deo  Kd 
gen,  der  aus  einem  Viertel  kreise  und  seiner  horizontalen  Tifii 
besteht.  Geht  man  vom  Anschluss  aus  nnd  wählt  £  auf  des 
gen  AE'  beliebig,  so  sieht  man  leicht,  wie  mit  Hfilfe  diier 
angegebenen  Verfahmngsarten  die  asagehOrigen  Mittelpunkte  f 
zu  erlangen  sind. 

Dieser  Weg  scheint  mir  von  allen  der  angemessenste  za 
wnH  die  Lage  des  Punktes  £>  In  fvekben  die  Krfimaoe 
Gew5lbebogens  sich   plötzlich  ändert,   Mr  die  BenrtlMyiif 
Festigkeit  von  Bedeckung  ist.    Wählt  man  E  »o,  dass  iu 
hältniss  der  Radien  der  in  diesem  Punkte  sich  beruhrendeB 
sich  der  Einheit  möglichst  nähert,  so  erhält  man  eine  der 
liebsten  Constructionen : 

EsMi  (Taf. iV.  Fig.«.}  «Jtsjr  der  erste»  jYiBsydoi 

Badius«  es  soll  das  Verbältniss  —    ein    Maximum    werdes. 

9 

Ich  ziehe  ES  J1  E'B,  verbinde  E  mit  B,  diese  letztere  U 
trifft  die  ^£Mn  £),  so  dass  MD  vertikal  und  =  j?;    deoBsd 

a::y=:ilf£:2V£=Z)£:Ä£=£Ä:£*+B£'. 

E8  i 

Das   Verbältniss    gji  »1  ^f}/  ^^^  ^^  ®"^  Maximmn,  wwo  H 

ein  Minimum,  oder  da  BE'  ss  const'.=  OA^OB,  wenn  B 

Maximum  wird,  d.  i.  wenn  £  die  Mitte  des  Bogens  AE  ^^ 

> 

vE«  Mi  alsa  Bogen  AE  =s  Began  ££\  jLBAO  ^9,  OÄ^ 
OBszb.    Man  si^ht: 
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lithiD  dar  Mittelpaiikt  4ea  in  das  Dieleck  AQB  bescbrie- 
Creises,  woraas  eina  bekannte  Construction  sich  ergibt. 

Der  denken  wir  um  M  den  zum  Korbbogen  gehörigen  Kreif 
sben,  welcher  durch  £,  D  geht  und  die  AB  in  F  trifft, 
I  auf  diesem  Krcfoe  Bogen  AE  s^Bogen  £F,  also  EM  in 
AB  senkrecht  sein.  Ceberdies  ist  Sehne  ££':=  Sehne  £/\ 
E'  =  BF\  nun  war  aber  BE'znOA-OB^a—b,  folg- 
F^a-^b.  Man  findet  demnacb  unmittelbar  den  Pnnkt  jP, 
nan  BF  gleich  der  Diffarenz  der  halben  Spannweite  und 
»Ihohe  nimmt;  errichtet  man  darauf  in  xler  Mitte  H  von 
'  AB  die  Senkrechte  HMTf,  so  erhält  man  die  Pnnkte  9t,  H: 

i  Radien  Xt  y  zu  berechnen,  betrachte  man  die  ähnlichen 

ie  MAB,  AOB  und  KBB,  AOB,  und  setze  VöHP 
=  c. 

i  E  der  Mittelpunkt  des  In  das  Dreieck  AQB  beschriebe- 
reises  ist,  so  folgt:  ^ 

AH  r:i *^ =  «, 

BH= 5 —  =  p; 


»  diesen  Relationen  folgt  noch: 

a.ar  +  &.y  =  (a  +  /J).c^c^ 


Ä    ^*  -  ^ 


I*    Der  Aiu  fünf  Mlttelpunkteii  beschriebene 

Korbboyen. 

er  evste  Mittelpunkt  M  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  ist  nur  an  die  Be- 
lg  MA  <  OB  gebunden ;  aber  der  auf  der  verlängerten  Pfeil- 
anzunehmende  dritte  Mittelpunkt  N  ist  nicht  mehr  j;anz  will- 
ch,  oachdem  schon  M  gewählt  wurde.  Seien  nämlich  AJE, 
Ms  KraisbGgen,    welche  durch  elMrt  4nltea    Bo^ea   EF, 
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deMen  Mittelpunkt  P  sei»  TerboDdeo  werdeo  kSnaea.  Di  H 
r=sPP=x,  SO  folgt: 

iirP+/W«(y-Tx)+(t-ar)=f-«. 

X,  y  sind  von  der  Lage  von  Jlf ,  N  abhängig,  und  damit  es  eme 
Punkt  P  gebe,  weicher  der  Gleichung 

MP+P19  =  y^jc  (1) 

Genflge  leistet,   muss  vor  allem  ilfiV<y — x  eein. 

Jedem  Punkte  JH  entspricht  nun  ein  Punkt  tt'  so,  dais 

MN'z=N'B^x;  ' 

diesen  Punkt  erhält  man  durch  die  erste  der  beiden  vorigeo  Coi 
structionen.  Wird  nun  N  unterhalb  dieses  Punktes  N'  aogenoB 
men ,  so  hat  man : 

yz=BN'  +  N'N. 
also 

y'^x  =  JilS'  +  N'N, 


y^x>MN. 

Fflr  die  Punkte  wie  r,  oberhalb  iV',  ist: 

Br-ÄSsÄiV'— ^V— ar  =  ;if2V'— iVV,  d.h.  Ar— :r<*. 

Hieraue  folgt,  dass  nur  bei  der  Annahme  2V^ unterhalb  2V' die f«- 
•truetion  mOglich  ist. 

Wenn  aber  iV  so  gewählt  wurde,  dass  Jlf/V  <^  **dr,  »^^ 
so  bestimmt,  dass  lllP+PN=y^x;  dann  ist  MP+xs=y-SP. 
demnach  ist  die  Bedingung  (])  erforderlich  und  hinreidMid  ^ 
die  Ausf&hrbarkeit  der  Construction.  bt  dieselbe  erfSIIt«  so  i^ 
dadurch  ein  Ort  flir  P  bestimmt,  nämlich  eine  Ellipse,  der«ii  tmr 
punkte  ilf ,  N  sind  und  deren  grosse  Achse  y — x  ist  Aif  ^ 
ser  Ellipse  liegt,  wie  man  leicht  sieht,  der  anr  Detemaati« 
dienende  Punkt  19', 

III. 

Schliesslich  mSge  hier  ein  geometrischer  Sats  Phti  bi^ 
der  eine  Generaiisatioo  des  f&r  den  Anschluss  gefundeoeD  Ortei 
i^usdrückt  und  ebenso  leicht  zu  beweisen  ist 

Wenn  man  swei  Punkte  A ,  B  (T«f.  IV.  Fig«  7.)  durch  iwei  vA 
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n  einander  «cUiMMmide  RrmbUgeD  ierbindctt,  wdohe  in  den  ge» 
ebenen  Poiikteii  swei  gegebene  Tangenten  {AT^  BT)  haben«  ao 
estebt  der  Ort  des  Anschinsses  aus  zwei  Kreisen ,  weicbe  dareh 
I,  B  gehen.  Beschreibt  man  um  das  Dreieck  ATB  eben  Kreia» 
nd  halbirt  die  beiden  Bdgen  dieses  Kreises,  welche  A,  B  za 
Endpunkten  haben«  so  erhält  mao  die  Mittelpunkte  der  beiden 
)rtskrei8e« 


JLW. 

Orandzuge  einer  Theorie  der  Polaren. 

Von 

Herrn  C.  Küpper, 

Lehrer  an  der  ProT.-Ge werbet ch nie  in  Trier. 


Im  Nachstehenden  beabsichtige  ich  einen  analytischen  Nach- 
nreis  der  Existenz  harmonischer  Elemente  der  Kegelschnitte  ,su 
fahren.  Ich  glaube  dies  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  erreicht 
IQ  haben,  und  obwohl  dieser  Beweis  für  sich  selbst  verstindlich, 
ind  nach  so  oftmaliger  Bearbeitung  das  Interesse  an  Untersuchun- 
icen  über  die  Polaren  merldicb  erkaltet  Ist,  ao  hoffe  ich  doch, 
dass  in  Rficksicht  auf  den  Zusammenhang  der  Leser  geneigt  sein 
lürfte,  einige  Weitläufigkeit  au  entschuldigen»  sowie,  dass  es 
Manchem  neu  und  erwünscht  sein  wird,  die  harmonische  Thel- 
iang  aus  dem  Grundprinzip  der  Polaraitbeorie  hergeleitet  zu  sehen. 

Ich  bezeichne  Punkte  mit  grossen.  Gerade  mit  kleinen  Buch- 
itaben; flir  die  Gleichung  einer  Geraden  a  gebrauche  ich  den 
^usdradc  'assH,  verstehe  also  unter  a  irgend  eine  lineare  Function 
ron  Xp  ff.  Soll  ausgedrückt  werden,  dass  ein  bestmimter  Punkt 
P  {x,  y  oder  jr,  9)  auf  der  Geraden  a  liegt,  so  geschieht  dies 
durch  a^     =0,   «,,,  =  0. 
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0«rdi  twM  Getmim  a,  6  ist  «m  Paukt  -mk  fcfii— 1>  4ni 
»wei  Paukt»  A,  B  eine  e«nHU  ÄB^  Um  G«r«dM  a«  S  oto  « 
Punkte  Af  B  Mmmi  eiii  Paar,  and  SMrar  ei»  GaradHpan  di 
PMktea  mh  oder  eki  Ponkteapaar  der  Geraden  AB. 

1)    Eine  Fnnotion  aweiten  Gradee  mit  iwei  Verilnderliciiei 

Aar,  y)  =  i<y*  +  2Äicy+ Car»  +  2/>y +  2£2r  +  F 

kann  als  besonderer  Fall  folgender  Function  mit  vier  Teriod« 
liehen  x^  y,  jr»  9  angesehen  werden : 

Diese  letztere  ist,  wie  die  Schreibweise  zeigt,  so  gebildet,  du 
sie  in  Bezug  auf  (as,  y),  (x,  V)  symmetris<ih  ist  und  dordi  Lii 
flibrung  von  x,  y  statt  jTf  9  in 

A^f  y»  ar,  y)  =  fix,  y) 

Übergeht  /)[ar9y)=0  stellt  eine  Linie  zweiten  Grades  dar.  Geto 
wir  x,y,x,t9  solche  Wertbe»  welche  /[x,  y,  r»  9)=0  befiiedisei, 
so  Ist  hierdurch  eine  bestimmte  Beziehung  zwiacheo  de*  PuDhes 
X,  y  und  den  jr,  9  hergestellt.  Dem  Punkte  f\t'»  9')  enteprecbes 
nämlich  unendlich  viele  Qix»  y) ,  welche  auf  der  bestiramten  Geradei 

g  =  /l[T',<^',^,y)=0 
liegen.    Ist  ;r',  y'  irgend  ein  Punkt  Q  dieser  Geraden»  d.  h.  if 

g^,j^=/ör'.i;'.jr',y')  =  0,  (I) 

80  folgt»  dass  (%' 9  tji')  ein  Punkt  derjenigen  Geraden  p  ist,  mU' 
Q  ebenso  entspricht,  wie  9  dem  Punkte  P.    Denn  es  Ist 

und  (I)  ist  identisch  mit 

Dtrcb  die  Angabß  einer  Linie  giFeiten  Gcadea  isl  ab»  du 
Syiitem  der  Geiadea  und  Punkte  in  4#r  Rbtn^  no  gqerds^ls  ^ 
je4em  Punkte  P  ein«  Gwule  9  pptupviebt»  wtkbe  afin»  P«lv* 
heisst,  und  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes  Q  derGeradea 
q  den  Punkt  P  enthält,   welcher  der  Pol  der  Geraden  q  teitft: 

1.  Di«  Pobrea  aller  Punkte  <Q)  einer  ettadon  (f)  «üM^ 
den  Pel  P  dieser  GenMien. 

3.   Die  Pole  aller  Geraden  p  eines  Punktes  P  ItegeB  in  ^ 
Polaren  (9)   dieses   Punktes ;    betraeblen  wir  aiBlftA  ' 
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ttb  gemeitosttittiiii  Punkt  der  Greraden  p,  96  tuasB  seine 
Pohtfe  naeh  1.  den  Pol  einer  jeden  dieser  Geraden  entbalt^n. 

2)  Wenn  eine  fi*unction  zweiten.  Grades  als  das  Produot 
iweier  linearen  Functionen  a,  6  angesehen  werden  kann,  so  stellt 
i.(  =  0  das  Geradenpaar  a,  b  dar.  In  diesem  Falle  ist  die  Glei- 
bong  der  Polare  von  Pix,  ^) ' 

leon  diese  Gleichung  hat  die  in  1)  ausgesprochene  Grundeigen- 
(chaft.  Die  Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  q  den  Punkt  ah 
aothält,   ferner  folgt,   dass  fiir  alle  Punkte  (or,  y),    fiSr  welche 

1  h.  für  diejenigen,  welche  auf  der  Geraden 

Begen,  «in  und  dieaeibe  Gerade  q  erhallen  wirdw 

Allen  Ponkten  einer  durch  ab  gehenden  Geraden  p  entspricht 
als  Polare  ffa  das  Paar  er,  b  eine  und  dieselbe  Gerade  f  des 
IHmkies  «&. 

Ist  a — er. 6=0  die  CMeichung  von  p,  also  f&r  den  Punkt 
Pfj^f^y^jr^^^^*   ^^  ^^  °Acb  ^^^  Vorigen 


oder 

£e  Gleichung  der  Polare  von  P,  Bieraus  sieht  man,  (iass  um- 
geltehrt  p  die  Polare  aller  Punkte  von  q  ist.  Ferner  fSr  daß 
Geradenpaar  ip^q)  ist  6  die  Polare  aller  Punkte  von  a,  a  die 
Polare  idler  Punkte  von  6.    Denn  a  hat  zur  Gleichung : 

(a  +  «i)  +  l.(a  — a*)  =  0, 

* 

und  6: 

< 

(a+o6)-l.(a-^«6)  =  a 

Das  Paar  a,  6  heisst  durch  p,  9,  das  Paar  p,  q  durch  a,  h 
kirmoBiseli  getheilt  Die  vier  Geraden  «,  6,  ]»,  9  heisee» harmo- 
nische Geraden  desPmktes  oft  odei^pyv  a  «a  i,  p  m^  MigeordücJt 
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3)  CiQ  Geradenpaar  e»  d  bat  mit  eineni  andtfca  a>  6  riei 
PoQkte  gemebi,  nämlich  ac  oder  J,  a/d  oder  jB,  6c  oder  C,  bi 
oder  Z>;  e«  gibt  stete  ein  drittes  Paar  e,  f,  welcbes  &teibeQ 
Punkte  enthält  und  durch  diese  bestimmt  wird. 

Ein  Pnnktenpaar  C»  Z>  hat  mit  einem  anderen  J,  A  nerG^ 
rade  gemein,  nämlich  AC  oder  a,  AD  oder  6,  BC  oder  e,  £A 
oder  ä;  es  gibt  stets  ein  drittes  Paar  £»  F,  welches  dieselbn 
Creraden  a,  b^  c,  d  enthält  und  durch  diese  bestimmt  wird. 

Jede  Linie  zweiten  Grades,  weiche  die  Punkte  A,  ß,  C^D 
enthält,   kann  durch 

a.ab  +  ß.cd=^0  (I) 

dargestellt  werden;   et,  ß  sind  unbestimmte  CoefBzienten ,  Ar  be- 
sondere Werthe  derselben  bezeichnet  diese  Gleichung  das  Paar  t^f, 

Ist  nun  q  die  Polare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Paar 
a,  6;  r  die  Polare  f&r  das  Paar  c,  d;  so  stellt  a»g+ß.T^O&i 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  irgend  eine  der  Linien  zweiten  Gra- 
des dar,  deren  Gleichung  (I)  ist.    (Nach  1)). 

Die  Form  dieser  letzteren  Gleichung  zeigt,  dass  die  Polarea 

'    von  P  in  Bezug  auf  alle  Linien  zweiten  Grades,    welche  dorrl 

▼ier  gegebene  Punkte  gehen ,  einen  bestimmten  Punkt  (qr)  eadialta. 

Erwägen  wir  ferner,   dass,  wenn  wir  P  mit  dem  Pmdie  d 

,   zusammenfallen  lassen,   q:=sO  in  obiger  Formel  (I)  zu  setzen  ist 

so  folgt  9  dass  die  Polaren  des  Punktes  ab  für  alle  In  (1)  begri^ 

fene  Linien  mit  der  Geraden  r  zusammenfallen.    Gleiches  gilt  Ik 

die  Punkte  cd  und  e/l 

Bestimmt  man  also  filr  den  Punkt  ab  in  den  Paaren  c,dwi 
e,  f  die  Polaren,  so  fallen  diese  in  eine  Gerade  zusamnee,  Bsd 
da  sie  die  Punkte  cd  und  ef  enthalten  muss,  so  ist  sie  A  ge- 
meinsame Gerade  dieser  Punkte. 

Bilden  wir  aus  den  Punkten  ab,  cd,  efein  Dreieds,  t»^ 
dieses  die  Eigenschaft,  dass  fär  alle  durch  A,  B,  C»  D  geteode 
Linien  zweiten  Grades  jede  Seite  desselben  die  Polare  zur  gegea- 
flberliegenden  Ecke  ist 

4)  Aus  der  vorigen  Nummer  folgt : 

Wenn  die  harmonischen  Geraden  p,  a,  6,  q  mit  den  p,  af,  V»^^ 
Gerade  p  gemein  haben,  so  liegt  der  gemeinsame  Punkt  der/?elltfpr^ 
chenden  Geraden  q»^\n  gerader  Linie  mit  aa',  bV  und  mit  ei',  btf*  Die 
Punkte  ab,  a'b',  qq'  sind  nämlich  die  Eckpunkte  des  Polardreiecb. 

.Haben  vier  harmonische  Geraden  a,  b^  p^  q  mit  rincr  Geo« 
den  m  die  Punkte  A,  B,  P^  Q  genuin,  m  sind  je  vier  Gerade, 
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vdcke  A%  B,  C,  D  nK  irgead  eifiem  Punkt  der  Ebeae  gemein 
rabeoy  harmoaieolM.  Denn  nach  dem  eben  anageeprochenen  Sats 
od  offenbar  die  Geraden,  welche  irgend  ein  Punkt  von  p»  a,  6,  q 
lit  Ay  ß,  Pt  Q  gemein  hat,  vier  harmonische,  z.  B.  p,  a',  b',  9'. 
lano  haben  wieder  die  Punkte  von  a',  b'  oder  g'  diese  Eigen- 
ebaftj  al|M>  überhaupt  jeder  Punkt  der  Ebene.  Die  Polaren  von 
^  in  Besug  auC  aUa  Geradenpaare,  welche  die  Punkte  A,  B  ent^ 
talten,  enthalten  meinen  festen  Punkt  Q  von  AB;  ebenso  enthaitea 
ie  Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  diese  Geradenpaare  den  Punkt 
\  Dass  Aehnliches  filr  die  Punkte  A,  B  In  Bezug  auf  das 
Hmktenpaar  P;  'Q  gilt,  leuchtet  ein. 


»• 


Die  vier  Punkte  A,  B,  P,  Q  nennen  wir  vier  harmpntsche 
er  Geraden  AB,  das  Paar  A,  B  durch  P,  Q,  oder  P,  Q  durch 
U  B  harmonisch  getheilt. 

Hiernach  kennen  wir  aufstellen: 

Vier  harmonische  Geraden  haben  mit  jeder  Geraden  vier 
harmonische  Punkte,  vier  harmonische  Punkte  mit  jedem 
Punkt  vier  harmonische  Geraden  gemein. 


lieciproke  Constructionen. 

Sind  drei  Geraden  a,  ft,  p  eines  Punktes  gegeben,  und  man 
toll  die  vierte,  etwa  zu  p  zugeordnete  harmonische  (f)  finden,  so 
nebme  man  in  einem  willkührllchen  Punkt  voh  p  ein  Paar  c,  d 
an.  Dieses  bestimmt  mit  a,  6  ein  Paar  e,  /;  der  Punkt  ef  liegt 

auf  9. 

Sind  drei  Punkte  A,  By  P  einer  Geraden  gegeben,  und  man 
soll  den  vierten,  etwa  zu  P  zugeordnieten  harmonischen  Q  finden, 
)o  nehme  man  auf  einer  willkGhrlichen  Geraden  von  P  ein  Paar 
üy  D  an.  Dieses  bestimmt  mit  A,  B  ein  Paar  E,  F;  die  Gerade 
EF  geht  durch  P. 

Um  die  Polare  g  (TaL  V.  Fig.  1.)  eines  Punktes  P  in  Bezug 
Lof  eine  Linie  zweiten  Grades  A'  zu  finden,  lege  man  durch  P 
rgend  ein  Paar  a,  6,  welches  mit  K  die  vier  Punkte  A^  B,  C,D 
gemein  hat '  Dadurch  sind  noch  zwei  Paare  (AD,  CB),  (AC,  BD) 
gegeben,  welche  diese  Punkte  enthalten«  Wenn  Q',  R'  die 
Punkte  sind,  denen  diese  Paare  angeboren,  so  ist  QfR'  die  Po- 
are  zu  P.  Diese  Gerade  Q'R*  oder  q  bestimmt  mit  a,  6  zwei 
Punkte  Q,  12,  die,  wie  man  sieht,  beziehlich  mit  P  die  Paare  A, 
B  und  C  .D  harmonisch  theilen.  Weil  nun  o,  6  beliebig  waren, 
so  folgt,  dass  q  eine  jede  Gerade  ton  P,  welche  mit  K  zwei 
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PtMkfi^  *,  '!♦  g«m**ln^  Hat,  In  €i««n  PSpiII^  ftift.  w*H 

Öa»  tieziproke  *d.«s  ain  Eingänge  diwer  Nqmnitr  aa(g 

Sabo*  leuchtet  nach  dem  Gesagten  vop  seibat  eta: 

» 

'  W«iiit  dl«  haTtt«dm:lM>iA'  PtM^e  P",  A,  B,  Q  den 
gmeht  lttb«ir,  s*  Mtit  dte  geHAKilUMiilM  G«r«^  Aer  M  /> 
ordMMik  Punkte  e.  «*  *»*  «tiie«  Pttnkt  «Itt  ^if,  Äl 
iAt  Aßf,  BA'. 

6)  «.ad  +  /».fir=:b  stellt  «iue  Linie  sweitea  GmuIm  jj 
welche  die  Punkte  ab  oder  Af ,  cd  oder  J^,  «c  o^er  A,  k 
B«iimL    (T«f.  V.  Flg<2.)'       • 

Je^er  Punkt  x,  y  ^er  Linie  k  erföllt  die  Beding»« 

w4witiiigdca|irit  •  ]edar  Pnnkti   walchtr  diese  Bediagu 
liegt  auf  K' 

Wir  wollen   %  so  bestimmt  denken,  dasa  der  Ponkt/' 

Mif  K  liegt,   d.  h.  dnrch  die  fßnf  Punkte  M,  N^  A,  Ä. ' 
IMe  aweit«»  Gr^daa  lege« .    Wir  mfiasen  aataea: 

wodurch  die  Gleichung  ffir  K  wird :  | 

Nun   Ist  für  Aie  f^olaren    von  P  in  fiexug  auf  die  Pm 
und  c,  a: 


a 


%,V 


a'   .d^^^  d' 


Alaa  Meb  fflT  d«  Pwkt  «t  («,  y).  ««  «•«»  k«'^«*  ** 
gdmetn  hAbeni    .  / 


. « 


ii  t.  (t  liäBt  adCtdw  bkiia  IT. 
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ram^  Wigmt  sMi^  Utk  ««isdbddret' lütfi  Wett»  P  }iki  AM 
»  liegt  Q  aach  auf  AB\  K  n'kd'  däU  OMid«^paaf  iMN^' 
Ld  di^  Jlt»  iV..wUlkfi|(r|icb  in  der  Ebene, ^enommeD  Wj^den 
so  leuchtet  eiDy  daae.  wenn  von  irgend  vier  harmonischea 
I  pt  o»  6»  9  ^ie  Geraden  p,  a,  b  die  jPupkte  P».^  B  eok^ 
dann  aocb  die  vierte  q  den  Punkt  Q  enthalten  inues. 

^na  JP  inkeiBfer  der  Geraden  a,  b»  ß,  d,  MN,  AB  liegt, 
s  VerblLitnisse  .  ^ 


•  I  •  1 1 


«P.9         ^r.9 


•'••!'■■  I      I      , 


)  noeii  i.sind»  noch  ifC  ein  Geradeopaar  ist»  ^p  findet. sich 
falls  ia  keiner  die/Mr  ISeraden.  •    .     ^>  .i  .' 


r  «tuen  Ke^scfaaili  folt^aläo» 


einem  Punkte  ilf  des  K^e^elsehpitta  gemqin    haben/,  vier  , 

isefae  mit  bestimmter  Zuordnung  bilden. 

, «.      ,    .      •      • 

z.  B.  in  den  vier  bariponiscber)  Geradea  ä,  b',  c,  d  die 
ung   q  zn  6,  c  zu  d  gewählt,  so  sind  ,aie  vier  Geraden, 

M^  mit  A,  B,  Ct  D  gf^mein  hat^  vier  harmonische  mit  jder 
ung  a!  zu  6',  c'  «u  d'.    (taf.  V.  Fig.  3.) 

B  Tie^  Punkte  A,  B,  C,  D  nennt  man' vier  harmonische 
d6s  Kegelschnitts^  ausser  den  Punktet!  des  Kegelsebnitts 
keinen  Punkt,  Welcher  niit  A,  B,  C,  D  vier*  harilA>nisäite 

In   nnt  der  ^gebenen  Zuordnung  il  zh  B  gemein  bitte; 

venu  aof  der  Geraden  airgehd  «B'Ptinkt  N  etwa  dicibe 

cbaft  liaben  soll,  so  hiüsseii-  nach  ddr'  vori^n  NiibiinW  dl* 

\  As  Bf  Cf  D  in  einer  Geraden  liegen. 

Wenn  A,  B,  C,  D  (l^af.  V.Fig.4.)  vier'Ptttokt^  $SMl,  von 
keine  drei  Ib  bitter  Oi^rAcieii  Me^A»  so  gibt  es  auf  jeder 
m  ein^s  dieser  Punkte  (^ttv«  auf  der  Geraden  a  dte  Mrifk« 

einen,  ali^  ajudb  ^ut'einbi,' Punkt  ilf  M,  daM  di«  Oe^äd«ti! 
C,  d,  welche  et  ilirilt  det  'g^g^bcfnen  Ptthkt^to  getüi^in  'Iflil^' 
ir^onlüdhe  mit  liestiiiiintär  Zuordnung  bilden  {atü-b,  tztäd}^ 

etttt  UMtit4ätt  Wh  s^  dein  PüAt^A',  welchen  Ai6  WlllKühr- 
d  l^iiiiltfe  4  ättimiütdiHiit  G6i^äb  d  ttki«  CO  gelMiir'kati 
älr  ^v  B'^d^  cb^eö)dn\k  HitmihifMi^  Pubkt  fi^"dantf  ist 
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BV  ^  Gerade  b,  lad -d^r  .gameiMaim  Ptaokt  von  a  wik.  ni» 
IkJi'  a6,  10^  der  gtauclite  Jf^   .^    ^y 

Wenn  ea  noch  einen  Punkt  *kut  a  geben  sollte  von  der  Ter* 
langten  Eigenschaft,  so  niQssten  die  Punkte  A,  B,  C,  D  nach  4) 
in  einer  Oeraden  liegen. 

• 

Auf  diese  Weise  findet  man  die  Punkte  M  eines  K^tbcboitts, 
welcher  unter  allen  durch  Ä^  B,  C,  D  niuglichen  KegcfackDittai 
dadurch  cbarakterisirt  ist,  dass  fiir  ihn  A^  B^  C,  D  Tier  kanw- 
olsche  Punkte  mit  der  Zuordnung  A  xvi*B  sind.,  Steiner  neoil 
diesen  Kegelschnitt  den  um  das  Viereck  ABCD  besdiriebeaei 
harmonischen  Kegelschnitt 

Wird  keine  Zuordnung  festgesetJBt,  so  gibt  es  deren  natfliiek 
drei,  je  nachdem  die  Zuordnung  Am  B,  Ata  C  oder  AnDiA 

Wenn  wir  in  der  Torigen  Constifnetieto  Jff  «Bit  If,  de*  gtmn- 
samen  Punkt  von  CD  und  AB,  zusammenfallen  lassen,  so  wirdj 
ufn'gekebrt  A'  der' zu  B  in  Paare  C,  B  togeordnet  fcantfotisek 
^unkt.  Far  die  (Serade  AA'  öder  a  A(Ht  ifodann  M  miti^n- 
sammen.  Es  gibt  also  auf  dieser  Gei'aden  ausse^r  A  kefaenPittll 
des  Kegelschnitte«»  sie  beröhrt  ihn  afs'O. 


Die  Tier  Tangenten  in  A,  B,  C,  D,  die  btemacb  leicht  eAd- 
ten  werden,  wollen  wir  a,  6,  c,  d  nennen.  Von  einem  oBidaf 
Viereck  ABCD  beschriebenen  barmonischfen  Kegelscbnltt  vd 
mithin  noch  die  vier  Tangenten  n,  6,  c,  d  gegeben. 

7)  Sind  A^BfQfD  vier  harmonische  Punkte  eines  hfi' 
schnitte;  und  in  denselbeo  q,  bp  c»  d  d\»  Tangenten,  senriii 
Äß,  ACt  AD;  b,  BA,  BC.  ßDi  u.s.w.  je.  vier  baraMsncke 
Gemken  (Tef-  V.  Fig.  5.).  Die  Genannten  haben  die  Gmk 
AB  entspcechesd  gemein,  daher  mfis^eQ^nacb  4),4ie  l^nntesi 
eder  P«  €,./>«  in  einer.  Geraden  liegen;  dasselbe  gilt  f)|r  €d  oder 
Q.  A,B. 

Wenn  deemaeb  A,  B  zwei  Punkte,  eines  Kegelschnitts  and, 
e,  b  seien  Tangenten  für  diese  Puni(t®,.,sn  wird,  jede  dnrck  dei 
Punkt  ab  oder  P  gebende  Gera4e  den  Kq^^lschnitt  b  iwd 
Punkten  C,  D  treffen,  die  mit  A,  J9r?ier,liarmonisd»et,.biUM; 
denn  bestimn^en  rrir  %\l  C  den  im  Pa^re  A,  B.}hm  ingeordoel 
barmeiMseben  A  so  enthält  dievGerade  CBf  dffi  E^pfct  P* 

•  Ziehen  wir.  von  einem  Punkte  P  an  .eipen.  Keg^lfldbiiitt  zwei 
Tanigenten  a,  6»  und  eine  den  Ke0eUcfci|utt,.^c^nei4enfie  GsraJa 
f,  so  ftied  aqf  dieser  die  Punkte  P,i  C,  D^  iy.  hmn^BUk  nü 
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Br  Ztiordihing  P  ztt  iQ'.  Oötiti  JET/f,  IN^,  BD,  'BP  shtA  vier 
imoni«che  Geraden.  'Vergleicbeti  >wir  die»  Rei^^at  «nitMier  in 
I  ange^ebetoen  Conelrucliön'd^*  Polare,  CN^iiiideii  Wir,  4nt»  AB 
ler  9  die  Polare  Ton  P  Ist. 

•  •  • 

Der.  Pol  einer  tieraden  /4i?  ist  der  g^mejoeame  Punkt  der 
angeoten  a,  6.  Die  Pöle.^ler  Geraden,  weiche  .den  Punkt  .^ 
ithalten,  liegen  somit  in  a,  folglich  ist  a  die  Polare  von  A, 

Die  Tangente  Mit  Polare  des  Berdbryng^punktes;  ,w^nn  J».  J 
e  Coordinaten  dieses  letzteren  sind,  so  ist  tpithin.dje  Gleichnpg* 
(r  Tangente:  f(r,  9,  or,  y)=0. 


'.  «L 


8)  Sind  die  Punkte  A,  B»  C,J>  barmonisöhe  Punkte  eines 
egelscbnitts,  «,  i,  e»  d  die  Tangenten,  so  sind  diesci  harmonfedie 
eraden,  d.  b.  wie  jeder  Punkt  ilf  von  K  lier  barmonlsdie  Qem* 
in  mit  As  Bf  C,  D  gemein  hat,  so  hat  jede  Tangente  m  vier 
irmonische  Punkte  mit  a,  6»  c.  d  geroein. 

Denn  die  Punkte  ina,  mb^  mCf  uifl  ^}^^  ^'^^  ^^^^  ^o"   ^^^9 

IE,  MC»  MD,  diese  let&teren,,bilden.  yier  harmonische  Geradep 

es  Punktes  M,  folglich  müssen  jene  vier  harmonische  Punkte 

er  Geraden  m  sein,    (Nach  der  in  4)  nachgewiesenen  ReziprozItSt 

er  CoDstruetioD  barmoniscber  Ponkte  und  harmonischer  Geraden.) 

.♦  •  ^  • 

Es  leuchtet  ferner  ein,  da  nur  die  Punkte  M  des  Kegelschnitte 

ie  Eigensclialt  haben 9.  mit  A,  B,  Q»  D  verbunden,  harmonische 

■eraden  za  geben»   dass  auch  nur  der   Geraden  m>  de»  Kegel- 

cfaaUts   die  Gigenscbaft  zuliommt,:  mit  .a,  b,  c,  d  barmonische 

unkte  gemein  zu  haben. 

Wenn  a,  6,  c^  d  vier  Geraden  sind,  von  denen  keine  drei 
arch  einen  Punkt  gehen,  so  kann  man'fUr  jeden  Punkt  irgend 
ner  derselben  eine»  aber  auch  nur  einie  Gerade  m  bestimmen, 
)  dass  die  Punkte  ma,  m6,  ntc,  md  vier  harmonische  Punkte 
lit  gegebener  Zuordnung  sind  (Taf.  V.  Fig.  6.)« 

Dann  nehmen  wir  A'  auf  a  beliebig,  verbinden  A'  mit  ^ed^ 
ad  bestimmen  zu  dieser  Geraden  af  im  Paare  cd  die  zugeord- 
et  harmonische  6'.  Die  Verbindungslinie  von  A'  mit  dem  Punkt 
V  ist  die  gesuchte  Gerade  m. 

Wird  die  eben  construirte  Gerade  6'  durch  den  Punkt  ab  ge- 
gt,  d.  b.  ist  sie  die  Verbindungslinie  p  von  ab  und  cd\  so  föllt 
>  mit  a  zusammen.  Also  ist  unter  den  Punkten  von  a,  fär  welche 
B  nur  eine  Gerade  m  gibt,  einer  ^,  fiir  den  a  selber  diese 
'Crade  ist. 
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8-  ^• 

Der  erste  Fall  dieser  Art  kommt  im  xweiten  Theile,  pag.  2& 
vor»  wo  ffir  die  Differential  •Gleicbong 

x«(a  -  bx)ddg'-2x(^a--bx)dxdy  +  2(3a— 6jr)y<2j^:=fiaUr» 

als  lolegral  die  Gleichung 

anfgefiihrt  wird ;  A  nnd  B  sind  hier  die  beliebigen  Constanteo. 

Dass  dieses  Integral  jener  Differential  -  Gleiehong  Geouee 
leiste,  wird  man  durch  angestellte  Differentiation  leicht  eiosebeo 
können ;  wir  wollen  nun  aber  mittelst  der  Torangehenden  Metho^es 
zeigen,  wie  man  dieses  Integral  möglichst  direct  herleiten  könnt. 
Zn  diesem  Ende  fahren  wir  die  Aufgabe  108,  pag.  99.  an,  wonach 
man  (ttr  die  Gleichung - 

(1)  ddy  -f  Pdyda:  +  Qydx^zzzXdx'^ 

den  Multiplicator  V  als  eine  Function  von  x  finden  soll ,  weickr 
diene  Gleichung  integrabel  mache.  P,  Q  und  X  werden  hierbei 
als  irgend  welche  Functionen  von  x  gedacht. 

Nach  der  dort  gegebenen  Auflusuug  soll 

(2)  Vddy  +  VPdydx  +  F<J^ifcr»=  VXdx^ 

integrabel  sein,  und  indem  man  (lir  das  Integral  des  erstei  Thei- 
les  den  Ausdruck 

Fdy  +  Syifcr    . 
annimmt,  erhält  man 

(3)  VPdydx  +  VQydjfl=dydV ^  Sdydit  +  ydSdx, 
md  weil  notb«v«adig  S  ein«  Fnoctioo  v*u.  jt  ist,. 

rPda:=:dr+Sdx    oncT    VQdx-dS 

'  •      ■  ' 

oder 

dV     ' 

>  Wir  erhalten  daher  siir  Bestimnrang  vm  V  die  Diffeceotial* 
Gleichung  .   (    h*       > 


oder 

Diese  GleichaDg,  weiche  zur  Bestimmuiig  tob  F  dieDen  af^ll, 
»t  zwar  wieder  eine  Differential  -  Gleicbong  zweiter  Ordnung,  in- 
dessen hat  man  sie  fSr  eitifaclier  ah  die  ursprünglich  gegebene 
ZQ  halten,  weil  X  nicht  darin  enthalten  ist.  Kann  man  daher 
diese  Gleichung  auflösen,  oder  ist  wenigstens  ein  besonderes  In« 
tegral  derselben  bekannt,  damit  man  F  erhalte;  so  wird  nach 
der  oben  angenommenen  Form  des  Differentiales  erster  Ordnung 
nnd  dem  fflr  5  erhaltenen  Wertbe: 

(5)  Fdy  +  y  (  FPAr  -  d  r)=dxf  VPdx. 

Da  offenbar 

Fdff-ydV 

integrabel  wird,  wenn  man  durch   F*  dividirt,  so  kann  man  statt 
(5)  schreiben: 

d.^  +  '^Pdx=^y^fFPdx, 

.      •         I         .    . 

aod  indem  wir  den  ersten  Theil  durch  a  multipliciren,  setzen  wir 

0d.^+^Pdaf^d.^  =  0d.^  +  ^da; 

alidamn  wird  i 

^=Pdx     und    c^ef'^. 

Demnach  wird  der  erste  Theil  von  (5)  integrabel,  wenn  wir 
ihu  durch 


F« 
multipliciren ;  es  ergibt  sich  demnach 


oder 


(6)  •     \^We-f'''^f%r'^''fVXd.. 


Wir  kOonen   nkm  die  zi|  ifitof^jfeDde  PifTereatial-.Gleidnif 
zweiter  Ordnang  ao  schreiben: 

und  vergleichen  wir  diese  mit  (1).  «o  habep  «rir: 


P=S 


«(« •*•  A«) 


und  hieraus  sogleich 

also 

Wir  haben  zunächst  das  Integral 

ZU  bestimmen,  und  wir  sehen  daher  sogleich,  dass  diese  ktegra- 
tion  sich  einfach  wird  durchnbren  lassen,  wenn  wir  flir  F& 
Form 

(o— 4^ 

annehmen,  wo  v  und  n  positive  ganze  Zahlen  bezeichnca  D* 
deren  Wertbe  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Gleichung  (4  i°' 
dem  wir  darin 

r=      z 9  '• 


dx  Ä*T"i  j*" 

-4^-    — -5^-» —  + JSP + iS 


id  >  . 

Ar""        a^a  —  l^x)'^        *  .   .^ 

)  wie  aoMerdein  die  Werfhe  Ton  P  npd  Q  substituiren.    Wir 
rbalten  alsdann  nach  einiger  Reduction  die  Gleicbang 

^^^^^t(n-l)(«-2H<ii--2)(n-v)a»i+[n(n-l)+i<l+v-^^ 

« 

oranK  sich  folgendf  d'^i  Glciebung«ii<'«q$«h«ni ' 

I.    (n-l)(n— 2)=0, 

III.    n(n— 1)  -I-  «(1  -I-  y— 2ii)=0. 
Aus  I.  folgt  entweder  n=rl  oder  ii=d, 

fOr  n=l  aus  II.    v=n  =  l, 

„    IIL    v=0  oder  v=sl, 

* 

ron  denen  nur  der  letztere  Wertb  gelten  kann»  well  der  erste  der 
Gleichung  II.  nicbt  entspreclen  wurde., 

Kfir  «=2  ist  die  Gleichung  II.  von  selbst  erfflllt,  and  w|r  er- 
kalten |IU8  III.  I 

r  =  I    oder    v:sz2t 

weiche  beide  Werthe  gelten  kennen.    Wir  haben  demnach  C&t  n 
und  V  die  zusammen  gehörigen  Werthe 

fis^l  und  v:=l,    iis=2  und  v=l,    it=2  und  v2=2; 

Ml  wie 

_.     a-^hx         -.      a--bx         .     „      («—Aar)* 
F= >       F= r—    und     V=z- s— ^• 

< 

Fflr  den  «^rst^n.  \Verth  von   F  f rbalten  wir  nun: 
und  nach  (6)  i'>> 


S7t  W0lfer$:   iniefnutan  eHUper 


d.  b.,  indem  wir  statt  der  beliebigen  Constanten  C  setseo: 
Für  den  zweiten  Wertb  von  V  erbalten  wir: 

oder,  indem  wir 
setzen, 

>  

För  den  dritten  Wertb  von    F  wird: 

+ V  («-*«)*  • 

Nacb  der  allgemeinen  Integral -Formel 

/<fcr — 1 6(m-Ht— 2)/^  JJ 
a?«»(a+  6a:)»"  (m— l)iwr«»-^(a+6«)*-*       a(m — 1)  ,/ i^ 

wird  nun 

-^7  «* (a -6^^)«  =  x»(« - bx) - ^^J  ««(«-Ä^ 
wonach  das  cweite  Glied  fortfBUt»  ferner 


■  ;       I 


,1 


I 


f     dx  C  ..    . 

»ch  (6)  - 

idem  wir 

0=6(4-4») 


^  a  — 6j: 

ndlich,  indetn  wir 

A+Ba=A'    und    -fi6=£' 


#  • 


»V 


(^'  +  S'x)x* 


•      •> 


1  J8',  wie  vorher  A  and  ^^  sind  die ,  beliebigen  zwei  Con- 
1,  welehe  der  zweimalige»  Integration  •  entsprechen. 

•  •  • .     : 
II  .1  * 

iae   sweiie  Differential -Gleidiung    nweiter .  Oriaiaig  inditt 
1  denuielbeB  Werken  pag.203»  n&mlloh*   >       . ;  .    .  \   i        ^^ 


ddy^^z=0. 


I  •  ■ 


ren  Integral  an  demselben  Orte       ' 

y=i<ar4  sin  j^-g-  iogar  +  a  J 
3hrt  wird. 


I'  • 


m  dieses  herEuleiten,  gehen  wir  auf  die  Aufgabe  99.  pag.  60. 
c,  wonach  man  eine  Differential-Gleichung  zweiter  Ordnung 
ne  erster  Ordnung  zurfickflihren  soll«  weon  die  erstere  erst 
homegeo  wird^  indem  lAan  der' einen* Verinderlichsii  y  nIN* 
onen  beilegt  <      ••  '<.•;.. 

^ie  dortige  ,4nfl^ung  ist  nun  folgende.    Set^t  nian 

'  d^:=zpdx    iind    *dpir:qdx, 

hält  man  statt  dier  vorausgesetzten  Differential -Gleichung» 
Substitution  dieser  Werthe,  eine  Gleiohung,,afrifefcs||,.4eii 


998  Wdi/>rf^   H/mn^&k  ehüger 

fier  endlichen  GrOMen.jf*  y,  p  nni}).  Wir  wollen  nm  s«heo, 
wie  dieselbe  in  Rfldnlcht  auf  die  Homo^eneRät  besckJEni  Mm 
wird.  Da,  wenn  wir  fflr  x  Eine  Dimeosioo  annehmen,  y  demi  f 
haben  wird,  so  hat 

-  I 
dy  -        .  dp    '        ' 

P='^    «-"*  ™d   7  =  ^     «— 2  DimeMiooen. 

Setzen  wir  demnach 
(2)  yz=:ü^u»    jaasof^M  Hnd,^G:jr*-*r; 

so  erhalten  wir  nach  (1) 

xdM'\-nudx=^idx    and    drctt-fC« — l)#i2£r=9ifjr« 

mithin 

dx        du^    ,^         dt 

oder 

Nimmt  man  aber  die  obigen  Sulistitutiooen  in  der  GkiebiDf 
iwischen  x,  y,  p  nnd  q  vor,  so  flUlt  nach  der  Voranssetnug  die 
Veränderliche  x  ganz  fort  nnd  man  erhftit  eine  Gleichong  swiMki 
diin  drei  flvlMin  n^  i  nnd  e  aUeib,  lütteM  wdclitr  man  t  4iiitft 
IC  nnd  I  bestimmen  haiib.  SahUitaipt  min  diesen  Wertfa  viit 
in  (3),  so  erhftit  man  eine  Differential- Gleichong  erster  Ord»| 
swischen  den  zwei  Verfipderlicheii  m  und  L  Mittelst  dieser  Qe- 
chung  wird  also  i  dnrch  u  bestimmt  werden  kSuneo,  ond  indfa 
man  diesen  Werth  von  t  in 

dx         du 


X       i-^nu 
snbstitairt,  kann  man  nan  x  dnrch  ti  bestimmen,  nnd  wdlBacb(!) 

•  »  .  t 

Ol* 


»      I 


üt^  e^itt  mta  eine  Integt«!  ^  CieidMii^^  !awisd»en  «  ndl  y,  m^ 
zwar  wegen  der  zweifachen  Integration  eine  ToUsündige« 


Wendiitl  fHr  dies^'Reg^h    ttüf  die  fötlitfgtaae  Mtäitttial- 
Gleichnng  zweiter  Ordonng  an,  wi^lche  wir  so  schreiben  kSooei: 

iltf^^rlkiUkW'«fir'>M«h  (t)      "^  •  '    ' 


U^    fte*+y«iJ, 

Da  offenbar  die  GleichuDg  I.  am  eUifachateD  homogen  wtrcl» 
enn  man  y  die  Dim^neioD  0  beilegt^  eo  wird  oaA  (2)  filr  n=0 


,=«,    p=-,    y=^ 


od  nach  II. 


*         I     I 


»    /       -IJ».      I*  Jl». 


•  ^  •  ^    •  t  ■   4  1, 


ftUd 

e=— y. 

ermittelst  dieaer  Werthe  wtfd  naclb  (^ 

ni.    dy(-y+0=««?<» 

od  weil  diese  Gleichung  homogen  ist,  indem  wir 

f=3f*,    also    ci^:ä:yi{x-hsij!y 
Btien,  statt  III. 


t    * 


iym 


,         ••       »         J  ,  4     .  .         -  ■  ,, 


olgt  femer 


der  nach  IV. 


dx ^  «.  iÖ ^ 

*       p*  ^.  '        y« 


•      "*""  •■■••  •■^ 


.  I 


a: 1-j  +  jäi* 


ietzen  wir  nun 


!•    /     •.'.   .'-'Ii 


VL    l-«+2*=(f+i)(y  +  x), 
0  erhUt  man  leicht 

äff  fJtx  gdi 

ho 


>  • 


>  '  — 


ii 


'  i:i.iil 


<     I 


WQlftf:    lnS99rMikm  eMger 


wo  b  die  eine  beliebige  Cdnelante^  der  Ifet^ration  i«t.    Gau  iks- 
licb  folgt  aus  V. 


mithin 


VlIL    :r=ft'^)^. 


WO  b'  eine  beliebige  aweite  CoDstante  beseidiDet    Wir  efbakei 
aber  aus  VIII. 


fxi-^-^gb'ß-f 

'  b't-f-Xt-f   ' 


b't-f-xt- 
nod  wenn  wir  diesen  Werth  in  VII.  enbatitnireo: 


'. ' 


IX.     .jfisq    V, „.*',., 1^- _ . 

« 

Ans  VI.  folgt  aber 

/•=-t  +  iV^:i3    und    ^c-{-4V^r3. 

also»  wenn  wir  diese  Werthe  in  IX.  anbstitairen  and  dabei 

^ —  =  B    and    b'€'-fzzi  y 
setzen: 

Ferner  setsen  wir 

aUdann  wird 


«i  V-»  _  ^  ir3  _.  ^ugtY^x  —  CO«  (ip  iog«)  +  «in  (cd  log*).  V^ 

:p"^V'-»  rzcos  (iplog  j;)  —  sin  (olog:r).  V^— I ; 

mitbin  statt  X. 

XI.    y=Äri[(y-l)cos(aloga;)  +  (y  +  l)sin(<»Iogap)V^]. 
Endlicb  «ettm  wir 


DilTereniUU'Gtetehungen  twetter  Ordnung.  S81 

alten  so  aus  XL 

nd  a  die  zwei  beliebigen  CoBstanfen  aind. 

8.  3. 
e  dritte  Gleichang  findet  sich  pag.  '203.,  nSmlieli 

ar  wird  als  deren  Integral 

brt. 

I  dieses  hsrzaleiten»  geben  vrir  auf  die  Aufgabe  HO. 
3«  surfick«  nach  welcber  das  voibständiga  Integral  der  Dif* 
J-Gleicbang  zveiter  Ordnung 

(1) 

rf«  dK,.   ..    dL       dlß    .  dKdh  .  2CI.«<tr,     ^ 

sn  werden  soll. 

$se  Gleichung  wird  nämlich  nach  der  Anmerkong.  pag.  106. 
bei  gemacht,  wenn  man  sie  durch 


icirt,  und  zwar  ist  alsdann  ihr  erstes  voIlstSndiges  Integral^ 
a.  O.  geseigt  wird ; 

ese  Differential -Gleicbung  erster  Ordnung  mnss  man  noch 
ren»  und  da  diess  wegen  der  unbestimmten  Constaotite  bSchst 
!rig  tat,  ?emacblässigt  man  diese  zunächst,  um  zav5rderst 
sonderes  Integnd  am  siudien.    Wir  erbaltei«  dann  aus  der 

DDg 

ixxYin.  10 


2g2  Wfklftrti   infi§r4aiM  eini9er 

indem  man  die  Wand  auszieht: 

dx  +  ILdx  —  *  AT  ^ 


oder 


7  +  2I-*  IT^     *^' 


uod  hieraus 


(4)  yVX/=c«e^  ^  ^      . 

Da  nun  die  awei  Wertbe 


der  Gleichung  (1)  Gett*ge  löiatetti  »o  wird  e«  mtch  dlfe  VerMüdoii 
beider  Werft*,  filerdarcb  tverden  die  *Wel  hdiebig^a  Coostulfl 
ff  und  /J  eiogefahrt,  and  wir  erhalten  da»  TolkfliNHite  htegwf: 


<^         s^vZ*  *Vi 


Toransgesetzt  daaa  V-C  reell  «el;  bing^cil 


(«) 


.v=Ä"-(/^^^+0 


wenn  V^^^P  imagniSr  ist    (n  (6)  sind  «und  /»,  in  (Ö)  kiigeg» 
y  nnd  fi  die  erforderlichen  swei  beliebigen  ConslanCen. 

Vergleichen  wir  nun  mit  der  Gleichung  (1)  die  vocfiegende 


mt.  ist  ofMter 

X 


^^^^^,     fÜMOr    M=^ä^9 


L=o,  Lszi,  b^n;  wUfcb  iV^rgiei/V^  mi  V€=±f, 

/Ldxpdx  _     1 
Ä  -;/  a* — X 

d  ao  nach  (6): 


s 


II.    ,=y8in(±^+t). 


I     I   >> 


er  in[  Debereinstifiiinalig  lAt  der 'inv^ Werke  lufjgefllhrteD  Formel: 


Ide  Wer^e  ipteieli  ,^«}s||ge,  wa^  A  w^  a  eind«  wie  Tor- 
r  /  und  i,  die  erlorderllcben  zwei  betiebigen  ConetaoteD. 


» 

'  §.  4. 


• . : '/ 


Eine  vierte  Gleichung  finden  wir  |Migi3IKk,  JriMk^     .7      f 

•  deren  In^gral  .        , 

jf = Axel + BxiT^ 

'\    '  .  *. -    •      .    . 

iifgefiil|rt  ist 

Wir  nehmen  y  indenv  wir  die  voraasgesetzte  Differential -Glel- 
bang  durcti  a^dx  dividiren,  also  die  Gleichnng 

rbalten,  zn  der  Gleichnng  (1)  des  vorigen  Paragraphen  unsere 
loflucbt  Es  wird  offenbar«  li&datt'  #Tr  beide  Gleichungen  mit  ein* 
ader  vergleichen,  zunftchst 

dK         Ux        .         V      ^  . 
emer  kOnnen  wir  ans 


9B4  Wotfert:  ttttfuOhu  «M|v.  Uglwemmt  OtM. 


Ar* 


>  ! 


tmt 


od«r 


..  '    ;        I  .  :    . 


«chliaMeB.    Dimer  Werth  von  L  leistet  Tol|stindig  Geaflge^ 


4L       dlß 


'•  •     '>     '»      . '•  M  d,' j«-yt"-^ 


.•    •*'/'. 


2ifa:     'Idx     Adx     2dx_idx     2dje 


wird.    Wir  ilfhMetk 


' » 


!^/ 


Xnf« 


T 


ttocl  daher  nach  dar  Gleichong  (6)  des  vorhargdkendaD  Pi 


IIL    gzsAMf+Bxe^y» 
wo  il  und  £  die  swei  beliebigen  Conatanten  sind. 


:5u    •/ 


11  //    »    ■» 


•  / 


•      4*         .  If    •     ,  •     ,    « 


ll 


■•  V  •. 


'.  •  i-  .1   r»'»-:  Ulli  ,*■!  ', »  •»i>7m^^T!MW^~'    .  .1  ...**i    .»  I 


.  jii 


n! 


'V^ 


•rti  .ftue BHlwtek»A tL  Tktorte <k» M»at$n d.  Cmnmtmtele.  98B 

■  I       •    !        •      .  «  »  « I  •«.     .  •     V     .  •      '     # 


;    •  «!      . 


Bntwickeliing  der  Tlheorie  des  Dfaasses  jd^r  Car- 
vator  oder  deä  Bfaasses  dte  Krämtaiiiiigw 


.      Vflft   : 


»     II  • 


dem  Herausgeber« 


Icanntlich  hat  Gauss  unter  dem  Namen:  das  Maass  der 
tur  oder  das  Maass  der  Krümmung  einen  Begriff  in 
>metrie  eingeführt,  welcher  ftir  die  allgemeine  Theorie  der 
I  in  vieleii  Besiehtmgee  voA  grosser  Wishtigleelt  ist  ^md 
r  nicht  geringen  Anzahl '  merkwOirfiger  Folgerungen  föbrt. 
ISS  aber  selbst  beldisrEntviricicelutig  dei*  Theorie  dedlVhasses 
immong  sieb  ganz  elgentfacimliclier,  von  den  gewöhnlichen 
en,  nach  denen  man  sonst  die  allgemeine  Theorie^  der 
I  zu  behandeln  pflegt,  ziemlich  abweichender  Methoden  be- 
io  will  ich  im  Folgenden  diese  Theorie  nach  einer  fflr  den 
cht  in  der  analytischen  Geometrie  mir  mehr  geeignet  zu 
!heinenden  Methode  entwickeln,  wobei  ich  mich  -zugiekh 
ise  an  meine  beiden  im  ersten  und  zweiten  Hefte  dieses 
des  Archivs  veruffentlicbten  Abhandlungen  über  die  Kröm- 
ler  ebenen  Schnitte  des  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipspids 
r  FIfichen  überhaupt  anschliessen  werde. 


I. 


e  allgeroeiM  Olekboag'der  g^tebenim  Flilohe  sei 

AX  F,  Z)=0, 


886    ^'"ffrmmmß  NiVkwiMIMMcioiir  Met  TUoHe  des  Mäana 

wo  Xf  T,  Z  die  Terinderlichen  oder  laafeodeii  Coordilateii  be 
seichDon  sollen»  immer  rechtwioklige  Coor^&naten  Toransgesetzt 


Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Puokt  dieser  Fliehe  sei  {xp), 
so  dass  also  aoch 


fix»  y,  z)=0 

ist;  wenn  aber  fia,  y»  x)  im  Allgemeinen  als  eine  Fmctios 
verSnderlicher  GrSsseo  betrachtet  wird,  so  soll 


ioD  drcief 


geseist  irierdenV  Alle  im' Folgenden  törkcmiU^ndeii 'lAffareotial* 
qoetfente^i  iriüL  ^^MIIq  Oiffemiliadtfto^Ni^^Q-  '  *  >    • ' '  ^  • 

Die  Gleiehnngeo  der  Normale  der  krommen  Fliehe  m  des 
Punkte  (:ryz)  sied  nach  'tei'JAehrea'.der  analytiseben  Gcoaelm 
bekanntlich : 

x-'X  _  r-^y  _  z-^% , 

du  ,         ■  du,  du 

jsnd  wenn  Qndni«  ^,  fdie  180»  nidit  «bevutelgcyid^n^WipiksiM 
wekbe  deri:»i0e  der  beidei»  i  von  de»  f^iwMcte  (siyx)  aosgsM» 
Xheita  dieser  iNoniiaie  mit  dee  poiriitif  en  Tbeileo  der  drei  Co« 
(dinatentten  eiesü^Uiesst,  ^aber.eiaen  gewissen  FaelofheirMtti, 
so  isti 

,     ^iu  ^Bu  ..8it. 


t      • 


älsov  Keü 

CO»  »■  -I-  cos  rif*  +  C08  7*;=  I 

1 


c?  =  ± 


V"©)-*(|)-0''' 


nnd  folgKeh ,  mit  Beaieh^ng  der  isbemi  Md  wteren  MdbM  uf 
einender; 


der  Curpotur  öder  des  MamseM  der  KrAmmuni.  MZ 

cos  9  =  ± 


^m^m^m' 


COS^=3:|. 


8tf 
8y 


fe;+©'+ft")" 


V  ©■+  ©'+ ©■■ 


Die  oberen  Zeichen  in  dieeen  Fonneln  eotspreclie»  ofontar 
«D  einen,  die  unteren  dem  anderen  der  beiden  von  dem  Punkte 
tyx)  auegehendee  Theite  der  Nomale*  Es  ist  aber  n5thig,  ein 
Wtertui^  zn  haben»  roittela^  welches  man  diese  beiden  Theiieder 
formale  von  einander  unterscheiden  kann,  worüber  wir  Folgendes 
«fflerken. 

Wenn  311  wie  gewöhnlich  das  vollständige  Differential  von  u 
ifxeicbnet,  so  ist  bekanntlich 

ucb  d«iu  Obigen  u\  aber: 


au      . 


V  ©•+ (!)■+  d)' 


g=*-«.*V(S)'+ ®)'+  ©■ 


l=*-<V  ©•+  ©•+  (!)'= 


lUo : 


9ii=±(cos<p8ar  +  cosi»;8y  +  cöB;{8x)V  (g^)  +  (^)  +  (&) 

Wenn  nun  aber 

>      *+8ar,    y  +  Ssf,    x  +  8r 


288      Orunert:    Neue  Entwichelung  der  Theorie  des  Siemet 

die  Coordinaten  eines  PaDktes  io  dem  Theile  der  Normale  stnd, 
welchem  die  Winkel  ^$  ^9  %  entsprechen ,  so  ist  offenbar: 

dy  =  cos^  V3a:«+öy»+82«, 

ax=cosx  V  Sj?«+ay«+8a«; 
also :  ; 

eoBqidx  -f  cos^l/dy-l-  cosxSx- 
==(cos9*+  cos^'  +  cosx*)  V"8x*+8!y*+8i* 
=  V^8jr»+8y*+fe«, 

and  folgileb  nach  dem  Vorhergehenden: 

a.=±Vsw+ir..V(S)%(|X+(|)-- 

4 

Also  Ist  811  fiar  den  Theil.  der  Normale,  welchem  im  Obi|^iiie 
oberen  Zeichen  entsprechen,  positiv «  fiir  den  Theil  der  Nomale 
diagegen,  welchem  1m  Obigen  die  unteren  Zeichen  eotsprecbn 
negativ;  und  nennen  wir  also  die  Seite  der  krummen  Flick, 
nach  welcher  hin ,  von  dem  Punkte  (xy£i  an  gerechnet,  Sk  si 
weil  fiXt  y^  2)=:0  ist»  also  auch  k  positiv  ist,  die  positive  Seite, 
die  Seite  der  krummen  Fläche  dagegen,  nach  welcher  hia,  m 
dem  Punkte  (xyi^  an  gerechnet,  du  und  ans  demselben  firande 
wie  vorher  also  auch  u  negativ  ist,  die  negative  Seite,  soiM 
klar,  dass  man  in  den  Formeln 

8a 

cos9)s=± 


cos^  =  :t. 


hu 


8z 
cosx=± 


>[©'*(^y*m 


lie  oberen  oder  onteroD  Z^ichoD  MhiQffn  muss»  jenaehdem  der 
ntfiprecbende  Theil  der  Normale  auf  der  positiven  oder  negativen 
$0ite  der  kroromen  Fläche  liegt.  Ziehen  wir  daher»  ivie  von  jetzt 
iD  immer  geschehen  soll,  die  Normale  auf  der  positiven  Seite  der 
irummen  Fttche,  so  müssen  wir 

.    du 


.        '    da: 
cos9=^ ^ 


C08^  = 


8z 


V  (E)v  ©v  cry 


letzen. 


Nehmen  wir  z  als  Toniction  der  beiden  unabhängigen  verlin- 
»terlicben  Grössen  a  und  y  an«  so  ist  bekanntlich 

oder 

'     8if_      du    6z         du  Bu  dz 

aUo  nach  dem  Vorhergehenden : 

8m   & 
dz  *dj; 


eo89):=  — 


co»i(;  =  — — p= 


v©'.ue)v(i)-,' 


du 

8* 
co»x= 


>^©'i«t(l)-+^J. 


nO      Gruntrt:   Hiue  EfUwieMung  äer  Theorie  de» 

nnä  Mgüeb,  wean  man  die  oberen  oder  onteren  Sricbfn  a 

du 
jfs^^lf:hdem  ^g-  positiv  oder  oi^otiv  Ut: 

dx 

C08^  =  f 


V>+(I)V^J 


C08t}>=.f 


& 
^ 


\^'<iy^(i)" 


c^axyjb  t  p  i  - 


\^'KS'^ 


Mit  einem  der  Längeneinheit  gleichen  Halbmesser  wofie 
uns  nan  um  den  Anfang  der  Coordinaton  als  Hittelpimb 
Kugelfläche  beschrieben  aenicen ,  und  wollen  die.  Coorduulei 
Punktes»  in  welchem  die  Kugelfläche  von  einem «  von  ibreaj 
telpunkte  aus  mit  der  torber  betrachteten  Normale  panlleij 
gleich  gerichtet  gezogenen  Halbmesser  geschnitten  wird.  I 
r»  9>  ?  bezeichnen,  indem  wir  zugleich  die  beiden  auf  der f 
benen  Fläche  und  der  KugeWächo  liegenden  Punkte  (sf^\ 
(jnf})  in  der  Folg^  der  Kfirze  ^v^geo  einander  entsprtc^ 
Punkte  nennen  werden.    Dann  ist  offenbar  in  Tolliger  Allgeoci 

jr=scos9»    i^=cosi<;,     ;=:cos2 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

dz 


)f=1- 


V"^®)"+(|)"' 


»=T 


dz 


V^ri)V  ^)' 


''»-*"7=*7S^F=^ 


V'+©-+^) 


J 
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ro  man  die  oberen  od^'dle  nnlw^ft  Zeteben  zn  nehmen  hat«  je- 

du 
awfade«!  K-  pea&tiv  oder  negativ  isti 


III. 

»  ..       '      , 
Wir  wollen  nun  ausser  dem  Punkte  {xyz)  der  krummen  Flüche 
loch  zwei  diesem  Punkte  unendlich  /iahe  liegende  Punkte  (^i^i^i) 
ind  {x^^^  dieser  Fläche,  also  überhaupt  die  drei  einander  un* 
endlich  nahe  liegenden  Punkte 

{xyi),    ixiHiZi),    (a?ayt22) 

1er  krummen  Fläche  betrachten.  Die  diesen  Punkten  entsprechen- 
ien  Punkte  der  Kugelfläche  seien 

Die  Flächeoräume  der  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  kram« 
men  Fläche  und  zwischen  den  drei  Punkten  auf  der  Kugel^c)^l| 
liegenden  unendlich  kleinen  Dreiecke»  deren  Ebenen  oi^eobar.je^^'< 
ander  parallel  sind,  weil  sie  auf  parallelen  geraden  Linien  senk«« 
recht  stehen,  mugen  respective  durch  D  und  D,  und  ihre  Projectio« 
neo  auf  der  Ebene  der  ory  resp^ctive  durch  Dsy  und  ]D«y  bezeichnet 
werden.    Dann  ist  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze^): 

irenB  man.  das^Oibere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man 
sich;  um  von  dem  Punkte  {xy)  durch  den  Punkt  (:riyi)  zu  den 
Punkte  {x^^  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung,  nach  welcher 
inan  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Aze 
der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Aze  der  y  zu  gelangen,  oder  nach  der  entgegengeeeiz* 
ten  Richtung  hin  bewegen  muss;  und  ganz  eben  so  ist 

mit  einer  ,!ranz  fihnlicben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie 
vorher.    Bezeichze«  %vir  nun  das ,  jenaehdem  die  Punkte       ^ 

{xyz),    {xiyizx),    (x^^z^ 

auf  der  krummen  Fläche,  tfhd  die  Punkte 


*}  M.  •.  Archir.  Tbl. III.  S.263. 
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auf  der  Kugeifläche  eine  gleichstimmige  oder  raie  iingladMtui* 
mige  Lage  haben*,   vrovoo  der  Sinn  ao«  dem  unroittelbar  Verlier* 

gehenden  eogleich   ganz  von   selbst  erhellen  wird«  posifir  oder 

J) 
negativ  genommenen  Yerhiltniss  ^  durch  t^  so  kSnnen  wir  nacb 

dem  Vorhergehenden ,  weil  nach  einem  bekannten  Satze  voo  des 
Pffojeotionen 

ist»  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

setzen»  und  diese  GrCsse  virird  das.Maass.  der  Cnrvatnroder 
das  Maass  der  Krfimmung  der  krummen  Fläche  in  demPonUi 
(:rjrr)  genannt»  Insofern  es  sich»  was  wohl  zu  beachten  ist,  oa 
einander  entsprechende  unendlich  kleine  Flächenelemente  aof  iet 
knrtnmen  Fläche  und  der  itugelfläche»  oder  eigentlich  um  die 
Grädze  handelt»  welcher  der  Bruch 

sich  nähert,  wenn  die  Punkte  (^iVi^i)  ^^^  (^«y«^  ^^^  ^^ 
(opys)  immer  näher  und  näher  rficken ,  was  wir  daher  von  jitA  » 
Iq  strengerer  Weise  durch 

A ^ Lfm   »i"-'^>)^  +  »>--y)^i  +fr-y3)ns 

bezeichnen  wollen. 
Setzen  wir  aber 

und 

rt=y  +  -^trf   nt=t>  +  ^,p»   i2=;^ii«f; 

so  wird»  wie  man  leicht  findet: 


und 


ätr  OnnatHT  oder  de»  Hamm  der  rrBmmtmf.  )88 

Nach  dem  Taylor'scbeo  Lehrsatse  ist  nun 

•  » 

vro  die  Reste  Ri »  Ri'  und  R«,  R«'  bekaontlich  in  Besog  auf  die 
Verftodeningen  Jx^f  ^iV  und  d^,  J^  foM  der  aff^eitee.  Ord« 
nang  eiod.    Also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechneng  findet: 

wo  der  Rest 


is  BeiMg  iefi  die  ^räDderangea  ^fdr,  ^y  onil  ,^/^y  ..^ligfi  >ein9. 
GrSsse  der  dritten  Ordnung  Ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen;. 

oder 

«nd  rolglich  «.».,,       \  .  .  '  ^\ 


SM      eruMwii   »me  StümUMtm^  äer  räearte  dm  Mmtm 

Weil  nuo  aber   in   Btmg  aor  die   unendlich   kleinea  Terlode- 
rangen  JiX»  ^\y  und  J^^  J^.  die  Grosse  H  von  einer  hSbereo 

Ordnung  ist  als  ^lOtJ^-^  diyJ^,  so  ist  offenbar 

- '  .» 


folglich 


-  _^  Sjt  8^^     9ty    8t  X 


welcher  allgemeine  Atiadrack  fät  ia»  Maaaa  der  Cmratar  eioer 
weiteren  Entwickeiung  unterworfen  werden  rooss. 


A«e  den  Bui*  IL  bekatanleQ  Fonnel^ 

...  ,  I  .   .     . 

dz 

dt 


in  denen  man'  die  oberen  oaer  unteVen  Zeichen  nenmen  m 

JMiMl^^am.  ^  peaMv  oder,  negatlr  in»,  Mgt  ■donA  WKiimM 
leicht:  I« 

» 

* 
und  .  /        \ .        i'  •  »    «.1      '•  ♦    »  • 


Um  Cmtpottu;  «^  ^Oe»  MmmtMU  äfr  Krammwi§.  Sfig 


3y 


T. 


ar_^  {"'^W  183%  ~8g8^'»» 


AIa«  ist 9  nie  man  mittelst  leichter  Rechnung  sogleich  findet: 
md  folglich  nach  HI.: 


r. 


•"I 


V. 


Bekai^tltch  ^t  nach  den  Lehran  d^  DiferenUMr^dka^g: 


%        « 


d»  .Bu   dx     _         dtt.dudx     . 


also 


du  8» 


8x  ^     S«       8x  ^      / 


.t 


folglich: 


'+ w  +U;  -  — ^5 
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Ferner  hat  man  nach  den  Lehren  der  Uifferentfalrachnag  dk 
folgenden  Gleichangeo: 


8»». -3»«    dx  ,!ßu/dxy.du  8h      - 


3ht        8*u^    ?^    .    ^    ^.  9ht   St    9x^     Bm    Shi  _. 


ana  denen  man  mit  Hfllfe' derNFormeln 

du  Su 

&__     Sä      dx  _      Sy 

de   -  dt 

leicht  erhalt: 


o*t(    8«  9« 


&;  -^^l^iVW  -2^-§'^  +  P-® 


nod 


8*11     /8aiV      Sh$  du  du      ÜHl    du  du.  du  d«  8^. 

und  hleraa«  ergiebt  «ich  darch  leichte  Rechnung ,  weno  ibm  ^d- 
hebt,  WM  dich  imfliebeD,  llsft:     i 
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VW/    /oo;"  c^"     \ca:dyj   \ 


—2 


I 


_^8tt  ft«  }  8%    8»tt_  8«M     8«tt  i 
^'8z  (  dydx  * 8aj*     dzS^*8:r8^| 

_^   8«  8a  i  8»tt     8^11       8«tf     8^u  i 

Bz'Bx  \  dtäx  *  dy^  '^Sxdjf '  8ydz  | ' 

Verbindet  man  non  dies  mit  dem  oben  Gefondenen,  so  ergiebt 
lieh  aas  dem  in  IV.  entwicicelten  allgemeinen  Ausdrucke  von  t 
togieich  die  folgende  merkwürdige  Gleichung: 


/8uy  r  8%«  Ä«     /d^uy , 

\dxj   ?8y«82*  ""V8y8z/   ^ 

/8uy.8^  8«u     /8*««V^ 
+  V^y   «SS*8a:«""vSSiy   < 

/SttVi??  ^     f3hi  y. 
+  V82/    ?8a:«8y*""V8a:8yy  ^ 

8tt   8u .    8«tt    8*tt       8%!    d*tt  . 
*"^8i'S^?SS^*8i«""^'S5i^ 

8«  dttcd^     8%i       Bhi    8»«  > 


8»  8»  >  8>ig    8»tt      ^^i^    3hi  > 
"*^8x   Si  ?  8iSi'8y«  ■"  8«^'^at  J  * 

nittelst  welcher  das  Maass  der  Curvatur  immer  unmittelbar  aus 
ler  Gleichung  der  gegebenen  krummen  Fläche  durch  partielle 
Diferentiation  entwickelt  werden  kann. 

TKeil  XXVUL  90 
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EriDDern  mruts  nun  an  die  beiden  In  der  AbbandlmgNr.  VID. 
S.  aOO.  dieses  Theiltf  bewiesenen  Gleiehtmgei»  % 


nnd  £=AA|,  «o  gelangen  wir  mittelst  de*  Olrigen  aaf  derSlrii 
m  der  Gleichung: 

also: 

Nacb  derselben  Abhandlang  ist  aber  bekanntlich »  wera  £  bb^ 
JBi  die  KrfimmnBgsbalbmesser  der  beid^  Haiq^tschnitt»  in  des 
Punkte  (oryt)  bezeichnen : 


Ä« 


also: 


*^=(3^)'  «^'  *"=±M^' 


der  Cuftämr  oder  dei  Maane$  der  Mr&mmung.  99B 

nan,  wie  ans  dem  Obigen  uDinittellNtf  hervorgeht,  das 
der  ontere  Zeichen  Dimmt,  jeoachdeiii  die  beiden  Grossen 
Stx  9  deren  Bestimmung  inf  der  vorher  erwähnten  früheren 
Inng  gelehrt  worden  ist,  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen 
Uebrigens  aber  leistet  ja  der  ans  dem  Obigen  sich  un- 
ir  ergebende  vOllig  entwickelte  Ausdruck  durch  die  Coor- 
^»  y»  *  des  Punktes  {xyi)  zur  Bestimmung  von  k  Alles, 
m  in  dieser  Beziehung  nur  wünschen  kann. 


Tl. 

nken  wir  uns  auf  einer  krummen  Fläche  ein  bestimmtes, 
;  begränztes  Stfick,  und  von  den  Punkten  desselben  aus 
'  positiven  »Seite  der  Fläche  Normalen  gezogen»  so  werden 
t  diesen  Normalen  von  dem  Mittelpunkte  der  um  den  An- 
sr  Coordioaten  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  be- 
lenen  Kugelfläche  aus  nach  derselben  Seite  hin  wie  die 
len  gezogenen  Parallelen  auf  der  Kugelfläahe  ein  bestimm- 
Icbenstück  einschliessen,  welches  Gauss  die  ganze  Cur- 

der  Figur  auf  der  krummen  Fläche  genannt  hat.  Wie  man 
ganze  Curvatur  mittelst  des  Maasses  der  Curvatur  durch 
egralrecbnung  bestimmen  kann,   unterliegt  keinem  Zweifel. 

aber  jetzt  nicht  meine  Absicht,  diesen  Gegenstand,  auf 
h  später  zurückzukommen  denke,  weiter  auszuführen,  und 
rweise  daher  filr  jetzt  auf  meine  Sphaeroidische  Tri-, 
netrie.  Berlin.  1833.  4».  Fünftes  Kapitel,  und  auf 
Abhandlung  des  Herrn  Professor  Dienger  im  Archiv. 
XIX.  Nr.  XXV. 


«©• 
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X¥II. 

Ueber   die  Integration   der  linearen    Differential^ei- 

changen« 

Too 

Herrn  Professor  Dr.  Peizval 

an  der  k.  k.  Universität  tu  Wios. 


Wer  die  Geschichte  der  'Wisseimchaft  stadirt  hat,  fasd  imnei 
Gelegeoheit,    zu  bemerken,   das«   der  gediegene  Fortschritt  W 
diesem  Felde  ein  specifisch  sehr  langsamer  sei,  und  bat  nitBe* 
fremden  wahrgenommen,   wie  Lehren,   die  man  jetzt  bertitiiir 
unreifen  Jagend  aufdringt,  snr  Zeit  ihres  Entstehens  oft  eil  Di- 
eenniom  brauchten,  om  Eingang  za  finden  hei  der  Gelehrtesffdk'. 
ja  hei  Werken   von  grösserem  Umfange,  wie  s.  B.  Newtoii 
„Principia  oova'S  ^^^  sogar  dazu  mehr  als  ein Menscheute 
noth wendig,  und  gerade  das  letzterwähnte  Werk  steht  da  all  b 
seiner  Art  einziges  Beispiel.    Es  war  allgemein  gekannt,  d€rTcr- 
fasser  als  einer  der  ersten  Gelehrten  Europas  berfihmt,  u'  <* 
wurde  dennoch  nicht  gelesen.    Es  war  in  England  Sitte,  dasWeik 
zu  loben,    darauf  stolz  zu  sein,    mitunter  auch  die  Priorititdes 
Inhaltes  in  Abrede  zu  stellen,  aber  nicht  zu  lesen,  und  erst  (keis- 
sig  volle  Jahre  nach  dem  Tode  Newton's  gingen  nicht  dieEo^ 
Iftnder,  sondern  die  Franzosen  an  das  ernste  Studium  dessdbei. 
Hiemit  im  sehr  grellen  Gontraste  steht  die  ganz  ausserordestficbe 
Geschwindigkeit,  mit  der  oft  kleine  Entdeckungen,  leicht  bwÜck 
f&r  Jedermann ,    in  der  civilisirten  Welt  die  Runde  machet,  m 
dass  man  beinahe  versucht  sein  kSnnte,    als  Regel  anzanehoMB, 
die  gelehrte  Welt  vertrage  die  ihr  in  grossen  Mass»  geboten 
Wissenschaft  nicht,  sondern  man  müsse  sie  ihr,  wie  Anaei,  ISA 
feiweise  eingeben.    Gesetzt  nun   den  Fall,   die  Mathematft  wire 
jetst  noch  in  ihrer  Kindheit  und  die  ganze  Theorie  der  bakeno 
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iscben  Gleichungen  vClIig  nobekannf ,  es  wäre  ferner  einem 
%  Wissenscfaafbforscher  gelungen,  sie  ganz  und  volLstän* 
der  .Form,  welche  sie  durch  die  Bemflhungen  der  grössten 
der  Neuzeit  errungen  hat,  und  in  der  wir  sie  gegenwärtig 
,  aufzustellen,  so  wurde  muthmasslich  solch  ein  Werk 
I  sehr  schwer  Eingang  finden.  Die  Gelehrten  würden  zwar 
»tattern,   aher  schon   bei  dem  Fundamentalsatze,    der  die 

iz  wenigstens  einer  einzigen  Wurzel  in  der  Form  p-f  9  V"— 1 
,  sagen:   wozu  ist  denn  solch  ein  compücirter Beweis  gut, 

isen  es  ja  ohnehin,  dass  jede  Zahl  in  der  Form  p^q^f—V 
nt,  also  auch  die  Wurzel  einer  Gleichung,  und  so  würdeu 
z  um  Satz,  den  einen  (iberflüssig,  den  anderen  ohne  prak- 

Nutzen  finden,  höchstens^ hätte  für  einen  Augenblick  die 
ische  Formel  ihren  Beifall ,  weil  sie  die  Wurzeln  genau  an- 
30  dass  gar  Nichts  fehlt,  würde  aber  doch  bei  der  Erorte- 
is  casus  irreducibilis  ihn  wieder  verlieren.  Ruffini's  schSner 
(,  dass  geschlossene  algebraische  Formeln  über  den  vierten 
linaus  unmöglich  seien,  stünde  vollends  im  Lichte  des  Ueber- 
iten  von  dem  Ueberflüssigen.  Ja,  würde  man  sagen,  wenn 
;ht  blos  seine  Sätze  beweisen  will,  sondern  auch  Muglich- 
und  Unmöglichkeiten,  dann  hat  er  viel  zu  thon.  Man  würde 
'ermuthlich  das  Buch  als  ein  Bündel  unnützer  Spitzfindig* 

betrachten,  der  Vergessenheit  überliefern,  und  vielleicht 
ich  hundert  Jahren,  nachdem  auf  einem  anderen  Wege  die 
nscbadt  sich  zu  einer  gewissen  Hube  emporgeschwungen  hat, 
im  Staube  der  Bibliotheken  hervorziehen,  um  damit  Priori- 
»treitig  zu  machen. 

'em  diese  Darstellung  übertrieben  vorkommen  sollte,  rauge 
ken,  dass  sich  dies  mit  einem  Theile  der  Theorie  der  alge- 
hen  Gleichungen  wirklich  zugetragen  hat,  und  dies  zwar  in 
suesten  Zeit  mit  Fourier's  schuner  Arbeit  über  die  alge- 
hen  Gleichungen  mit  Buchstabenparametem  in  den  Coeffi- 
n,  während  die  In  demselben  Buche  enthaltene  Aufl«>sungs- 
•de  der  numerischen  Gleichungen ,  geordnete  Division  u.  s.  w. 
alle  Lehrbücher  die  Runde  gemacht  hat. 

'leiben  wir  bei  dem  beispielsweise  gesetzten  Falle  stehen 
ragen  wir  weiter :  wenn  also  die  Theorie  der  algebraischen 
bangen  in  ihrer  vollen  Ausdehnung  und  auf  Einmal  den  ge 
n  Zeitgenossen  nicht  beizubringen  wäre,  was  müsste  der 
ler  derselben  thun,  um  ihr  dennoch  Eingang  zu  verschaffen? 
sieht  wäre  das  folgende  Verfahren  das  erspriessliche.  Er 
leDtlicht  zuerst  eine  der  einfachsten  Annäherungsmethoden, 
die  Regula  falsi ,  zeigt  dann  in  einem  zweiten  Memoire ,  dass 
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maa  id  gewisseii  Falles«    und  nameatlich  weao  gloAe  Wi 
vorbanden  nnd,   tob  dieser  Regula  fUei  Dar  geneckt  wiid, 
lehrt»   die  Gleiebnogen  auf  gleiche  Wurxelo  an  uteisn^ 
einer  dritten  Denkecfarift  madit  er  den  greeseii  Fand  der  ( 
niachen  Formel»  ohne  jedoch  hinzuweisen  anf  ihre  ÖBtann 
Eor  numerischen  Berechnung;    dann  kommen    die   gcsdilM 
Formeln  fCr  Gleichungen  des  vierten  Grades   in  BegWtDif 
kfihn  hingestellten  Zweifels»  ob  überhaupt  alle  b«ih«ren  Gld 
gen  Wurzeln  haben ;    dann  wieder  eine  ApproziaiatioosiBd 
nnd  so   wurde  sieb  der  Horizont  dieses  Wissenasweige« 
mehr  erweitern  und  immer  mehr  erbellen  bis  aur  valligeB» 
ligen  Umkebrung  der  Begriffe»  bis  endlich  nach  Ablanf 
Jahre  einige  gelehrte  Köpfe  von  selbi^t  geistreidbe  B 
zu  machen  anfangen»    die   der  Verfasser  anfian|^  we 
macht  hätte,  er  hätte  keinen  Glauben  gefunden;  a*.  B.  der 
matische  Wisseoschaftsforscber   ist   kein  Rechner,    soo 
Denker;  er  kann  das  Einmal  Eins  vollkommen  vergessen 
ohne  desshalb  minder  Forscher  zu  sein.    Die  Theorie  de 
braischen  Gleichungen  bat  nicht  blos  zum  Zwecke  die  n 
Auflösunge  derselben»  sondern  dient  weit  öfter  daau»   die 
rische  Auflösung  zu  vermeiden  und  dennoch  alles   zu  er£i 
was  man  zu  wissen  wünscht.     Die  ApprozimatioBsnietiii 
den  Wurzeln  haben  trotz  der  Muhe»   die  man  daranf  t 
hat»   doch  nur  einen  sehr  untergeordneten  Werth.     Der 
bat  selten  eine  höhere  Gleichung  aufzulösen»    und  gesdudl 
je  einmal»  so  bedient  er  sich  in  der  Regel  keiner  dieser 
ten  Methoden»   sondern  der  regula  falsi.     Die  aflgemeiMii 
der  Theorie  hingegen»  wenn  sie  auch  zur  Ermittelang  ^ 
zeln  gar  Nichts  beitragen»  sind  doch  das  tägliche  Brod  d« 
lysten;   denn  es  geht  beinahe  kein  Tag  vorüber»  wo  er  ottlf 
legenheit  fände»   sie  in  seine  Meditationen  einzofleehfen. 

Der  Leser  wird  vielleicht  etwas  befremdet  fragen ,  w«t 
Erörterungen  dienen  sollen»  die  von  einein  gesetaten  nn 
Falle  ausgehen.    Hierauf  dient  zur  Antwort:  Der  Fall  ist 
möglicher,  er  ist  vielmehr  da  und  zur  Thafsacbe  gewordci 
nicht  im  Gebiete  der  Theorie  der  algebraischen  Gleicbongei 
aber  auf  einem  anderen  Felde»  bei  der  Theorie  der  liDeam 
ferentialgleicbungen  nämlicb»    welche  mit  jener  der  ai: 
Gleichungen  die  durchgreifendste  Aehnlichkeit  hat  and  sie 
überdies  an  Ausdehnung  weit  ubertrifiL 

Ich  bin  seit  mehr  als  zwanzig  Jahren  mit  dieseoi  Ge^eriU 
beschäftigt  und  meine  Forschungen  haben  mich  aibafiblig  nm 
zahlreicheren  und  fracbtbringeadereD  Resoltatea  gefUrt;  et  i 
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nir  aber  dennocb  Rieht  mOglieh^  sie  alsogleioh  zu  verlfffeptliehen, 
ireil  idi  nieh  immer  ausser  Stand  aab,  ans  iboen  ein  gerundetae 
Gaaza  zuaammauasusetzen,  indem  noch  immer  etwa«  daran  fehlte. 
Ala  dies  dqd  aber  endlich  möglich  geworden  war,  hatte  die  Arbeit 
die  namhafte  Ausdehnung  von  einer  gansee  und  fast  dnrcbwega 
neuen  Wiasenachaft  gewonnen  und  bildete  ein  zweibändiges  Werk 
oDter  dem  Titel:    yyljitegration  der  linearen   Differential- 
gleicbuogen  mit  constaaten  und  veränderlichen  Co^ffi« 
cienten'S  von  welchem  der  erste  Band  im  Jahre  1853  erschien«  der 
sweite  aber»  wenigstens  theilweise^  sich  noch  unter  der  Presse  beGa* 
det    Dieses  Werk  wird  sich  nun  routhmassUch  sehr  langsam  Baba 
brechen  und  zwar  aus  mehreren  Ursachen:  erstens  wegen  seiner  gros- 
seren Ausdehnung  und  zweitens,  weil  es  die  Erwartungea  der  mä« 
8ten  Leser  in  derselben  Weise  täuschen  dürfte,   wie  dies  auch 
die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  unfehlbar  tbäte,  wenn 
sie  eben  neu  erfunden  wäre.    Jeder  Leser  geht  nämlich  an  das 
Studium  des  Werkes  mit  dem  Gedanken :  jetzt  will  ich  einmal  sehent 
wie  man  die  Differentialgleichungen  integrirt«  und  findet  statt  des- 
sen,  was  er  sucht,  einer  lotegrationsmethode  nämlich,  eine  ge- 
wisse Anzahl  allgemeiner  Sätze  Ober  die  partikulären  Integrale 
ond  allgemeine  Regeln,  um  die  verschiedenen  Formen  zu  erken- 
nen,   in  welchen  sie  erscheinen  k5nnen.     Es  setzt  dies  nun  ihn 
zwar  in  den  Stand,  bcHtfi  «nralttelbaren  AniAicke  der  Differenilai* 
gleichvng  viel  mehr  von  dem  Integrale  ansnsagen,  als  der  ältere 
Aoalyst  zu  sagen  wnsste,   nachdem  er  wirkli<;|i  integrirt  hatte. 
Er  schätzt  dies  aber  wenig,    oder  mindestens  nicht  nach  seinem 
YoUen  Werthe,  indem  er  meint,  dass  wenn  er  das  Integral  aar 
erst  besässe,   so  wfirde  ec  seine  Eigenschaften  schon  heransbe* 
kommen.    Vergebens  wfirde  man  ihm  sagen,  dass  der  eigentlkbe 
rationelle  Zweck,  den  man  verfolgt,    nicht  der  sein  kCrnie,   sldi 
um  jeden  Preis  einen  wie  immer  gestalteten,   GenOge  leistenden 
Aasdruck  zu  verschaffen,   gleichviel,  ob  sich  hieraus  etwas  Wei- 
teres erschliessen    lässt  oder  nicht,   sondern  vielmehr  der,   die 
Eigenschaften  der  verschiedenen  Integrale  kennen  zu  lernen,  und 
dass,   wenn  man  diesen  Zweck  durch  die  Betrachtung  der  Glei» 
chung  aelbst  und  ohne  alle  Integration  derselben  zu  erreichen  im 
Stande  ist,  die  Integration  ganz  überflössig  wird.    Die  reifere  Er«> 
fahrung  muss  ihn  erst  lehren,   dass  man  wirklich  integrirt  haben 
und  trotzdem  so  klug  sein  kann,   wie  zuvor,    indem  der  Anblick 
des  Integrales  ein  ebenso  trostlos  undurchsichtiger   wie   der  der 
DiSerentialgleichung  aelbst  sein  kann,   für  denjenigen  wenigstens» 
dem  die-  oberwähnten  allgemeinen  Sätze  und  Kegeln  wie  unnützer 
Ballast  vorkommen  und  für  den  nur  Integrationsmethoden  Werth 
haben. 
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Es  liegt  nan  mir  ganz  begreiflicher  Weise  daran,  mäncB 
Forscbangen  anf  dem  Felde  der  linearen  DüFereotialgleidiiiDgeB 
eine  mSglichst  schnelle  Verbreitung  zu  Terschaffeo  und  selbst 
diejenigen  Leser  in  den  Kreis  der  Bearbeiter  dieser  schunen  und 
anmuthigen  Wissenschaft  hineinzuziehen,  die  mit  unerfoUbareD 
Erwartungen  an  das  Studium  derselben  gehen«  selbst  wenn  dia 
nnr  auf  Koisten  der  wissenschaftlichen  Strenge  möglich  wäre. 
Crerade  so  also,  wie  der  hypothetische  Erfinder  der  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  zweckmässig  damit  anfangen  kurmte, 
die  regula  falsi  zu  veröffentlichen  oder  eine  andere  numerucbe 
Approximatiopsmethode«  will  auch  ich  hier  anfangen »  die  lote- 
grationsmethoden  selbst  der  mathematischen  Lesewelt  vorzofiilireo« 
Man  wird  dann  sehen,  dass  sie  sämmtlich  sehr  einfach  Bind, 
gerade  so,  wie  die  Auflusungsmethoden  bei  den  algebrajscbei 
Gleichungen,  man  wird  aber  auch  andererseits  das  Bedarfoi» 
allgemeiner  Sätze  und  Regeln  fiber  die  Borm  des  Integrales  k» 
nen  lerneii,  weil  ohne  sie  sehr  Vieles  in  diesen  Methoden  oq- 
moti?irt  erscheinen  wflrde  und  Veranlassung  gäbe  zu  Fragen,  wie: 
aber  warum  macht  man  denn  hier  gerade  das  und  nicht  etms 
anderes? 

Der  lotegrationsmethodea,  die  hier  auseinandergesetzt  werdes 
sollen  y  sind  vier.  Jede  von  Ihnen  hat  ein  besonderes  Feld  der 
▼ofziigsweisen  Braochbarkeit  Sie  sind ;  erttens  das  lotefri* 
ren  In  Form  von  aufsteigenden  Reihen;  zweitentia 
asymptotische  Integriren  In  absteigender  Form;  drit- 
tent  das  Integriren  durch  bestimmte  Integrale  uDdrier* 
ient  das  Ermitteln  der  algebraischen  Gleichung,  a» 
deren  Wurzeln  die  partikulären  Integrale  der  Differentialgtaebnig 
abgeleitet  werden  kOnnen. 


I. 

Integration    in  aufsteigenden  Reihen. 

Es  lässt  sich  bekanntlich  eine  jede  Funktion  einer  ehtä» 
Veränderlichen  x  aufsteigend  nach  Potenzen  von  x — a  fermftteisf 
der  Mac -Lau  r  in' sehen  Formel  in  eine  Reihe  entv^ickelo,  onter 
a  eine  nach  Belieben  zu  wählende  Grosse  verstanden;  so  aoei 
das  Integral  einer  Differentialgleichung,'  und  es  ist  aocb  wk^ 
anbekannt,  dass  die  Coefficienten  der  das  Integral  so  darstelio* 
den  Reihe  ohne  alle  Integration  durch  den  puren  Akt  de«  Dif^ 
rentiirens  und  Auf  losens  von  Gleichungen  gewonnen  werden  koofle^* 
Ist  nämlich  die  Differentialgleichang 
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I 

P  =  0, 

P  einen  Ausdruck  verstanden,  der  in  sieb  enthält: 

^'    *'    dx     ^  *    Ar«     ^ '•"•  rfir"~3^    ' 

ültig  übrigeDs»  ob  nach  den  letzteren  linear  oder  nicht,  und 
snkt  sich  anstatt  ^  eine  beliebige  Funktion  von  x^  gleich- 
ib  Integral  oder  nicht»  aber  in  Reihenform  aufsteigend  nach 
«n  von  X  —  a  geordnet,  substituirt;  so  wird  auch  P  (iber- 
in  eine  solche  Reihe,  und  bezeichnet  man  noch  überdies 
y',  y*,  ...•  P,  P',  P",....  dasjenige,  was  ans^,y,^^,..,. 

dP  iPP 

,  F^  =  -TZ »    /'"'  =  •jrj  >  •  •  •  •    wird ,    wenn   man  x   durch  a 

;  so  sind  kraft  der  M a c-L au rin* sehen  Formel  diese  zwei 
1 ,   die  fiSr  y  und  jene  fflr  P,  die  folgenden : 

y  =  y  +  y'(x-a)  +  Jy^Cj:— «)•+  ...., 
P=P  +  P'(j:— a)  +  |P''(j:-.tf)«-|. 

gilt,  wie  gesagt,  fiir  jeden  beliebigen,  anstatt  g  gesetz- 
erth  in  Reihenform.  Ist  derselbe  aber  ein  Integral,  dann 
in 

P=:P'=:P"  =  ....  =  P=0, 

• 

steni  von  Gleichungen,  das  zur  Auffindung  des  Integrales 
he n form,  d.  h.  zur  Ermittelung  der  Coefficienten,  verwendet 
II  kann,  und  namentlich  wird  die  erste  dieser  Gleichungen, 
lie  P  =  0,  zum  Werthe  führen  von  y("),  der  eindeutig  aus- 
wird,  oder  mehrdeutig,  je  nachdem  diese  Gleichung  nach 
em  ersten  Grade  oder  einem  höheren  angehört.  Die  zweite, 
die  P'  =  0,  wird  y("+i)  geben,  und  zwar  meist  durch  Auf- 
einer Gleichung  des  ersten  Grades,  somit  eindeutig,  wenn 
ur  einen  einzigen  Werth  erhielt,  und  rdeutig,  wenn  yC")  r 
liedene  Werthe  besass.  Ebenso  gibt  die  nächstfolgende 
,  d.h.  die  P"  =  0,  das  y("+2)  u.  s.  w.  Die  AnfangscoefB- 
n  der  Reihe  jedoch,  nämlich  y,  y,  y,  ....y(«-i),  werden 
Igemeinen  aus  diesen  Gleichungen  nicht  bestimmt  und  «ipie- 
-»mit  die  Rolle  von  n  verschiedenen  Integrationsconstanten 
mthalten  zugleich  in  sich  den  Beweis,  dass  man  mit  der 
:hnong  des  allgemeinen  Integrales  beschäftigt  sei.  Dies 
ist  sehr  einfach  und  schon  längst  bekannt,  hatte  aber  bis- 
icht  den  geringsten  Nutzen  gebracht,  weil  bei  den  so  erhal- 
Reihen  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Glieder  gebildet 
sn,  und  folglich  auch  das  allgemeine  Glied,  selten  ermittelt  wer-^ 
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den  konnte,  ond  well  der  eo  gewonnene  Ausdrack  seiner Cndorch- 
siehtigkeit  wegen  über  die  Natur  den  Int^ralen  gar  Nichts  lehrt«. 
ond  man  sich  sehr  leicht  fiberzengen  kann,  das«  selbst  die  ^• 
lichtvollste  Funktion  von  x^  die  man  als  ein  Integral  der  Diff^ 
rentlalglelcbang  auf  einem  anderen  Wege  ermittelt  hat,  durch  dif 
hier  zur  Sprache  gebrachte  Int^rationsmetbode  in  Reibenforai 
dargestellt,  ihre  Durchsichtigkeit  gftnzlich  verliere  und,  gewUser- 
messen  in  ihren  Bestandtheilen  chaotisch  xosanmeng«worfea,jedci 
Anfschluss  über  Periodicität,  Maxime  nnd  Ulnima  oder  NoHwerth« 
der  partikuliren  Integrale  verweigere.  Ks  Ist  dies  eine  mtfirüehe 
Folge  des  Umstandes,  dass  die  Reihenforro  ein  allen  FosktuNiei 
passendes  Kleid  ist,  folglich  zur  speciellen  Unterscbeidnig  d«- 
selben  von  einander  und  Ermittehiog  ihrer  besonderen  Eigeiucbif- 
ten  ganz  und  gar  untauglich  ist« 

Es  wäre   hier  sehr  wichtig,   diese  vClIige  Untanglicfakeit  der 
Reihenform  zur  Erörterung  der  besonderen  Eigenschaften  des  In- 
tegrales durch  Betspiele  nfiher  zu  begrffndeti.    Wir  mfisseo  jedodi, 
um  die  Grenzen  dieses  Aufsatzes  nicht  zu  überschreiten,  es  dm 
Leser  fiberlassen,  sich  diese  analytische  Erfahrung  zu  verscblB, 
ftgen  aber  doch  die  Bemerkung  an,  dass  z.  B»  eine  trigODOB» 
frische  Funktion,  wie  Sinx  oder  Ceso?,   ingleicben  anch  cioU 
garithmus,  sehr  bereitwillig  geometrisch  constmirt  vor  dieAagea 
des  Geistes  trete.    Man  bringe  sie  In  Reihenferm,  multiptidre& 
so  erhaltenen  Reihen,  zwei  oder  mehrere,  mit  gewissen  Cctft» 
ten,  und  addire  sie,  so  kann  man  Reihengebilde  erbalteo,  dem 
es  nun  und  nimmer  anzusehen  ist,   aus  welchen  lichtvollen  An- 
drücken sie  hervorgegangen  sind,  nnd  dies  ist  Im  Weientikha 
der  Fall  desjenigen,  der  aufsteigend  in  dieser  Form  lotigTiri 

Wenn  nun  aber  auch  diese  Reibenform  zur  Erortenif  der 
speciellen  Eigenschaften  der  Integrale  im  Allgemeinen  «kh  ik 
imtrflglich  erweist,  so  ist  sie  dafür  desto  nfitzlicher,  jafiieutifie 
einzige,  derer  man  sich  bedienen  kann,  um  ailgemeioe  Eo:«' 
seinften,  wie  z.  B.  Existenz  des  Integrales,  zu  beweiseiL  So 
wflrde  n.  B.  in  der  eb^n  angeßihrten  Dednction  zugleich  onniKd- 
bar  der  Beweis  liegen,  dass  eine  jede  DUEereniiaiglekli«^  ^^ 
jiten  Ordnung  ein  allgemeines  Integral  mit  n  willkuhrlickn  Cm* 
«tanten,  das  stets  in  Form  einer  aufsteigenden  Reilie,  geordsM 
nach  Potenzen  von  nr— *«,  zu  erhalten  ist»  besitze,  weu  ncli 
nur  darthun  liesse,  dass  die  Reihen,  z«  welchen  man  so  gelabt, 
«och  wirididi  gewisse  Funktionen  von  x  repräsentiren,  m  m^ 
aber  nur  dann  Icann,  wenn  man  ihre  Conv^genz,  wenn  Mcbur 
jEär  gewisse  a  und  begrenzte  sp,  nacbzuweisen  im  Stasjb  bt  f^ 
lineare  UUierentialgleiefcungttn  nil  algebraisehen  und  ^weo  Coefr 
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lenten  habe  ich  diesen  Fandamentalbeweis  in  BiDgaiige  neioe« 
Werkes  gegeben,  und  er  spielt  alldort  dieselbe  Rolle »  wie  in  der 
dieorie  der  algebraischen  Gleichungen  der  Beweis  des  Fondamen- 
alsatzesy   dass  eine  jede  Gleichung  des  fiten  Grades  mhidestens 

üioe  Wurzel  besitze  in  der  Form  p  +  9  V— 1,  und  es  bleibt  spS- 
eren  mathematischen  Wissenschaftsforschern  dberlassen,  diesem 
richtigeo  Beweise  eine  grossere  Allgemeinheit  zu  verschaffen. 
Heran  l(o6pft*sich  die  Bemericung,  dass  das  I8ngst  bekannte  Inte* 
;riren  der  Differentialgleichungen  in  Reibenform  zwar  bisher  den 
Analysten  beinahe  gar  keinen  Nutzen  gebracht  hat,  aber  nicht 
larum,  weil  es,  absolut  genommen,  unbrauchbar  ist,  sondern  nur 
larum,  weil  man  es  zu  Zwecken,  zu  welchen  es  brauchbar  Ist, 
icht  verwendete,  und  hieraus  fliesst  wieder  eine  besondere  Er- 
nahnung  an  den  Wissenschaftsforscher,  Ober  eine  Methode  un* 
nittelbar  den  Stab  nicht  zu  brechen,  weil  sie  zu  einem  bestimmten 
Zwecke  sich  nicht  verwenden  lässt,  sondern  vielmehr  auf  die  Cr- 
ache  dieser  NichtVerwendbarkeit  zurückzugehen  und,  darauf  ge- 
itfitzt,  die  Frage  zu  stellen,  ob  sie  vielleicht  zu  anderen  Zwecken 
md  unter  anderen  Umständen  sich  als  tauglicher  erweisen  könne. 

Nun  weiss  man,  dass,  wiewohl  die  Mac «Laurin' sehe  For- 
nel  im  Allgemeinen  immer  und  jede  Funktion  zu  geben  geeignet 
8t,  dies  doch  eine  Ausnahme  erleide  bei  gewissen  Funktionen 
md  fOr  gewisse  Werthe  von  a,  för  welche  dieselben  stetig  zu 
sein  aufhören.  Wfirde  es  sich  daher  in  gewissen  Fällen  heraus- 
stellen, daeis  die  auf  die  Mac  -  Laurin 'sehe  Formel  gegHln- 
dete  Integrationsmethode  zur  Ermitteimg  des  Integrales  für  ein 
gewisses  a  nicht  zureiche,  so  liegt  auch  der  8chlass  nahe,  dass 
Jieses  Integral  nothwendig  einen  flir  ar  ==  a  unstetig  werdenden 
Bestandtheil  in  sich  schliessen  muss,  und  dies  wGrde  nun  eine 
Eigenschaft  sein ,  welche  diesen  Bestandtheil  vor  den  fibrigen  her- 
lushebt  und  nach  der  Natur  der  unstetig  machenden  GrOsse  zu 
Vagen  veranlasst.  Man  fragt  also  in  einem  solchen  Falle ;  ist  die 
unstetig  machende  Ursache  ein  Nenner,  wie  (.r  — a)^,  und  sagt, 
i^enn  das  ist,  so  wird  die  Befreiung  des  Integrales  von  diesem 
Nenner  es  unmittelbar  unter  die  Herrschaft  der  Mac-Laurin- 
schen  Formel  zurückfahren  müssen ,  oder  ist  die  unstetig  maehende 
Crsache  ein  Bestandtheil,  wie  log(«  —  a),  dann  wird  die  Sonde- 
rling dieses  logarithmischen  Faktors  zu  demselben  Ziele  flihren. 
Die  von  mir  eingeleiteten  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dass 
beides  der  Fall  sein  kCnne  dann,  wenn  die  Differenz  ^r  —  et,  nach 
M'elcher  das  Integral  aufsteigend  entwickelt  werden  soll,  als  Fak- 
tor des  ersten  Coefficienten  der  von  Brflchen  befreiten  linearen 
Differentialgleichung  erscheint,  d.  h.  wenn  die  Differentialgleichung 
auf  die  Form  gebracht  ist: 
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io  der  die  CoefGcieoten  Äu»  ITn-iy  JT«-.«».«..  Jlt,  X^  algebraische 
und  ganze  Fonktionen  von  x  sind»  und  wenn  Äu  den  Faktor  x—a 
ein  oder  mehrere  Mal  besitzt.  Das  wirkliche  Integriren  in  Reiben- 
form  ist  wohl  so  ausserordentlich  einfach ,  dass  es  kaom  einer 
Exposition  bedarf.  Nicht  gar  so  gut  einzusehen  sind  aber  die 
dasselbe  begleitenden  analytischen  Kunstgriffe  und  dann»  was  fskk 
daran  schliesst  Ich  werde  sie  hier  in  den  specielUten  Fallen  in- 
geben»  jedoch  ohne  Beweis«  welchen  letzteren  der  Leser  noüh 
wendigerweise  in  meinem  grosseren  Werke  aufzusuchen  babes 
wird.  Ich  nehme  den  am  allerhäofigsten  vorkommenden  Fall  u, 
dass  Xn  einen  einzigen  Faktor  as-^n  besitze.  Der  nächst« 
Scbluss»  den  der  Rechner  aus  diesem  Umstände  zieht,  ist,  dm 
ein  einziges  partikuläres  Integral  und  nicht  mehr  ▼orhanden  sei 
welches  für  a;  =  a  in  den  Ausnahmszustand  des  Unstetigwerdea« 
geräth»  und  zwar  zunächst  durch  das  Vorhandensein  eines  Dhi- 
sors  (o:— «)*»  allwo  k  den  leicht  berechenbaren  Werth 

(2) 

hat,  unter  Xn-i  und  Xm  analog  der  früher  eingeführten  Beieicb' 
nungsweise  dasjenige  verstanden,  was  aus  Xn-i  und  Xn  ^-rz 

wird,  wenn  man  x  durch  ix  ersetzt.  Und  so  lange  der  £xp«MBt 
,k  nach  dieser  Formel  nicht  in  eine  ganze  Zahl  fiberf^dit 
gleichgiltig  ob  positiv  oder  negativ,  wird  immer  die  SoaderoDS 
dieses  Nenners  hinreichen,  um  das  partikuläre  .Integral  seines 
Ausnahmszustande  zu  eotreissen  und  in  Reihen  form  darstellbar 
zu  machen.  Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache  in  den  n-' 
nicht  seltenen  Fällen,  wo  k  in  eine  ganze,  entweder  negatiu- 
oder  positive  Zahl  fiber<;eht.  Der  Faktor  x — a  des  erstes  CW 
ficienten  hurt  zwar  auch  dann  nicht  auf,  im  ersten  Falle  aofeiB 
partikuläres  Integral  mit  einem  Faktor  (^  — a)*,  im  zweiten  mit 
einem  Divisor  {x^-ti)^  hinzudeuten,  er  gibt  aber  noch  überdies 
Zeugniss  von  einer  im  Integrale  vorkommenden  Ic^arithmischeo 
Transcendenten ,  namentlich  \o%{x — a),  die  auf  eine  andere  WeUe 
im  ersten  und  wieder  auf  eine  andere  Weise  im  zweHea  Fafle 
erscheint.  Ist  nämlich  A=: — A  eine  ganze  negative  Zahl,  »o 
existirt  ein  einziges  partikuläres  Integral  mit  dem  Faktor  (f  b)^- 
welches  der  Reihenentwickelung  vermittelst  der  Mac-Laoria- 
sehen  Formel  gar  nicht  wiederstrebt,  nur  dass  diese  ordonags- 
massig  h  an  der  Zahl  der  Null  gleiche  Aufangsglieder  haben  wird; 
aber  dieses  eine  partikuläre  Integral  entzieht  alle  übriges»  a-1 


dw  iinearen  DifferentiaigMchungtn.  309 

Zahl,    der  Herrschaft  der   Mac-Laarin'acben   Formel, 

erst  Tom  Aten  Gliede  angefangen,   und  zwar  darum,   weil 

alle   einen  Bestandtheil    wie    {x — tt)*.z.Iog(j: — n)    wirft, 

X — a)*.2  für  sich  ein  partikuläres  Integral,    und   zwar  das 

rwähnte,   einzige  entwickelbare  vorstellt.    Im  letzten  Falle 

,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  verhält  sich  die  Sache 

anders  und  gewissermassen   umgekehrt    Es  ezistirt  näm- 

I  einziges  partikuläres  Integral  mit  dem  Nenner  (x — a)^, 

eses   vermag  weder  unmittelbar,    noch   nach   geschehener 

ung  dieses  Nenners  in  Reibenfbrra  berechnet  zu  werden, 

I  nebst  diesem  Nenner  noch  die  Transcendente  log(x — a), 

rar  in   n  —  1   verschiedenen   Gliedern  enthält.    Die  übrigen 

iären  Integrale,    n  — 1  an  der  Zahl,  aber  sind  unmittelbar 

ibar  in  Reihenform.    Diese  drei  hier  aufgezählten  Fälle  er- 

je  eine  andere  Behandlung.    Ist  nämlich  erstens  U  keine 

Zahl  und  auch  keine  solche  Funktion  der  In  der  Differen- 

chung   erscheinenden    Parameter,   dass  es  gelegentlich  in 

anze  Zahl    übergehen  kann,    so  fangt  man  damit  an,    die 

ntialgleichung  nach  der  oben  angedeuteten  Methode  inUeihen- 

u  integriren,   das  System  von  Gleichungen: 

P  =  P'=:P*'  =  ....  =  0 

lend.    Diese  Gleichungen  sind  hier  speciell: 

(3) 
[„y(-)+X«-iy(»-»)+X»-2y<— «)  +  ... .+Xiy'+Xoy=0, 

Uy(i.+i)+Xi,-i^y<«)  +  X«-2  ^y<«-»)+...+Xo  1  y' 

+Xi.'    3       +X„-i'3  +Xi'3     +Xo'y=0, 

C.y<-+«)+  Xi,-i  ^yC"+i)+  Xi-2  \  yC)+... 

+2X„'    5  +2X«-i'(  +2Xo'^y' 

+  X«''    )  +  Xi^J +Xo^yäO 


en  allen  verschwindet  gegenwärtig  das  erste,  mit  dem  Fak- 
%  verbundene  Glied,  weil  x-^a  ein  Multiplicator  von  Xn 
n  Folge  dessen  bestimmt  die  erste  Gleichung  nicht  wie 
y<"),  sondern  y(»— *)  in  linearer  Funktion  der  y,  y ',.... y("-*), 
1  letzteren  man  als  lotegrationsconstanten,  n— 1  an  der  Zahl, 
aen  kann.  Daranf  gibt  die,  zweite  y(n)  als  nach  eben  diesen 
Constanten  linearen  Ausdruck.     Die  folgende  dritte  liefert 
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ebenso  yC«-H)  a.  8.  w.  und  eg  siod  diese  (Br  y("-*),  yW,  y<Ht),_ 
gpefWODuenen  AnsdriTeke  besMIicii  gebrocbeo  durch  die  Phiddrte 
Mo»  ^19  I^i' ••••9   d>€i  gegebeb  sind  dareh  die  GleicboiigeD: 

M,:=:Xi,-i(X.-i  +  XO(X«-i  +2X.'). 


Mr=X«-i(X«-i  +  X«')(X..-i  +  2X.')....(Xi-i  +rX.'), 


«sd  oinnit  mao  an,  dass  der  seiner  linearen  Form  nach  beiooite 
Werth  von  y(M^-i)  ansgedrikkt  werde»  wie  Mgt: 

yCfr-i)^j^|[0,r]y+[l,r]/  +  ....  +  [«-.Or]y««^|, 


so  sieht  offenbar  der  aur  diesem  Wege  gewonnene  und  nach  des 
n— «1  Constanten  geordnete  Wertb  von  y  folgendermaasMo  us: 

»-  yL*+  Mo   1. ...(«- 1)+  M,     l....it+"-J 


+y 


# 


und  stellt  ein  Integral  der  DIfferentlalgleiebung  der  «ten  Ordnef 
mit  n — 1  Constanten,  folglich  kein  allgemeines  dar,  stmdcreai 
dnrcb  den  Zusats  von  noch  einem  einstgen  Genüge  lei^ieodeB 
Werthe  mit  einer  einzigen  Constante  za  vervollslflndigMde&  0> 
au  diesem  einen  Werthe  zu  gelangen,  befreit  man  von  de»  Ret' 
ner  Or— 'a)^»  der  ihm  anhängt«  vermittelst  der  EtnlHitiiiit  ditr 
neuen  Teifndertfcben  t  anstatt  f/  durch  die  Snbsfitttttofls 
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rd  eioe  neue  DiffereDtialgieichung  erhalten,  aus  welcher 
n  betretenen  Wege  dieees  eine  partikuläre  Integral  ohne 
d  zu  haben  Ist.  Es  kann  noeh  bemerkt  werden,  dass  die- 
rfahren  gelegentlich  mit  einigen  Modifikutionen  auch  dann 
u  einem  Integrale  mit  n  — 1  Constanten  führe »  wenn  k  zwar 
vnze  negative  Zahl,  aber  eine  solche  ist,  deren  numerischer 
anter  der  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleichung  liegt 
eten  ein  emsiges  Beispiel  in  der  Differentislgleichang : 

ist  hier:  JT^ssor,  JKm.i  =  0,  n  =  4;  (biglich  hat  man  kraft 
rmel  (2):  As — 3.  Es  deutet  dies  auf  ein  in  Reihenform 
Ibares  Integral  mit. dem  Faktor  a^  und  auf  einen  Bestand- 
lea  allgemeinen  Integrales  mit  dem  Faktor  x^  log j?.  Eid 
liäres  Integral  mit  drei  Coostanten  lässt  sich  hier  frei  tod 
igo*  und  folglich  in  Reihenform  aufsteigend  nach  x  geord- 
rstellen;  das  allgemeine  mit  vier  Constanten  versehene  In« 
jedocb  vermag  dieses  nicht.  Wir  gewittned  hier  auf  dem 
der  Differentiation: 


I  doreb  NoIbctatB  da*  »  and  ntcbberige  AHfiaming: 

yl''=y',  yF     ^y«,  y^/=Jy-'. 

yW/^Jy',  yWXl^jljy-,  y/X=^y-, 


y''^>=1.4.7..!.(ar-^/-    y^'^"  =  2.8.8..!(3r-l)y 

y'"+***sx9z:;^y*- 


n 
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Bier  lassen  sich  also  die  y' ,  y^ »  y^  als  drei  IntegiafioaM«» 
stanten  betrachten,  und  es  gibt  die  Mac*Laurin'sckt  Fomd 
das  nach  diesen  drei  Konstanten  geordnete  Int^ral: 

+y'.a"L2i +81-2*' +giO**'+ nro:%*'+- •] 

+ y"**[ä + gl  •  3*' + 9!  •  o'* + rä  •  STO**  +  ••] 

Es  ist  aber,  da  ibm  eine  Constante  feblt,  nicht  das  allgeaeiM; 

und  es  ist  unerlässlich»  um  das  letztere  gleichfalls  in  ReiheofonB 

zu  erbalten,  der  Eiofilbrung  von  zwei  neuen  Veränderlichen,  etn 

z  und  u  anstatt  der  einen  y  voranzuschicken  hier  durch  die  Sa^ 

stitutio'n : 

iy=:z-|-tix'.logx. 

Sie  gilt  speciell  filr  die  Gleichung  (4)  und  ist  als  ein  spedefe 
Fall  enthalten  in  der  flir  die  allgemeine  Differentialgidcbaog  (1) 
mit  einem  einzigen  Faktor  a  —  o  im  ersten  Coefficienten  JU  fr 
den  Fall  giltigen,  dass  £  =  —  h  eine  ganze  negative  Zahl  ift. 
nXmlich : 

(5)  y  =  i  +  tt(a:— «)*log(x— a), 

allwo  A=ft — 1—  j^    ist. 

Vermöge  dieser  Substitution  geht  jedesmal  das  Gleichm^ 
polynom  über  in  ein  Aggregat  aus  zwei  Bestandtheiien,  eiMS 
mit  dem  Faktor  log  (x  —  a)  versehenen  und  einem  andercBi  ^ 
davon  frei  ist,  d.h.  die  Gleichung  wird  die  Foim  annehnMi: 

P+©log(ar— «)=0, 

und  mnss  durch  schickliche  Vl^erthe  von  z  und  tc  in  ReUieobn 
erltillt  werden.    Man  denkt  sich  also: 

z=»+z'(a: — a)+  z" ' — i75J^+"**» 

Cx  —  o)* 

p=p+p'(x-«)+p».  i2j^+_, 

0=Q+Q'(«-«)+Q''  •  T^ +-. 
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1  h«t  wm9mlt^am^%  ^  Ctf^fBci^otta  der  .filr  %  oqd  »..  Aoge* 
raaeMp«  Relbon  4ie  «frei  SjrataPQ«  v^^d^UmSmo'  GMobitogw;: 

»s  ist  der  adlgemeine  Weg.  In  oDseremfgegepwIrtig  erkiesenen 
[spiele  aber  sind  die  zwei  Gieichangen»  in  welche  di^  tträsA 
nirte  zerßllt,  wie  man  sich  darcb  eine  leichte  Rechnimg  ohne 
ibe  liberseugt:  \ 

P=:b.z"'- 2+ 4x<.  W -f  30x«.tt"  4- 44«.»' -f- 6u  =  0, 

Q = i:».«'^  +  12a:«.  y» +36«.  K"  +  W — a^.|«  =0.. . ' 

•  .       ■  '• 

Irans  gewinnt  man  dnreh  Differentiation : 

P  s=*.«''+»ir^j'+4r».M"'+42*«.i/'  -Kl04<r.«i'-f  50.«', 
P'=«.*»'H2*''-*''+4x».«''+84a:«.M'''+188ic.«r+15i.«'', 

« ■ 

e*  =a:^.a''+ 15«*.tt'^+60af,ii*'+60.i«''—x».M'— 2««1, 
Q»=*«.i«»'H18«".«»''+1>0x«^'^+l»«»-it«.ti*-4««'-2ii,    • 


m  setzen  wir  ar  =  0  und  erlialten  so  ans  der  ,P  =  0  alsi^ieieh 
t  P=  —  z  +  6ii  =  0,  woran« 

2 

"  =  6 
tvoif^bt.    Hierauf  gibt  die  Q=0  onroittelbar  '' 

u'  =  0. 

un  erhaltoa  wir>lRw.iler  P'sO  die  P'  =  z^f'-'z' +tS0a'-a4, 

liehe  > 

fert.    Dann  kommt  die  Q'=0  an  di!a  Reihe  und  bestimmt'  ' 

.  i 


iso  geben  der  Reibe  nach  die  P"  ^Qf  t=:'.P^tn:Qf^^...,itiO 
deblicb  die  nachfolgenden  CoMScIeotenwerihe: 
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SU  r«#«r«lr  Ve^it  ih  MUfmihtt 


Am  tbMff  va&m  %klh  ttHMeftst  x  tiiid  a  In  4tMlMltti*,  4d 
ftlMf  «dot^'Mgedd«)  «icb  tf^n  «Her^liktfMidbea  SmmHuIm  t,  ^ 
B*',  1^  geordnete  Werth  tob  ^  oder  das  alfg^wiiie  inftainl: 

/••Bas.     WWW.  ^   .,        rJLxl^Llilx! 

1    ;r»      1     «•        1        3?»  1        9^ 

l        1    «'    1     x'       1        «*        1         x" 

Hier  Imt  huli  das  erste  der  vier  parfikalSren  Integrale  tm 
logarithmischen  Bestandtheil.  Dies  ist  aber  nur  ein  diesem  M 
spiele  angeboriger  sebr  specieller  Fall,  nnd  es  ist  sehr  leiclit  di 
Bttsebea,  dass  ^m  Allgemeinen  alle  pattikidfireD  Integrale  Us  mI 
eines  -*  das  leiste  nimUch  —  diesea  legaritfatiibcAcn  Baitet 
tbeii  tragen  werden,  jedocb  wird  er  bei  ibnen  bis  auf  etoes  tm 
stanlen  Faktor  derselbe  sein.  Die  Reibe»  mit  der  log 7  Ami 
multiplicirt  erscbeint,  ist  aber  selbst  ein  partikvläres  btep4 
^li^A -dleaes  letzte  nSmficb.  Alle  Reiben  aber^  ans  tvelchai|» 
sammengesetzt  ist,  erfreuen  sieb  einer  unbegrenzten  CoyiH|fW 
gerade  wie  die  fär  die  Ezponeiftielle  e*  för  beliebige  Wedbi» 
Variablen  or,  nacb  welcber  sie  geordnet  sind.  Dieser  Cdavogoi 
Bofolge  Ifisst  aber  dies  gefundene  Integral  an  Brancliksitslt  H 
ferneren  Diskussion  kaum  nocb  etwas  zn  wünschen  fibrig,  m^ 
es  dnrebaos  nicbt  scbvrer  ist,  alle  fiigensebaften  seiaer  Besteig 
tlieUe;  ibxiaKini^y  Mhiimiini-  «nd  Ndftweithe  mit  «Msü  d« 
Eugeborigen  x  aufzufinden  und  sich  dieselben  so  mit  befiflb^ 
Genauigkeit  geometriscb  constroirt  tor  Augen  zu  fiibreo.  Eber 
solchen  Convesgenz  begegpet  man  4m  üllgemeinea  nw^  »eoim 
nacb  aufsteigenden  Potenzen  der  Faktoren  des  ereten  Co^ificieB 
ten  der  Differentialgleicbung  entwickelt»  wo  man  dann  zu  gieiekcr 
Zeit  BuA  n0  In  iMn  litt«|[ralen  aMmlhlls  ^«diandeiien  logtritk» 
scbeu  Transcendenlto  entdeckt^  *w6br«MI  sieh  wieder  aas  da 
Vorkommen  oder  Nichtvorkommen  eines  «olcben  Logpritkass  wi 
der  Gesllilt,  Ib  wehcber  -er  evsdidint»  die  fernerea  empdcsMÜfto 
Sehritte  dem  Reebner  knnd  geben,  ind^m  sie  ihn  in  Stei  90tn« 
8u  h^rtbeilen,  welcbe  der  üfarigea^  IntegnlienffBethote  ^mb 
aOehAdis  noch  anwenden  könne,  um  die  möglichst 
Kenntniss  aller  Eigenschaften  des  Integrales  wtt  «niagfit 
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1er  doidi  die  i^)  ge^dlieAe  Weiih  ^vee  A  fette  «ni  f»#r 
liennt  de  eiesigee  pevtiknlfiree  ioii^el  leit  ideei  SKrie^r 
ukUnteod,  ee  iet  euch  nar  ia  Aicedin  eieeigen  Iniel^ale 
m  Doch  ein  onetoüg  meobender  BesteedtMl  mit  leg(e?:-^«9 
i,  aeil  ven  kann  eieh  idie  fibrigee  »-^\  {tertikelUreo  tele* 
ttelet  der  Mec-LAerin'scbeo  Fomel  genae  eo  i'weehef* 
iD  den  eben  erledigten  Beiiipiele.  Um  fedeeh  «dee  eH» 
iDtegral  ja  inden  devch  einen  eiAtigeii  ReeiuMmgeakt» 
ieder  seihweiidig,  die  EiefiiltfnBg  sfMMer  neaen  Verändcftf» 
sei  Integrirae  <rerl«igeheD  aw  km^o,  idier  «kdit  diMcb  die 
tioD  (5),  sondern  vieimeiir  darch  die  folgende  ^Tiin  ikr 
Jene: 


^=<;?=^+**'^*^'~"^' 


"^iese  Voradiriften  besiekee  jsicb  auf  den  FnH,  deee  der 
»#fficient  der  Differentiaigieichong  nur  mit  einem  einzigen 
«r-^«  Teqsehen   ist.     WSren   dagegen  eeleher  Faktoren 

Torbmiden,  dann  richtet  sich  ifie  Form  des  Intsgrelee 
npliclrteren  Regeln,  nnd  man  bat  in  deratiben  als  tinele- 
lende  Beetandtheile  bald  Eipoeentialgrtosen,  tald  Fai^e* 
r  llWIsofen,  tiafd  solche  und  Logarfthmen  sugleieh  encii» 
velcbe  letzteren  dann  aneh  in  h5beren  Potenaen  mit  gauen 
Itlven  Exponenten  vol  erscheinen  TermSgc«».    Diese  Regeln 

der  Formenlehre  an  «ml  ^nd  etwas  ven  der  Integration»» 
)  Völlig  Geschiedenes  9  und  'wenn  ^e  letstsre  sieh  in  ibtet 
als  äusserst  einfach  andeutet,  so  nOthigen  dagegen  «die 
iftefi  der  Formenlehre  im  Allgemeinen  zu  viel  compjicir- 
etrachtnngen ,  gerade  wie  in  der  allgemeinen  Theorie  der 
sehen  Gleichungen  auch.  Das  Integriren  selbst  ist  leicht, 
Bsen  jedoch,  wie  man  es  einzuleiten  hat,  ist  schwieriger. 


II. 

Das   asymptotiseke  Integriren. 

fse  zweite  Integrationsmethode  ist  die  wichtigste  von  allen, 
» lichtvollste.  §ie  gibt  das  Integral  gewuhnücli  als  Produkt 
ei  F^kteren^  denen  ganz  verschiedene  analytlsdie  und  geo- 
he  'Eigenschaften  zukommen.  Der  erste  hat  eine  txpo- 
^r&sse  ZOT  Grenze,  und  somit  geometrisch  constroirt  eine 
nttelle  Cvrve  zur  Afl^mptote;  der  zweite  convergirt  4ieim 
irenden  Wachsen  der  unabtAngigen  i^erlnderlichen  x  gegen 

ni* 


316  PeiMPüi:    VBber  die  inteff^iam 

eine  gewisee  Potem  von  x,  hat  also»  gemuctgiaA  ^oailnitrt, 

Asymptote  eine  algebraisohe  Cnrve.    Der  erste  geht  «Mtuter 

in  eine  pertodiscbe  Fnniction»    der  swelte  nte.    Sie  hxkai  d 

die  asymptotisclie,  weil  sie  die  partiicaliren  Integrale  in  ihre 

mnifipHcativen  Bestandtheite  zerlegt,  denen  A83rmptotai  rersdii 

dener  Gattung:  exponenttelle  nod  algebraische,  angehSm. 

Methode  des  Integrirens « fiflgen  sich  wohl  alle 

gen,  einige  unmltteliMtr,   andere  aber  erst  nach  vofii 

ein-  oder  sweimaliger  Transformation.     Diejenigen ,.  denen 

unmittelbar  vermittelst  derselben  das  allgemeiBe  Integral  enirnf 

sind  die  in- folgender  Form  enthaltenen: 

(7) 


d.  h.  mit  ColSfficieoten»  die  sinnntlieh  ein  und  dieselbe  6« 
sahl  m  bieten.  Es  leidet  dies  jedoch  mannigfache  AnsealoJ 
welche  2um  Theile  aus  der  folgenden  Exposition  sich  too  Btm 
ergeben  werden,  zum  TbeUe  jedoch  in  Auseinaoder6etH8|>a 
verwickeln  wurden,  die  nicht  bieher  gehören.  Ich  will  die Gnn^ 
stige.  dieser  Methodeu  die  ebenlalis  ausserc^rdentlieh  eiaraciist 
so  wie  die .  frühere,  wenn  man  sie  einmal  richtig  verhöret  hä, 
hier  nur  in  Bezug  auf  diejenigen  Diflerentialgleichui^eD 
die  der  nteo  Ordnung  angehören  und  Coöfficienten  des 
Bireiten  Grades  bieten. 

Es  sei  also  zuvörderst  gegeben  als  zu  integrirende  Diler» 
tialgleichung : 

(8) 

(a,iar+6,)y(«)+(ai,-ia:+6,^i)y«-i)+....+(oia:+60y+(ffö*+W3F* 

Gemäss  den  Vorschriften  der  Formenlehre  erschliesseo  inr  is 
dieser  Gleichung  n  partikulfire  Integrale  in  der  Form: 

(9)  e«*.©, 

unter  Q  eine  Funktion  von  x  verstanden,  die,  ähnlieh  den  alf^ 
braischen  Funktionen  beim  fortwährenden  Wachsen  von  Xy  g^ 
eine  gewisse  Potenz  von  x  convergirt.  Auf  diese  Keiuitniu  p' 
stützt,  nehmen  wir  einen  ihr  GenOge  leistenden  Werft  an  ia  fc 
hiermit  flbereinstimmenden  Gestalt: 

(10)  i/=^i'^'mu..      ; 
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lem  h  einen  constanteo  DiffereDtiatiöomndex,  W  eine 
von  «I,  die  kein  x  in  sicli  entliält,  ooda  eine  gleicb- 
X  unabhängige  Conetante  andeutet,    die  nach  geschehe- 

Iger  Differentiation  anstatt  ii  geaetat  werden  mnas,  und 
offenbar  dämm  handelt»  durch  schickliche  Wahl  dieser 
die  Differentialgleichung  identisch  zu  machen.  Wir  sub- 
demnacb  den  angenopimeoen  Ausdrtfck  (10)  ii^  dieselbe 

lerken,  dass»   well  mau  allgemein  für  jedes  r  hat: 

»stitutionsresultat  so  aussehe: 


^[(I7,a:+t7o)«»'>r]|.=0 


Werthenr 

wir  hier  die  Amalige  Differentiation  nach  u  mit  Hilfe  der 
durch,  (iie  wir  ftir  den  AmaÜgen  Differentialquotienten  des 
es  PQ  besitzen,  nämlich: 

i  [Pol = PC)  +  (J)  PC-»)  ö'  +  Q)  p«-«)e^ + .. .. , 

vir  6"*  als  ersten  und  O^ Wx  +  UqW  als  zweiten  Faktor 
»n,  denken  wir  uns  sodann  (x  anstatt  u  substituirt  und  be- 
n  allgemein  dasjenige,  was  aus  irgend  einem  rten  Diffe- 
aotienten  des  Produktes  ÜoW  oder  IJiW  durch  die  Sub- 
I  a  wird,  durch  (üoW)('')  oder  (üiW)('-),  wobei  jedoch 
1  merken  ist,  dass  hier  die  Substitution  nach  der  rmaligen 
itiation  ansgefübrt  gedacht  wird  und  nicht  umgekehrt; 
wir  endlich  das  Resultat  nach  absteigenden  Potenzen  >on 
legt  dann  folgende,  dorch  sebickliche  Wahl  von  A,  W  und 
iscb  zu  machende  Gleichung  vor: 
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was  f&r  beliebige  x  Dor  dano  mSglicb  iai,  weim  die  CoöBkiertH 
der  Terachiedenen  Potensea  dieaer  Variablen  JQ  fiir  mk  fjM 
Null  werdeo.  Man  erhält  also  folgende  Reibe  von 
gleicbangen : 

'  üoW  +  A(0,W)'=0. 


(11) 


(üoW)»+^(ü,W)-=0, 


(lJoW)«r)  +  ^  (ü|  W)'+>1=0. 
(CoW)*^»»  +  ^^ifj^  (ü,  W)W*)  aa  ©, 


Bh;  «rtteir  von  iknttn  kenn  Gm%«  gdefciliiii  w«rdM  ioA  IW' 
iMnda»  «0»  Vf  «4w  von.  W}  4a  aber  LatstesM  uwtittlaft  'ab 
«eil  Ab  ebtadcbtil  i^wdiiMNlM  iwmIb  ,  d«  b.  die 

(üo  +  AlTiOW  +  AüiWrsO, 
dann  mcb  W  =  0,  di«  darauf  folgende  W=:0  n.(.«r.  ibb- 


rtikuläres  Integral  ist»  so  bleibt  uns  nur  übrig: 
innen«  und  die  zweite ;i  die  jetzt  io  die  einfacb^i[fl 
it,     zar  BestiranuiQg  von  A  zu  benützen.     Sie  liefert; 

die  U^  =  0  eine  algebraische  Gleichung  des  nt^ii  Grjidee 
le  ia  der  Regel  n  von  einander  verschiedene  Wurzelo 
,.•••(«11  besitzen  wirtji^  ee  gewinnt  man  ihnen  9Btsprechen4 
1  der  Regel,  und  namentlich  so  lange»  als  es  keine  gle^ 
Vurzeln  a  gibt,  und  der  Co^fScient  a«  von  der  Null  ver- 
tu bleibt,  n  verschiedene  und  zwar  ^endliche  Werthe  für  A, 
nn    offenbar  n  verschiedenen  partikulären  Integralen   ange- 

so  dass  eigentlich  durch  eine  und  dieselbe  Rechnung  und 
ttelst  der  n  Substitutionen  von  at,  a^^  a^,^.««.  ctn,  alsoglei^h 
gemeine  Integral  erhalt^  wird. 

ichdean  wfr  gesehen  beben,  daas  die  erste»  beiden  der  Be» 
iqgsgleichfiHigeir  (II)  die  Werthe  von  a  und  h  geben,  eiBt>> 
D  «riv  die  dritte.    Sie  Ist : 

D  ihr  enthaltene  Glif^d  Qiit  W  verschwindet  wegen  des 
rs  Ui ,  der  CoßfficientVvov  W  gebt  in  Folge  der  (IS)  in  Ui' 
ist  somit  .ui^et  der  gemachten  Voraussetzung  verschiedener 
stn  voi^  de#']Si]|l  verschieden,  daher  denn  diese  Gleichung 
nai  W  bestimmt,  ibdeqi  sie  dafür  einen  dem  W  proportio- 
Ausdmok  Ilafett  Zur  Bestimmiuig  des  W  selbst  ist  gar 
Mittel  vorhanden,  es  ^ielt  daher  die  Rolle  einer  willkühr- 
I  Consl^te^  od^r  vielmehr  von  n  verschiedenen,  den  Sub- 
onen  «i,  oe^»  «ry;...'0^ii  angehorigen  Constanten.  Dass  nun 
Ibe  mit  den  folgenden  Bestimmungsgleichungen  in  derselben 
e  der  Fall  sei,  davon  belehrt  uns  die  allgemeine  unter  ihnen, 
on  dem  V^rschwind^||f  d^  Coäfficient^n  von  a^^  spricht, 
ch  die    '  \ 


Htim  «ItfliflidM  AMIiod«.  mrilcknilmD,  od«  fipitel  «toinfflvi» 
•Innige  Leaer,  nnn  so  hat  er  einen  Tbeil  der  FermeoMif  ent- 
deckt nnd  so  von  eelbet  d$^  Uebeneqgini§  gevronneo»  dtn  ei 
durcbana  nicht  zareicbe,  bloe  Integrationsmethoden  ta  bentsn, 
nnd  eo  vreniger  snreiche,  je  mehr  man  deren  bat,  weil  diio  na- 
tfirUch  die  Frage  entateht,  welehe'TOD  allen  den  «eilMuidiean  la 
Jedem  apeciellen  Falle  den  Vortag  Terdiene,  «nd  daa  twarat 
oder  Aöe  rerberMtende  l*ninaibno«tfoB. 

\ 

Dte  IMIen,  «is  «relcbeil  ^mt  al%entebie  Integral  (14)  besteh, 
lilnd  Teraehenmit  Binomial-CoCfficienten,  haben  daher  gerade  vm 
die  Binomialformel  die  merkwürdige  Eägenacbaft,  abcabreeheB, 
9a  dft'der  »tt  A ' beaelehoete  fMlbrentiallinicIndex  in  eiba  gas» 
pdalti^  Saht  r  tb«rgebt.  Dm  diea  klar  efannaeebenr  genlgt  m 
nidht,  m  bamerken/  da#a  die  «päleren  «tledet  diaeer  Raibta, 
«Ofl  data 

»  •  •  ■ 

iingeflMB||e«,  aAnmllieb  den  vereebwiniHkieft  Fakter  A— r  kate; 
ea  muaa  auch  noch  dargethan  werden»  daaa  W^**-!^),  W^'^*^,.... 
keine  anendlichen  Werthe  bekommen.  Dies  neigt  aber  Idar  d» 
letale  der  Beatimmangagfeicbungen  (II) ,  die  znr  Beatimmaig  roa 
W(*4-i)  dienen  aoH«  aber  hierzu  nicht  verwendet  au  wei|deo  hmAL 
weil  aie  wegen  dea  allen  Gtiedeni  zukönunen^ten  Faktors  A-r 
In  eine  identiache  fibergebt. 

Sebrelten  wir  jaM  znr  integntfm  «atjenigen  üifMi# 
fleictaitgi  Ae  auf  die  (8)i  dera»  CdMfcie^len  vom  ecalaa  Gnk 
«fnd,  aimiehit  koannf ,  die nSmIfeb  mitqMdratlaehw QoCfikieatoi 

.  - . + (aj.Ä* + 64«:  +  c^y. + (o^a;« + 5i>a? + Cg)  jf  =0. 

< 
Wir  entnehmen  auch  hier  den  Vorachrlften  der  Formealebe  eines 
Genflge  leiatenden  Werth  in  der  Form : 

and  erhalten  durch  Subatitution  deaaalben  in  die  vorliegende  (üe* 
dinng: 


aUvtr 

sinA.  SkuQi;h  EirtmebBtiiiig  iliea««^  8<4»Mtii<foii«r99tilt«itM  upd  mit 
Hitfe  der  bereits  gebrauchten,  die  BinnblODg  von  a  anstatt  u  an- 
deutenden Bexeicbnu|fg  gelangen  wir  zur  folgenden  identiacfaen 
GUtebnirg: 

+  x^  [üoW + A(ü,  Wy  +  ^^^  (Ü,W)»J 

I 


''^  ^  +(^l,)*»-H-»[(DoSV)(-*)  +  ^=I±l(ü,W)W 


^      (r+l)(r+2)      (Ü«W)('+«)] 

+  (r + 0**^*f'^«^^*'^'+^7Ti^  (ü,  W)('+«> 

(»^r-l)(A~r~2)      -,^,^ 
^        (r+2)(r  +  3)        (Ü,W)(H'«)3| 


i 


M  4rv  dia*  Ceifldeatett  der  veracUadenctti  BitaM^n  von  ^  j« 
t^  rieb  ABf  Ffttir  gleich  sein  mawai,  dto  AiMiiaob  hi  folgmda 
Beatimmnngagleichnngen  lerMit: 


»• 


I        I 
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üoW + A(ü,  W)' f  ^^y=^(ü,W)'=0 

(üowr + ^  (ü,  wr+  ^*"^3.4^""^^  (ü,w)^r =1 


(üoW)Cr-i)  +  *_I±i(ü,  W)W  +  <*=jl^^>(ü,W)t'+')=l. 

■'''."      '•.■■'■  J 

Der  ersten  von  ihnen  kann  nur  dadurch  Gen^e  gelaigteia 
dfin,.  dask  man  "      "      >,  ,        '•     •'         ■ 

ü»  =  II««"  +  Qn-i  o*-*  +  ....  + II,  a  +  ao  =  0 

nimmt,   nachdem  >  jn^  Fo)g^  4eii  etwa  angenötemeneh .  W=(l  4 
Wy  Wy...  der  Null  gleich  werden  würden,  was  ein  VerMl*^ 

Jen^  fron,  y  snr^  Folge  h|itte.     Die  zweite  bestimmt  d«in  k  i 
tegel  den  Werth  von  h,  da  sie  flbergebt  in: 

(19)  ü, +Aüa'=0,   woraus  A  =  —  ^ 

folgt.  '  tia  nun  aber  die  Ü2  ='Ö,  hil^  clem  itti^ii  Grade  angebCrs 

gewohnlich  n  von   einander  verschiedene  Wurzeln  ai,  «i 

^idsitzty  4Bd  lange  wenigstens  >'  als  On  nicht  Nnll  ist ;  se  bat  q 
ihnen  entsprechend,  auch  gewohnlich  ft  von  einander  verschie« 
Werthe  von  h,,  die  oflEenhar  n  ver8cbied.enen  partMculSren  luttd 
len  angehören.  Die  dritte  Uefert  jetzt  W''  als  cSnen  den  ^  f 
portionalen  Ausdruck;,  lynd.^war: 
I  *  '•        '  •  •        •  i        "' 

und  ebenso  wird  die  *  darauf  folgende  vierte  W^  g^ben  dora^ 
aosgßdiaoktt  die'f&nfte  zu  \V^  ftihren;   und  fassen  wir  eoSc^i 

hi'sAuge,  (  bemerkend V'  "dass  .die  'höchsten  in.  deradben  v^ 
mendeo  Differentiakluotianteit  MaiW^.4iitelkh  W(t  nri  W^ 
beziehiich  multiplicirt  erscheinen  mitL-i  % 


•.r..     t'->»j(    .''  .ff  ••    .*-*••.  r^rr^l)-'    •    ,  .ti  i 

Faktoreri;  V^ii  uefclieö  delf  erste dÖr(T9)  zttWgefelcIcfc  -(Ä^+1)Ü,', 
der  zWefte  abe^  stlelcli  Null' Ut;  6o  ^hen  i^ir,  däsd  de;  Viie  «« 
(r4-2)t«' hif  der  ZähfUH'^'v  d^'WeHlie' von 'lV<*0  filhr^,>\kM'^iMl 
zwar  vermittebt  einer  Division  durch  (A— r-f  1)U4V<  OaS^ro  iii^ 
folge  die  W,  W,  W*',..,.  eine  ähpliche  Division  durch  Äü,', 
(A— •I)UsS  (A--2)Uj|'»....  erheischen^  so  erscheinen  offenbar  die 
Werthe  dieser  Grossen  in  Brnchform^.nnd  es  eothält  alleemein 
der  von  W^»^)    den  .Nenner:  .         . 

der  in*  der  Regel  von  ddr  Nult'  Vefs^^hieden  Ist;^  woraus';  dknn 
folgt,  dass'  der  Werfh  von  W(^^  ein  endftch'er'sei. ';  Die  Formeln, 
die  sich  fi;üher  für  dih^  piflTerenti^lgl'eichung  mit  Co^fScientön; 
wie  aa:=\:bt  ergeben  haben»  bestehen  afso'  üng^S'ndert  auch  hier', 
nur  werden  die  Werthe' Von  W',  tV*^, ..'..' ifÄdere,  durfeh  ander* 
Gleichouifep  gegebene :  '  •      .    .:       ^    -        i 

.     •       •         '  ■  ••         .  -      .       ■         •        .i.:,;..t   ".     .       .• 


.1-    /      .'     ^    .'      '1'    •  '  .  '     ;i^ 


...,■•,••..         .  ,+.3ü,U,*) 
>ü,'n-24ÜoU,ü,',+ij4trotitr,'',+  12üjU/ 

40»'*(I2ÜoÜ,«ü;'.+  I2D,«Ü,'*'        ' 

.,'•■;.       '  ■  .  ;..".-30ü,«ü,'u;''.+)ißü,«ü,r^ 

•"*-■'     '    +Ü,'(-I2ük»üi'ü,''+I2ü,>^,^.    :•■■•' 

•  •    •  I  \     I  1 .    ,       .  '       '  *  ■  •        ■  I    I 

Auch  Aese'l^örm^Wi'ieheii  'eh^  tneh%  s^  g^ddiirteMfg  Susi 
und  doch  llsst  sich  das  allgemeine  Giis^tc  iWrei'  ittififpindeliteii 
Bildung  angeben,  was  wir  aber  hier  aus  den  bereits  erwfihnten 
Gründen  unterlassen.    Ebegs6  verlebten  wir  auf  die  Erörterung 


der  AasMinMiaid,  in  ^dinep  naii  J^ein  idlgemri^««  fartegül 
n  Coastanten  bA^nmit»  nnd  Algefi  oor  Bodi  die  BemeriEOf 
daee  aach  hier  die  partikulftren  Integrale  in  geechloeeeat  Ans- 
drflirke  übergehen  kSnaen«  wenn  h  gleich  wer  ganzen  ZaU  r 
nrird«  nur  ist  hieso  noch  das  Stattfinden  ^iner  feroeBsa  Bedio- 
gm(pigieicboag  Mthet  ^dar  #uistn  Besdiafenhelt  dfls  r  »olhiref 
4ig.    Dies«  ist; 

(Ü^W)W:5:0, 

vrie  man  sich  durch  unmittelbare  Ansicht  des  in  asympto&dier 
Form  aufgestellten  Gleichungspolynoms  (18)  ohne  Mflhe  flbenen- 
gen  kann.     Es  ist  nicht  schwer,   diese  Integralionsraethode  tio- 
zudehneq  auf  Diferentialgleichnogenmitcubischen,  biqnadrafi8die& 
und  hüher  gehaiiten  Co^flBcientes»   Man  begegnet  uiecall  deanl- 
hen   Orscbeinungeji  und  kommt  so  %xi  sagen  «n  ^eschlosstupi 
Formeln  srorfiher»  wenn   der  |)|fferen(fatioostodex  h  eins  gaiw 
Zahl  ist  nnd  wenn  noch  nebst  des  Bedingai^gsjgleichqi^geii  b^ 
aiejklich  xwei^  drei  und  mehr  an  der  Zahl  erfilltt  sind.    Das  liit^ 
griren  jedoch  ist  nur  ein  Bestandtheil  der  Disknssjon ,   ^ip  WUel 
zur  Erörterung  der  Eigenschaften   des  Integrales  und  reicht  20 
diesem  letzteren  einzig  rationellen  Zwecke  nicht  immer  zn.   Es 
darf  dies  nicht  Wunder  qehsien »  da  ^s  mit  «ier  Otsknssiis  ^ 
algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  VerSndeificheo  f  ni  x 
ja  genau  dieselbe  Bewandtniss  hat.    Nan  denke  nur  an  eine  fls* 
chung  des  zweiten  Grades  svischen  diesen  Varlabehi.    Wie  kickt 
ist  da  das  Auflösen,  aber  wie  wenig  lehrt  es  Über  den  swiicbei 
ihnen  bestehenden  Zusammenhang.    Diskutirt  man  hingegeo  eine 
solche  Gleichung»  d.  h.   legt  man   sich   ihre  Genflge  leisteDdes 
Wcflhe  gehörig  geometrisch  ala  Linien  der  zweiten  Ordnung  co^ 
strnirt  ?or»  so  wird  maUf  um  -diesen  Zweck  zu  erreichen,  ngtf 
mannigfachen  analytischen  Kunstgriffen  zu  greifen  genOthigt  tsu, 
Aie  von  einer  Gleiehungs- Auflösung   ginslich  ▼erschiedeo  citi 
wird  aber  auch  iden  klarste»  und  voUstindigsten  mOglicheD  Avf- 
schluss  Aber  die  Beschaffenheit  der  Genflge  leistenden  W«rtke 
Errangen  haben.    Es  eAtSrt  sich  hiermit  auch  unter  Andern,  n- 
rum  buchst  aplto»  'die  in  «iner  eipzij^n  Form  durchgefilhrte  lote* 
grstion  einer  Differentialgleichung  ganz  und  gar  zum  Ziele  fiArt 
Und  Ih  *den  meisten  Fftllen  das  Integriren  in   Terschiedenea  For- 
men benOthigt  wird.    Wir  fflgen  hier  noch  als  Beispiel  bei  (Kc 
IsiltgasiUm  <^sr  aeiv  ffcifcfhy»  DiCsreptisli^eicIm^g  in  Mgjv^^ 
^mkm  KMihr  atarifch  4er^ 

« 
* 


4»  Uneatiä  turttetOMiUMMigen.  SSV 

\n  HUk  iflte AH»  iDtt  -dmi  M^t>MI«eh«ii  Integvtl«  «IM» 
^en  irsHD.  Bn  «lil4  %i6r  die  VMJfBttotttefi  virm  «wteii  €hr«4#, 
taci  lurtt 

lie    siir  Beöfimmiiiig  v««i  o  dienende  Gleichan^: 


ie  Warzelli  4»i  »  *^  i%tä:  -^A.    Xm  MdlM  ffdiM  ^Me 
euwulbe  WerHi  •!«*  A^  aiialiefai 

labea  «Ue  afp«f  yartikulfine  Intefratt  zu  g^nrirtigeo ,  die  J>f - 
di  dim  swei  ^zpeeentW^ilMtn  €*'  nad  «-^  zu  Faktonen 
;em;  dev  «iid«re  Faktor  ßngt  in  JUeidea  jmü  dam  CUiede  x* 
ind  jirf  geiMbloAMBt«  ee  4^  ^  in  4Jo«  ff^fWt  poeUiva  XalU 
eht.     Da  man  hier 

!7i'  =  2tf.     I7i''  =  2,     (7o'=— 2a, 

brigen  Diferentialqnotienten  aber  gleich  Null  hat,  so  verein- 
n  sieb  die  xur  Bestimmung  von  W,  W"^«....  dienenden 
bongen  und  gehen  über  in: 

W— +  — 2S~'     ^^  -  2.2«. 6«  • 

w-r^x  «(«-m(gT-l)(a+2)(ii--2)(o+3) 

^    """*■  2.3.2».6»  '  •••' 


gesuchte  allgemeine  Integral  ist  also: 

a(a+l)(a-I)(a  +  2)(a-2)(a-t.3)    .  .  , 

2.3.2*.6«  *^  •+... 

I  r_^*n^  >  «(g-H)^-. ,  a(«-H)(a-l)(a  +  2)  ^  , 
h  C,e-*na-+  — 2Ä— *•    + OTftS ~^-* 

.  a(o-H)(a-l)(o+2)(g-2)(a-|-.3)   .  ,  . 

+  ^.S.ii.A* *^  +  ••  • 


S38     Pei%rai:  He^r  die  ^Mlf-  4er  Hnutrßn  üiff^renÜaiiUick. 

«fididie»  d«urifi,er4iclitii<ib#n,#)Miteig0||defi  Reifica  bi^ilMn,  vrie  4m 
Aabliok  ibcer  Co^fficifiit^a.UiRlt».  diß  Eigßosobaft,  jedesmal  voo 
selbst  abzubrechen,  so  oft  n  in  eine  ganze ^  gleicbgiltig  ob  posi- 
tive oder  negative,  Zabl  übergebt. 

Aucb  diese  Integrationsmethode ,  die  wichtigste  von  allen,  ist 
daher  so  ungemein  einfach,  dass  es  Wunder  nehmen  lonnte,  wie 

sie  bisher  anentdeckt  gebKebeniat^  wenn.,  man  nicht  wilsste,  daas 

I 

mit  dem  Integriren  nur  in  den  seltensten  Fällen  Alles  getbao  sei 
«ird  <da^  nocb  Mkwrfies'^ztt  thup»  übrig  Ueäie»  um  aa  eoMf  T«il- 
ständigen  Eenntniss  des  Inte^ralas  zu  gelange»,  so  xnv.^  da« 
es  geometrisch  construirt  vor  die  Augen  des  Geistes  tritt  Dem- 
ungeachtet  bleibt  aber  das  Integriren,  und  vorzüglich  das  in  der 
asymptotischen  Form «  ein  sehr  w^entlicher  Bestandtheil  der  Dif- 
kussion,  und  man  siebt  kein  Hindernisse  die  hier  voigetrageee 
Methode  desselben  In  dfe  Lehrbücher  deü  Wissenscbelt  aaln- 
nehmten,  nur  darf  man  diabel  triebt  m  weit,  gehett«  die  höchste 
mathdniätiscbe  Strenge  und  '  VollstäddIgkeit  be«tiktrebeiid,  iv€i 
man  dann  unfehlbar  wieder  zik'  einem  ganzen  Buehe  gelangt 

Die  übrigen  zwei  Integrations- Methoden  bringe  ein 
Artikel. 


.,  • 


\  .       .  . 
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3tTIII. 

icht  der  Arbeit«    Vortrag  gehalten  bei  der  feier- 
Sitzung  der  Kaiser!.  Akademie  der  Wissenschaf- 
30.  Mai  1855  von  Seiner  Excellenz  dem  Herrn 
Präsidenten  der  Akademie 

Dr.  Anir.  Freih.  v.  Baumgariner^). 


habe  mir  die  Aufgabe  gestellt»  heute  über  die  Macht  der 
EU  sprechen. 

der  Philosoph  Anazagoras  von  einem  seiner  Landsleute 
wurde»  warum  er  sich  nicht  mehr  um  sein  Vaterland  be- 
e»  deutete  er  gegen  den  Himmel  und  sagte:  Ich  sorge  für 
nderes.  Sollten  Sie  mich  fragen,  warum  ich  zu  meinem 
i  Vortrage  nicht  ein  rein  wissenschaftliches  Thema  ge* 
abe,  wie  dieses  die  Bestimmung  der  kaiserlichen  Akademie 
isenscbaften,  in  deren  Namen  ich  spreche»  zu  erfordern 
,  so  kannte  ich  nicht  so  kurz  antworten»  wie  der  griechische 
ise;  ich  wOrde  aber  ungefähr  Folgendes  erwidern:  Ich 
e  unter  Arbeit  nicht  blos  körperliche  Anstrengung»  sondern 
f  einen  bestimmten  Zweck  gerichtete »  absichtliche  Kraft- 

VcBtt  «liese  Rede  des  hochTerehrtea  PrSsidenles  der  Keiserliehen 
e  der  WiasenKhaften  ca  Wien,  8r.  Excellenz  des  Herrn  MinUlcre 
igartner,  auch  nicht  anMchliessUch  mathemetiechen  und  physika- 
InhalU  ist,  so  enthalt  dieselbe  doch,  eben  so  wie  die  in  Thl.  XXY, 
ilgetheilte  Rede  dieses  trefflichen  Physikers  „über  den  Zufall  in  den 
Mentchaften*',  eine  so  grosse  Menge  überaus  interessanter  naturwis^ 
ilicher  Notizen,  namentlich  auch  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  n.s.w., 
.  bci'm  Unterrichte  zu  dessen  Belebung  höchst  zweckmässig  Anwen- 
den können,  dass  ich  es  mir  nicht  -versagen  kann,  aucb  diese  ans- 
ete  Rede  aus  dem  Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
nechaften.     Jahrgang  1856.  den  Lesern  des  ArchiTs  mitzniheilen. 

G. 
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SoMening»  sowohl  des  Körpers,  als  des  Geistes,  nUUn 
jene,  welcher  Künste  uod  Wissenschafteo  ihren  Drspnmg  ▼ 
ken.  Ich  gehe  von  der  Ansicht  aas»  dass  schon  der  Tereii 
Mensch 9  um  so  mehr  aber  der  Bflrger  eines  Staates,  sowohl 
die  physische»  als  moralische  Wohlfahrt  seiner  selbst  md  seii 
Mitmenschen  an  sorgen  verpflichtet  sei,  da  er  vermöge  seii 
Natur  Bfirger  zweier  Welten  ist,  die  durch  ein  geheinuiifiSToik 
Band  zu  einem  Ganzen,  dem  Weltall,  verbanden  sind.  Die  VTi 
senschaft  hängt  mit  ihrer  Anwendung  auf  das  Leben  so  iomg 
saromen,  wie  die  Seele  des  Menschen  mit  seinem  Leibe.  „ 
Wissenschaft'',  sagt  Baco  von  Verulam,  „ist  den  Gew 
gieieh.  Einige  Gewässer  lallen  vom  Himmel  herab,  andere 
seo  ans  der  Erde."  —  Was  von  diesem  meinem  Vortrage 
Wissenschaft  angehört,  föllt  in  das  Bereich  der  letzteres 
Dabei  hege  leb  aber  nicht  die  verwegene  Hoffnung,  die  Wi 
Schaft  wesentlich  zu  furdem  oder  aufzuklären ;  Ich  setie  mir  ■ 
viel  bescheideneres  Ziel.  In  den  norwegischen  Gebirgeo, 
Wege  und  Stege  fehlen  und  weit  von  einander  abstehende  SUi 
häufen  den  Wanderer  leiten,  ist  es  gewöhnlich,  dass  jeder 
sende  diesen  Wegzeigem  im  Vorbeigehen  einen  Steb 
Ein  solches  Steinchen  mag  mein  Vortrag  fflr  solche  seia,  die 
Im  Gebiete  der  VoUes*  und  Staatswicthschaft  ergeben  woiiea 

Der  SehSpfer  hat  ein  bestimmtes  Maas«  producÜTW,  i 
den  Gesetzen  der  Nodiweadigkeit  wirkender  Kräfte  in  de 
gelegt,  die  seine  folgsamen  Diener  und  die  getreue»  VeUrfÜ 
seiner, Befehle  sind.  Das  Quantum  dieser  Kräfte  ist  gegefeit  d 
beeil  weder  vermehrt  noch  vermindert  werden;  nichisbA(fe 
bestimmen,  von  den  ew^^en  Gesetzen  ihrer  VITirkeamkeit  ili» 
weichen.  Was  sie  nun  nach  d^m  freien  Laufe  der  Naiir  ht^ 
bringen,  heisst  Nat4irproduet  Während  der  Ulrpeldidiefl«^ 
nismos  des  Menschen  diesen  Kräften  nnterthan  isl,  Mt  'n 
menschliche  Geist  ausser  deren  Bereich ,  er  kann  ebs  ta^ 
Kräfte  in  eine  andere  umwandeln,  ihre  Wirksamkeit»  wess  er  lii 
auf  ein  grSsseres  oder  geringeres  Zeitmaass  bringt,  stcigcni  A 
schwächen  und  auf  solche  Weise  nach  seinen  Zweckes  Sid  ib 
sichten  lenken.  Dieser  Eingriff  des  Menseben  in  des  9mf  dv 
Natur  Ist  Arbeit  im  Okonomisdien  Sinne  des  Wortes,  ssdd» 
hierdurch  erzielte  ErzeugnIss  Product  der  Arbeitskraft.  Sdkk 
die  willkOrlichen  Thätigkeiten  der  Thiere  sind  in  dieser  BtehMf 
nur  In  so  fern  Arbeit,  als  sie  von  menschlichem  Einflösse  geM 
werden.  Ohne  Mithilfe  der  Naturkräfte  gibt  es  daher  keine  AM 
Nicht  blos  an  allen  willkarlicben  und  unwillkürlichen  Bew^ii|M^ 
sondern  auch  an  den  geistrrichsten  Gedanken  des  Musecies,  n 
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iScbsteD  Ideen  nnd  eeineo  bifihendsten  PliantasieD  haben 
orkrilfle,  wenn  aneh  nur  als  untergeordnete  Werkzenge^ 
ntbeal^  nnd  der  Mensch  ist  ihrer  nnr  dann  fiihig,  wenili 
Geiste  die  entsprechenden  Organe  des  KOrpers  an  Ge- 
hen. 

NatorkrSfte  allein  gewähren  dem  Menschen  nicht  die  sn 
rQrdigen  Existenz,  noch  weniger  die  zn  seiner  geistigen 
eloDg  nOthigen  Bedingungen.  Schon  bei  seineuL  Eintritte 
Veit  bedarf  er  der  Hilfe  seiner  Mitgesch5pfe  nnd  fremder 
y,Wir  werden/*  sagt  J.  J.  Rousseau,  „schwach  ge* 
nd  brauchen  Kraft,  wir  i^erden  von  Allem  entblusst  ge-* 
nd  brauchen  Beistand,  wir  werden  dumm  geboren  nnd 
D  Urtbeilskraft.  Alles,  was  wir  bei  unserer  Geburt  nicht 
nd  was  wir  benCthigen,  wenn  wir  erwachsen  sind,  wird 
ch  die  Erziehung  gegeben.^  Man  mag  aber  den  Menschen 
r  möglichen  Sorgfalt  erziehen,  so  verwildert  er  doch  wie- 
enn  er  den  blossen  Naturkrfiften  überlassen  ist.  Will  er 
nur  Ton  den  freiwilligen  Gaben  der  Natur  leben ,  so  mnss 
r  oder  Fischer  seio.  Aber  auch  da  kann  er  der  Arbeit 
anz  entbehren.  Die  Natur  hat  nämlich  nur  von  jenem 
nnen  nnerschSpffichen,  allenthalben  verbreiteten  Vorrath 
fco,  den  wir  zur  Unterhaltung  des  Lebensprocesses  ohne 
SS  aufnehmen  mOsaen  nnd  bei  dem  es  nicht  genOgt,  be- 
Mahlzeiten zu  halten,  nämlich  von  der  atmosphärischen 
ind  nur  bei  dieser  ist  der  Act  der  Besitznahme,  nämlich 
emholen,  zugleich  der  Anfang  der  Consumtion.  Alle  flbrige 
it  muss  er  erst  aufsuchen  und  oft  nicht  ohne  Anstrengung 
gen  machen.  Er  braucht  aber  als  Fischer  oder  Jäger  zn 
Unterhalte  ein  unverhältnissmässig  grosses  Terrain,  mnss 
eden  Andern  davon  ausschliessen,  und  es  ist  ihm  Selbst* 
[leicbsam  zur  Nothwendigkeit  geworden ;  er  siebt  in  jedem 
sehen  einen  Dürftigen,  wie  er  es  selbst  ist,  den  er  nur 
walt  vertreiben  kanb.  Er  kann  sich  nur  fOr  den  Augen^ 
»rsorgen  und  lebt  daher  in  steter  Furcht  vor  Mangel.  Jeden, 
hr  besitzt  als  er,  findet  .er  reich  und  beneidenswerth  und 
Dst  schlägt  in  ihm  Wurzel ;  selbst  an- Weib  und  Kind  sieht 
ICD,  die  seine  Armuth  vermehren.  Nur  wenn  er  aufhört, 
nd  Fischfang  als  die  einzigen  Quellen  seiner  Subsi^tens 
len  und  zur  Viehzucht  übergeht,  kennen  seine  Sitten  mil* 
rden ;  es  ftllt  ihm  aber  ein  grosseres  Maass  von  Arbeit  zu. 
Dun  nicht  mehr  blos  Bogen  und  Pfeile  zu  verfertigen  oder 
zu  stricken,  er  mnss  dauernd  far  die  Erhaltung  ctelner 
sorgen,  er  findet  aber  an  denselben  Wesen,  deren  Erhal* 

22* 
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lang  ihm  am  Herzen  liegen  mnes »  and  ist  bleSbender  Eifie 
mer  geworden.  Doch  hat  er  Icelnen  bleibenden  WokBfiti 
darom  auch  keine  gesicherte  Existenz.  Cm  diese  zu  edi 
muss  er  zum  Ackerbau  übergeben.  Da  benützt  er  die  Katd 
in  höherem  Grade  als  im  Zustande  des  Nomadenlebess. 
Arbeit  wird  regelmässiger  Tertheilt  und  lohnender,  er  fiodft 
fächere  Veranlassung  zur  geistigen  Thätigkeit  and  hat  far  i 
einen  grösseren  Spielraum.  Diese  Vorzüge  des  Landbaies 
den  schon  vom  schlichtesten  Verstände  erkannt  lo  dieser  Ben 
ist  eine  Anrede  merkwürdig,  die  ein  Häuptling  eines  laa 
sehen  Stammes,  der  Missisaes»  an  seine  Ltandsleatc 
»»Seht  ihr  nicht 'S  sagte  er,  »»dass  die  Weissen  von  Kones 
aber  vom  Fleisch  leben,  dass  das  Fleisch  mehr  als  301 
braucht»  um  heranzuwachsen»  und  oft  selten  ist ;  dass  jedttj 
wunderbaren  Koroer»  die  sie  in  die  Erde  streuen»  ihnen  ■! 
hundertföltig  wiedergegeben  wird ;  dass  das  Fleisch»  «oi^ 
leben»  Tier  Beine  hat  zum  Fortlaufen»  wir  aber  deren  «| 
besitzen»  um  es  zu  Terfolgen;  dass  die  KCmer  da,  wo  A^ 
sen  Männer  sie  binsäen»  bleiben  und  wachsen,  dass  derl 
Rlr  uns  die  Zeit  der  mühsamen  Jagden,  ihnen  die  Zeit  der  Rih 

Durch  Arbeit  kann  der  Mensch  die  Ungunst  der  Katar  d 
und  die  Segnungen  derselben  erhohen,  Deutschland  warn  1| 
tus  Zeiten  mit  Morästen  und  Waldungen  bedeckt,  sein  ~ 
rauh»  unwirtblich,  die  Einwohner  wohnten  in  Hütten  ml 
oder  Stroh»  im  Winter  in  Erdhohlen,  sie  hatten  nur 
zur  gewöhnlichen  Nahrung  und  man  kannte  keine  ander« 
dearten  als  Hafer  und  Gerste.  Fleiss  hat  die  Wälder 
die  Moräste  ausgetrocknet»  den  Boden  der  beleliendeD 
Lichtes  und  der  Wärme  eröffnet  und  ihn  flSr  fremde,  an 
Verhältnisse  gewohnte  Gewächse  geeignet  gemacht  Maa 
Roggen  Tom  Kaukasus»  den  Weinstock  und  den  Weizen  t»I 
die  Kartoffel,  den  Mais  und  die  Tabakspflanze  von  Adm 
Hirse  von  Ostindien»  das  Heidekorn  von  der  Türkei 
pflanzt»  und  die  Natur  hat  diese  Fremdlinge  wie  ihre 
Kinder  aufgenommen  und  genährt.  Selbst  dem  vom  Klimx 
begünstigten  Italien  musste  der  Reis  aus  Ostindien,  ^ 
beerbaura  aus  China»  selbst  der  Weinstock  ans  Asien 
werden»  es  hatte  nicht  von  Natur  aus  die  Apfelsine,  (Tul 
ranze»  die  Citrone  und  den  Cedrat»  und  es  war  bomA\ 
nicht  Yon  Natur  aus  das  Land»  wo  die  Citronen  blfihn  no^ 
dunklen  Laub  die  Goldorangen  glühn.  Der  Kafleebaan, 
genwärtig  jährlich  gegen  600  Hillionen  Pfund  Bohnen  H 
Millionen   Menschen   eine  gesunde  und  feine  Nahroog 
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tpiüngHch  blo8  in  den  «fidüch  Ton  Abyssinien  gelegenen 
n  zu  Hanse,  wo  er  auch  noch  jetzt  wild  wachsend  ange- 
wird.  Menschlicher  Fleiss  hat  ihn  aber  nach  Arabien  nnd 
nach  Westiodien,  Brasilien  und  Java  verpflanzt.  Es  ver- 
emerkt  zu  werden,  dass  wahrscheinlich  alle  in  Westindien 
asilien  wachsenden  Kaffeebftume  von  einem  einzigen  Indi- 
abstammen ,  das  in  Frankreich  aus  Samen  gezogen  und  Im 
1717  von  Declieux,  nicht  ohne  Opfer,  nach  Martinique 
it  worden;  denn  Declieux  musste  seine  ihm  bei  der 
und  mfihevollen  Ueberfahrt  karg  zugemessene  Wasserpor- 
t  dem  BSumchen   theilen,   uro  es  bei  Leben  zu  erbalten. 

18  hier  von  den  Leistungen  der  Arbeit  in  Bezug  auf  nutz- 
flanzen  gesagt  ist,  lässt  sich  auch  bezflglich  nützlicher 
behaupten.  Ein  recht  schlagendes  Beispiel  gibt  uns  Neu- 
•    Dort  scheint  es  sich  die  Natur  zur  Aufgabe  gemacht  zu 

recht  bizarr  zu  erscheinen.  Das  Land  hat  von  Natur  aus 
ohne  FlGgel  mit  Haaren  statt  der  Federn,  vlerfässige  Thiere 
lem  Schnabel,  schwarze  Schwäne,  weisse  Adler,  Knckuks 

Nacht,  Eulen  die  bei  Tage  schreien,  es  fehlen  ihm  aber 
hmen  Hausthiere  mit  AusYiahme  des  Schweines  und  des 
»,  und  es  war  den  Europäern  überlassen,  Pferde,  Rinder, 

und  Schafe  dahin  zu  bringen,  die  daselbst  auch  treflflich 
en.  Als  die  ersten  Pferde  daselbst  anlangten,  nannten  sie 
iwohner  Schweine,  auf  denen  man  reiten  kann. 

e  Kunst,  wie  man  oft  die  Arbeit  im  Gegensatze  zur  Natur 
hat  nicht  blos  Länder  mit  Pflanzen  und  Thieren  versehen, 
len  von  Hause  aus  fremd  waren,  sondern  dieselben  auch 
It  und  fruchtbarer  gemacht.  Nicht  ohne  tiefen  Sinn  nennt 
aber  auch  jede  auf  Veredlung  ausgehende  Arbeit  Cultur. 
man  den  wilden  Apfelbaum  der  Natur  allein  überlassen,  bo 
1  wir  nur  herbe,  kleine  und  unansehnliche  Aepfel  kennen; 
Itur  hat  uns  mit"1400  bis  L500  Arten  edler,  von  jenem  Wild- 
isgegangenen  Arten  bereichert.  Auf  demselben  Wege  er-^ 
I  wir  über  1300  edle  Birnensorten  und  über  400  Sorten 
en.  Noch  vor  50  Jahren  kannte  man  nur  die  einfache  6e- 
,  jetzt  besitzen  wir  1500  gefüllte  Abarten.  Wie  vielerlei 
ßnsorten  der  Weinstock  trägt,  ist  bekannt.  Die  Cultur  hat 
er  nicht  blos  veredelt,  sondern  auch  zu  einem  grosseren 
gebracht.  Audi  her  t  erwähnt  eines  Weinstockes,  der 
)  Flaschen  Wein  die  Trauben  trug.  Ein  Weinstock  im  ko- 
ten  Garten  zu  .Hampton-Court  fiiilt  ein  ganzes  grosseil 
laus  aus  und  trägt  so.  viel  Trauben,  dass,  als  Georg  IH. 
den  Schaospielem  im   Drury-Lane- Theater  1300  Dutzend 
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davoD  äbziischDeiden  erlaubte,  fäll«  deren  so  viele 

der  Gärtner  erklärte,   man  kSnoe  noch  einmal  so  viele  »tochmi 

den,  ohne  den  Stock  ganz  zn  eotUdssen« 

r 

Von  Natur  ans  gibt  es  keine  zahmen  Hanstfaiere,  alle  die« 
stammen  von  gezähmten  Wildungen.  Die  Kunst  hat  den  mait- 
i&jiigeo  Ochsen  gesdiaffen  und  ihn  gezwungen,  dem  Mensda 
seine  Kraft  zu  widmen ;  durch  Einwirkung  auf  den  Wolf  o^ 
Sobakal  sollen  die  zahlreichen  Racen  von  Hunden  entstanden  seiik 
aus  dem  wilden  Pferde  ist  der  fenerige  Araber  und  der  schwer 
fUlige  Normane  mit  allen  Zwischenracen,  aus  dem  BaoernsduA 
ist  das  feinwollige  HerinoschaC  hervorgegangen. 

Ohne  Arbeit  erwächst  fär  den  Menschen  selbst  bei  dem  gfr 
stigpten  Klima  nicht  jener  Zustand  der  Civilisation  und  geistipi 
Entwickehing,  der  seiner  Bestimmung  entspricht    Wenige  Ge^ 
dei^  der  Welt  haben  ein  so  gunstiges  Klima  und  so  grosse  Fmdl* 
barkeit  wie  die  Sfidsee- Inseln.     Da  gibt  es  ganze  Wälder  m 
wildwachsenden  Kokospalmen,   die  dem  Menschen   Nabrang  vd 
Brennstoff  gewähren;   vqXi  wenig  Muhe  pflanzt  man  Pisangs,  ^ 
ISßmal  so  ilel  Nahrung  liefern,  als  Weizen  auf  gleich  grosser Are^ 
und  von  denen  ein  kleiner  Garten  hinreicht,    um  eine  Familie  a 
ernähren;   es  gedeiht  dort  der  Brodbanm,  der  alle  8— 9  M011I1 
Frdchte  trägt,  die  auf  einem  heissen  Steine  gebacken  irieWe^ 
zenbrod  schmecken.    ,yWer",  sagt  Cook,  „in  seinem  Lebeisb 
Brodbäume  pflanzt,    erfüllt  die  Pflicht  gegen  seine  Famifeda 
so  gut,  wie  bei  uns  ein  Bauer,  der  jedes  Jahr  pfldgt,  sad»  e«- 
tet  und  drischt''    Ja  man  holt  sich  in  diesen  Ländern  Bndfadt 
aulr  dem  Walde  eben  so,    wie  man  bei  uns  nach  Holznmplt 
Der  dort  wachsende  Sagobaum  enthält  nämlich  in  seinen  Msk 
300  bis  600  Pfund  nahrhaftes  Mehl ;    man   braucht  ihn  m  * 
zuschlagen,   in  Stflcke  zu  zerschneiden  und  das  Mark  kenl■^ 
kratzen.    Unter  diesen  glflcklichen  physischen  Verhältnisten  hka 
nun  auf  den  Sfidsee*  Inseln  zwei   an  Civilisation  und  DlUini* 
fthigkeit   sehr    weit    von    einander    abstehende    Dntäflne>  ^ 
Malayen  und  die  Papuas.    Bei  ersteren  fanden  die  Eavpis 
zur  Zeit  ihres  ersten  Besuches  schon  einige  Coltur,  dieseflMtri^ 
ben  Ackerbau ,  hatten  kfinstliche  Bewässerungen  und  ei^ge  b^ 
sttie,  und  es  offenbarte  sich  schon  an  ihren  Zeugen  uodfieiit- 
schaften  und  besonders  an  ihren  Booten  einiger  Gesdnnaefc;  s* 
wohnten   in   Dörfern  und  hatten  schon  moralische  nnd  relsii> 
Begriffe.    Gegenwärtig  haben  viele  derselben  bereits  csre|ifiKk> 
Sitten  angenommen ,  kleiden  sich  europäisch  und  wobnea  in  ^ 
gebauten  Hänsern.    Die  dem  Stamme  der  Papuas  Angchflns» 
aber  gehen  noch  jetzt  nackt  oder  höchstens  in  TiiierMle|eUeiM 
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l^icb  nm  FIscben  oder  Klognruhs  nnd  ▼eriehreD  alles  roh, 
|bn  eloem  Vogel  kaum  die  Federn  aus,  bevor  sioMbn  yer« 

Mehrere  essen  sogar  das  Fleisch  ihrer  erschlagenen 
^  ja  sie  erschlagen  Menschen  blos,  um  sie  aufzehren  zu 

Noch  im  Jahre  1845  brachten  die  Bewohner  der  Salo- 

lelD  den  MIssionSren  ein  Kind  zum  Verkaufe  und  empfah- 

Anbot  durch  die  Versicherung »  es  sei  gut  zu  essen.    Der 

Nicaiki  der  Fortnnainsel  soll  nicht  weniger  als  1000  Men« 

iofgezehrt  haben.  , 

chdem  ich  nun  gezeigt  habe,  wie  die  Menschen  durch  Ar* 
der  Civilisatioo  und  im  Wohlstande  fortschreiten»  will  Ich 
Lircb  Beispiele  dartbun,  wie  man  durch  Aufgeben  der  Arbeit 
iistande  einer  selbst  hoch  entwickelten  Bildung  in  Robheit 
trftigkeit  zurücksinken  kann.  Aegypten  war  im  Alterthum 
;z  der  höchsten  Cultur,  es  nährte  zwulf  Millionen  Einwoh* 
3  hatte  noch  Ueberfluss  zur  Ausfuhr;  Rom  nannte  es  eine 
Kornkammern.  Die  Juden,  welche  sich  im  eigenen  Lande 
igsam  vermehrten,  nahmen  in  diesen  fruchtbaren  Gegenden 
:h  zu»  dass  sich  ihre  Zahl  alle  15  Jahre  Terdoppelte.  Da- 
tte  man  Gewerbe,  eine  sehr  hoch  entwickelte  Baukunst, 
»Ibst  Wissenschaften  wurden  mit  Sorgfalt  gepflegt.  Das 
war  aber,  wie  uns  Herodot  erzählt,  nur  durch  ungehevre 
ngungen  bewohnbar  gemacht.  Sein  Segen  beruhte  auf  den 
(chwemmungen  des  Nils.  Man  musste  ein  ausgedehntes 
ystem  anlegen,  kolossale  Dämme  bauen,  zahlreiche  ScMevssen 
ilten,  um  dem  Lande  das  Wasser  gehörig  zuzuleiten  nnd 
der  zu  rechter  Zeit  trocken  zu  legen ;  man  musste  es  gegen 
nd ringenden  Wfistensand  schützen  ynd  sogar  Mauern  bauen, 
ndliche  Horden  abzuhalten.  Die  Natur  ist  zwar  in  Aegyp- 
ch  immer  dieselbe,  der  Nil  tritt  noch  alljährlich  aus,  man 
taoch  jetzt  nur  den  Samen  in  den  zurflckgeblieheoen  Schlamm 
snen  und  ihn  der  belebenden  Kraft  der  Sonne  zu  flherlassen; 
:  von  diesem  Lande  noch  immer,  was  der  Eroberer  dessel- 
kmru  (640  n.  Chr.),  an  den  Kalifen  Omar  schrieb:  »»Aegyp- 
;  erst  ein  ungeheures  Staubfeld,  dann  ein  Siisswassermeer, 
sin  Blumenbeet"  Allein  es  fehlt  an  hinreichenden  arbei- 
1  Händen,  da  die  Bevölkerung  auf  zwei  und  eine  halbe  Mil- 
erabgesunken  ist,  ein  Theil  der  Canäle  ist  verschlämmt, 
leil  der  Dämme  verfallen,  mehrere  Schleussen  sind  ver* 
nden,  der  Wüstensand  dringt  immer  weiter  vor  und  ein 
des  sonst  fruchtbarsten  Landes  ist  in  eine  WGste  verwao- 
Zwar  bat  sich  der  Zustand  dieses  Landes  in  neuerer  Zeit 
gebessert,  da  man  fremde  Kräfte  dabin  gezogen  und  manehs 
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Arbeit  wieder  aufgenomineD  hat ;    alleio  ooch  immer  ist « 
die  frohere  Zeit  der  BiQthe  in  einem  Zustande  der  Anujj 
Verwilderung. 

Ein  noch  traurigeres  Bild  stellen  uns  die  weetasi 
der  vor  Augen.  Dort  standen  einst  Babylon,  NiniTe, 
mit  ihren  ungeheuren  Bauwerken,  ihren  Tempeln,  Palästen. 
und  Gärten,  dort  blühten  einst  Industrie  und  Bändel; 
CanSle,  Dämme  und  Wasserhauten  der  kfinstlichsteo  Art 
dem  von  N^tur  trockenen,  aber  zeitweiligen  Ueberschir 
ausgesetzten  Lande  das  Wasser  des  Euphrat  und  Tigris 
schützten  es  wieder  vor  Ueberschwemmungeu«  Eine  n&t 
Mauer  trennte  zwei  Reiche  von  einander  und  hielt  desl 
feindlicher  Horden  ab.  Jetzt  bezeichnen  nur  mehr  Rräa 
Ort,  wo  die  Städte  gestanden;  die  Canäle  sind  versaoda 
Dämme  verfallen,  von  Kunstbauten  ist  keine  Spur  übtu 
Euphrat,  welcher  sonst  mitten  durch  BabyJoo  floss,  iü 
unterhalb  der  Stelle,  wo  diese  Stadt  stand,  versandet,  £: 
sehen,  die  Industrie  und  der  Handel  sind  verschwondfo d 
finden  dort  nur  mehr  schwärmende  Kurden  mit  ihres  i 
sparsame  Nahrung. 

Der  Ackerbau  steht  noch  unter  dem  überwiegenden  fk 
der  Naturkräfte,  und  die  Arbeit,  so  segenvoll  auch  da  ibit 
kungen  sind,  spielt  dabei  doch  nur  eine  untergeordoete 
Bei  der  gewerblichen  Industrie  und  dem  Handel  gewinnt  iM 
Arbeit  das  Ueberge wicht.  Ackerbau  kann  man  nur,  wemi 
sen  Namen  verdienen  soll,  im  offenen  Felde  treiben,  G«« 
Industrie  oder  Industrie  schlechtweg ,  wie  ich  erstere  im  Fels« 
stets  nennen  werde,  gestattet  zu  ihrer  Ausübung  gesS^ 
Räume.'  Der  Landwirth  hängt  von  jenem  Maasse  des  Lieble« 
der  Wärme  ab,  das  ihm  Witterung  und  Klima  gewähren, <i4 
dttstrielle  erleuchtet  und  erwärmt  seine  Werkstättea  kusMl 
dem  Grade ,  als  er  dieses  bedarf.  Luft  und  Feuch^igi^'eit  n 
auf  Felder  und  Wiesen,  wie  es  der  Lauf  der  Natur  mit  »cbh 
aber  in  industriellen  Werkstätten  schafft  man  sich  km 
Trockenheit  und  Nässe,  selbst  für  einzelne  Zwecke  köa^ 
Gas- Atmosphären  und  luftleere  Räume. 

Der  Landwirth  kann  wohl  Vieles  thun,  um  den  Ertrag  ^ 
Gärten,  Aecker,  Wiesen  und  Wälder  zu  erhShen,  das  «^ 
des  Industriellen  liegt  hingegen  fast  ganz  in  seiner  EiDsicbt. 
nem  Fleisse  und  seinen  Capitalkräften.  Beide  bedGrfeo  t^ 
Consumenten  als  Abnehmer,  doch  sind  diese  dem  lod«^ 
unentbehrlicher  als  dem  Landbebauer,  daher  denn  aii€&  0*^/ 
Länder  einer   dauernden  und  starken  Erschfitterangeo 
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ten  Wohl&hrt  sich  erfreuen ,  in  deiien  Ackerbau  und  Industrie 
in  Hand  gehen  und  jeder  Zweig  am  anderen  einen  siehe- 
bnefamer  findet  Belgien  scheint  in  Europa  das  Land  zu 
ivo  diese  beiden  Kräfte  am  besten  ausgeglichen  sind ;  daher 
ch  auf  jeder  Quadratmeile  seines  Bodens  8200  Menschen 
und  an  den  Fortschritten  in  allen  Zweigen  der  Cultur  buchst 
ollen  Antheil  nimmt. 

ie  beiden  Hauptbeschäftigungen  des  cultivirten  Menschen, 
dostrie  und  der  Ackerbau ,  gleichen  einem  durch  mensch- 
Arbeit  errichteten  kolossalen  Gebäude»  jedoch  die  Industrie 

aus  kuDstlich  bearbeiteten  Bausteinen  und  künstlichem 
I  erbauten,  der  Ackerbau  einem  solchen,  das  aus  rohem 
iaie  errichtet  ist ;  den  Stoff  zu  beiden  hat  die  Natur  gelie- 
Es  wäre  interessant,  Plan  und  Ausführung  in  Bezug  auf 
Gebäude  näher  zu  besprechen ;  allein  dieses  konnte  nur  in 

bändereichen  Werke  geschehen.  Hier  beschränke  ich  mich 
niges  Wenige  bezOglicb  der  industriellen  Vorgänge  und  ihrer 
mg. 

1  der  Industrie  sieht  man  recht  deutlich,  wie  der  Mensch 
atnr  seine  eigenen  Zwecke  unterschiebt  und  sie  zwingt,  durch 
Kraft  seine  Absichten  zu  fördern.  Der  Stamm  der  Bäume 
m  Natur  aus  mit  eigenen  ruhrenftirmigen  Geffissen  ausge- 
t,  mitteist  weicher  er  aus  dem  Boden  die  Flüssigkeiten  auf- 
,  die  ihn  nähren  und  in  seine  Substanz  übergehen.  Wird 
aum  umgeschlagen ,  so  ist  der  im  Holze  enthaltene  Nahrungs* 
ie  Hauptveranlassung  zur  Fäulniss.  Man  substituirt  nun  dem 
ingssafte  eine  passende  Salzauflosung  und  die  getäuschte 
'  des  Baumes  nimmt  sie  eben  so  willig  auf,  wie  den  wirkli- 
Nahrungsstoff.  Diese  Salzauflusung  widersteht  aber  der 
liss,  und  ein  so  behandelter  Baum  gibt  ein  zu  gewissen 
ken  viel  dauerhafteres  Holz. 

)ie  Sonne  sendet  der  Erde  Wärmestrahleo  zu,  um  den  Orga- 
sn  daselbst  eine  der  wichtigsten  Lebensbedingungen  zu  ge- 
en,  dann  um  das  Wasser,  das  ohne  Unterlass  dem  Meere 
urat,  in  Dunst  zu  verwandeln,  damit  es  wieder  als  Regen 
Ländern  zurückgegeben  werde,  aus  denen  es  gekommen  ist. 
US  zieht  man  aber  Nutzen  zur  Erzeugung  von  Seesalz.  In- 
man  Seewasser  in  flache  Behälter  leitet  und  die  Sonnen- 
le  darauf  wirken  lässt,  setzt  sich  nach  Verdunstung  des 
sers  der  Salzgehalt  ab.  In  Sicilien  gewinnt  man  auf  solche 
se  gegen  P/a  Million  Centner  Seesalz. 

Es  gibt  Kräfte  in  der  Natur,    die  sich  feindlich   gegenüber 
en  und  sich  in  ihren  Wirkungen  aufheben.    Diesen  Zwiespalt 
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dec  Natur  bat  der  Isdatftridle  Uenach  niehi  nulMiHllit  pkmm. 
So  a.  B,  bedient  man  aieh  der  farbensentüreadea  Kraft  des  Cldtn 
aom  Bleicben,  Eiafttaen  voa  Muatern  in  gaf&rbte  Stofe  n.  s,  w. 

MeDschen  und  Tbiere  baben  ein  bestunmtea  Maaaa  pbysiscfaer 
Kr&fte«   die  aber  weder  mit   der  allen   vorkommenden  Zweckes 
entsprecbenden  Geacbwindigkeit  wirken  nocb   alle  erforderiicben 
Bewegungen  bervorbringen  können.    Ea  muasten  alao  Vorricbtan- 
gen  erfunden  werden «  welcbe  geeignet  sind«   die  notbigen  Modi- 
ficationen  aolcber  Art  berrorzubringen.    Dieaea  iat  non  bereits  ii 
Tielfacber  Beziebung  geacbeben.    Ein  Mann  kann  mit  freier  Bto^ 
nur  einen  Druck  ron  etwa  90  Pfd.  auaüben;   aber  mit  der  Bra- 
ma brechen  Preaae  ist  er  im  Stande,   einen  Balken  Ton  l  Fsss 
Dieke  und  2  Fusa  LSnge  oder  eine  6  Zoll  dicke  Eiaenplatte  abxD- 
drOcken ,  wozu  eine  Kraft  von  circa  1500  Centner  erfordert  whi 
Ein  Mann  bebt  in  einer  Secunde  87  Pfd.  1  Fuaa  bocb »  kilt  iber 
dabei  mit  den  notbigen  Unterbrecbungen  nur  drei  Stunden  io  Tigi 
aus.    Sein  mecbaniacbea  Moment  ist  daber  87x3=261.   Mit- 
telst eines   Uornbaspels   bebt  er  aber  26  Pfd.   in  einer  Secaede 
3^^  Fuss  bocb  und  kann  dea  Tagea  10  Stunden  arbeiten.  Sdi 
Moment  ist  daber  26  X  3%  X 10  s=  010,  alao  Sy^mal  grosser.  Eli 
Pferd  trägt  in  einem  Tage  Ton  8  Arbeitaatunden  ISO  Pfd.  5  Ma- 
len oder  20,000  Klafter  weit ;    mittelat  einea  Wagena  liebt  es  iba 
auf  gew5bnlieber  guter  Straaae  12  Centner  in  einem  Tage  m 
8  Arbeitaatunden  3  Meilen  oder  12,000  Klafter  weit;  letatenU- 
atnng  iat  daber  4*8mal  grösser  als  eratere. 

Mascbinen,  daa  Erzeugniss  menacblicber  Arbeit,  mackenf 
gar  die  physische  Kraft  des  Menseben  ganz  entbehrlich  wd  « 
bleibt  dem  Menschen  nur  daa  wOrdigere  Geacbäft  der  As&kU 
und  Leitung.  Wir  aeben  Maschinen,  die  hämmern  und  wahcii 
sägen  und  bohren ,  hobeln  und  drechseln ,  prägen  und  nieten,  ^k- 
nen  und  weben,  aticken  und  kloppein,  Nägel  und  Ketten  oacki. 
Nadeln  und  Stifte  erzeugen,  BOeher  drucken  und  Mfinieipri- 
gen,  ohne  eine  andere  Kraft  ala  die  dea  Wassers  oder  Dai^ 
an  bedfirfen.  Ihre  Leistungen  geben  ins  Fabelhafte.  Em  Diapf' 
bammer  kann  mit  einer  Kraft  von  12,000  Pfd.,  einer  Failböbefü 
6  Fuaa  in  einer  Mimite  bia  200  Schläge  machen.  Ein  Maiia  Iop 
mit  einer  Handzugrabme  nur  eine  Last  von  48  Pfd.  in  einer  Secoade 
1  Posa  bocb  heben  und  lägticb  5  Standen  arbeiten.  9900  Hfi- 
neben  richten  daher  kaum  ao  viel  aua,  als  ein  eiazigea  Diap'' 
acblagwerk.  Eine  von  Waaaer  oder  Dampf  bewegte  Kwmp 
schneidet  io  0  Zoll  dickem  Eicbenhoh  stflndHeh  120  QnMtm 
eine  Leistung,  die  jener  von  24  Männern  nut  Haadsigni  fk>i^ 
hemmt.    Man  hat  auf  30%  MUliena»  Spindein  mit  etaa  ANUM 
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«m  äber.MQMIHioneR  Pfd.  Garn  emwgt,  ein  Qwiiituni,  m 
I  Pro<hiotM»B  nuttebt  HaoilspiDBen  etwa  30  Milliooen  Spin- 
»thi^  gewesen  waten.  Mittelst  der  von  Heatheothe  er- 
len  Tfillmasobine  kann  ein  Arbeiter  in  einer  Stande  wenig- 
6  Quadrat -Ellen  TfiU  erzeugen,  während  eine  sehr  fleissige 
lerie  in  einem  Tage  kaum  2  Ellen  einfache  und  ganz  schmale 
n  zu  Stande  bringt  llittelst  Handarbeit  und  bei  der  übli- 
rbeiloog  der  Arbeit  kann  man  bei  der  Fabrikation  ¥on  Steck- 
I  auf  eine  Person  4800  Nadeln  rechnen.  Die  Wright'sche 
inascbine  macht  io  einem  Tage  2 — 3  Millionen  Stecknadeln 
sihiife  Ton  1 — 2  Arbeitern«  Bei  der  Papierfabrikation  schupft 
ann  in  einem  Tage  3000  Bogen  ordinäres  Schreibpapier,  also 
1500  Quadrat -'FusSy  dieses  Papier  bedarf  aber  zur  gänzli- 
Vollendung  noch  mehrerer  Manipulationen;  eine  Papierma* 
>  erxengt  mit  Hilfe  von  3—- 4  Personen  eben  so  viel  gans 
ia  Papier  in  einer  Stunde.  Mit  einer  gemeinen  Buchdrucker^ 
i  erhält  man  in  einer  Stunde  nur  200,  mit  einer  Stanhope« 
»  bucbstens  250  Abdrucke ;  die  von  Kunig  erfundene  Schnell- 
3  liefert  in  einer  Stunde  1200,  Cooper's  Stereotypenpresse 
yOO  Abdrücke« 

Fnter  solchen  Umständen  konnte  mit  Grund  erwartet  werden, 
die  Erzeugnisse  der  Industrie  einer  bedeutenden  Preiser- 
gung  unterliegen  mussten,  und  dieser  Erwartung  hat  auch 
Irfolg  entsprochen.    Als  man  Schwefelsäure  noch  einzig  und 

aus  EiseuTitriol  im  Kleinen  erzeugte,  kostete  das  Pfund 
lulden,  dadurch  dass  man  sie  mit  Zugabe  von  Salpeter  in 
en  Glaskolben  bereitete,  fiel  dieser  Preis  auf  8%  Kreuzer, 
ils  man  die  Erzeugung  in  Bieikammern  bewerkstelligt  hatte, 
i  ein  Centner  mit  8  —  9  Gulden  abgelassen.  Als  man  das 
marin,  die  jetzt  allgemein  angewendete  schone  blaue  Farbe, 
jasurstein  erzeugen  musste,  kostete  das  Pfund  der  Mittelsorte 
600  Gulden,  jetzt,  wo  man  es  aus  sehr  gemeinen  Stoffen 
lieh  zusammensetzen  gelernt  hat,  nur  P^  Gulden.  Von  den 
lachen  Zilndhlilzcben  kosteten,   als  sie  zuerst  nach  Oester* 

kamen,  hundert  SMIck  V/^  Gulden,  jetzt  steht  dieser  Preis 
f^  Kreuzer.    Heut  zu  Tage  ist  kaum  eine  Bauernstube  ohne 

im  15.  Jahrhundert  hielt  es  der  Stadtrath  Ton  Auxerre  ffir 
nklich,  ohne  besondere  Erlaubniss  des  Königs  aus  der  Stadt- 
3  eine  Cht  anzuschaffen.  Im  Jahre  1720  soll  die  Unterhaltung 
I  Foft^iano  von  186  SaUen,  wegen  des  hoben  Preises  der 
teren ,  jährlich  100  Thaler  gekostet  haben.  Ein  Pfund  Seide 
Im  Altertham  gleich  einem  Pfund  GoM.  Als  K5nig  Eduard 
^*  Toa  England  dareh  einen  Kaufknaiui  eis  Paar  SeidenstrimpC» 
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erhielt,  machte  man  davon  ungemein  Fiel  Anfheben«.  Gegctn 
Preisermiesigungen  eticht  die  gegenwärtig  hohe  Verwerfkat  J 
ab  unbrauchbar  betrachteter  Gegenstände  eigenthtalicb  ab. 
doch  ist  diese  eben  sowoht  ein  Ergebniss  indastrieller  hü 
Arbeit  wie  jene.  Ein  todtes  Ross»  dem  Haut  und  Uaar  eoton 
sind,  galt  lange  als  Bild  eines  nutzlosen  Gegenstandes;  ■ 
Abdeckerei  zu  Montfaucon  bei  Paris  bringt  man  eioen  yk 
Korper  durch  kluge  Benützung  aller  Theile  auf  20-^  Goldo. 
Blut  wird  theils  zur  Fabrikation  von  Berlinerblau,  theils 
net  als  Dfinger  verkauft,  die  Hufe  und  Knochen  besdiei 
Kammmacher  und  Messerschmiede ,  und  was  diese  nkht 
können,  chemische  Fabriken  zur  Erzeugung  von  AnmoDiit 
Fett  wird  zum  Einschmieren  von  Leder  oder  als  BreDuti 
Lampen  der  Emailleurs,  das  Fleisch  theils  zum  Verspeisefl 
als  Futter  für  Hunde,  Katzen,  Schweine  und  Hfihner  v 
aus  den  Flechsen  siedet  man  Leim,  von  den  dfinnen 
macht  man  Saiten,  die  s(;hon  in  Fäolniss  Übergegangenet 
von  Fleisch  dienen  Maden  zur  Nahrung  und  letztere  werdet 
als  Vogelfutter  oder  als  Köder  zum  Fischfang  verkauft,  n 
finden  sich  zahlreiche  Ratten  ein,  die  man  eigens  hegt« 
Masse  erschlägt  und  deren  Felle  an  Kürschner  verktnft-  ^ 
viele  Menschen  würden  Beschäftigung  und  Unterhalt  fiodei.  * 
diese  Industrie  von  Montfaucon  in  Bezug  auf  andere  GegeisQ 
Anwendung  föode,  die  jetzt  nutslos  zu  Grunde  gehen ;  in  dwll 
wenn  über  Mangel  an  Beschäftigung,  Verdienstlosigkeit  aodia 
von  gesundeil  Leuten  geklagt  wird ,  so  ist  dieses  gar  oft  ut 
Folge  eines  Mangels  an  industriellen  Bestrebungen. 

Sollte  mein  Bild  über  die  Macht  der  Arbeit  vollendet  M 
koiineo,  so  müsste  ich  auch  den  Antheil,   welchen  die  AHx^ 
Handel  und  Verkehr,  an  Künsten  und  Wissenscbaflen  bat.' 
schildern ;    allein  dann   würde   dieses   Bild   grosser  sein  ab 
Rahmen ,  in  den  es  passen  muss* 

Es  ist  aber  schon  aus  dem  Gesagten  zu  ersehen,  At» 
Mensch  nur  durch  Arbeit  zum  Herrn  der  Welt  wird ,  als  v< 
er  sich  so  gerne  betrachtet  und  dass  er  ohne  Arbeit  nur  ihr  5 
ist.     Alles  gehurt  ihm,  wenn  er  es  durch  Arbelt  zu  gewinnei 
Das  Licht  ist  ihm  nicht  mehr  blos  das  Vehikel  des  SebeK> 
dern  sein  Bleicher  und  Färber,  die  Wärme  wird  za  setoea 
die  Elektricität  zu  seinem  Postillon,    der  Magnet  za  seinea 
rer;    die   Ströme  fliessen,   um  seine  Schiffe  in  ferne  1«^^ 
tragen,    für  ihn  hat  die  Erde  ihre  Mineralschätze,   für  iba4 
die  Gesundheitsquelle,  für  ihn  keimt  die  Saat  und  laicbet  dff^ 
Das  Lamm  trä^t  fär  ihn  die  Wolle,  gibt  die  Kuh  die  Mik^ 
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ihn  seine  Eier.  Durch  Fleiss  hat  der  Meneeb  dae  Reich 
isseDScbaften  gegründet,  d.  h.  eineo  Baom  gepflanzt ,  der  in 
de  wurzelt  and  dessen  Krone  bis  zu  den  Gestirnen  reicht« 
ich  erinnere  mich  vielleicht  noch  zu  rechter  Zeit  an  Mon- 
te u ,  der  sagt:  Manche  Redner  suchen  durch  die  Länge  Ihres 
ges  zu  ersetzen»  was  ihnen  an  Grflndlichkeit  abgeht ,  und 
b Hesse  daher»   um  nicht  diesem  Satze  zu  verbUen. 


.  XTni. 

Uebangsaafgaben  für  Schüler« 

I  Herrn  Professor  F.  U.  Riimp  am  Gymnasium   In  Cosfeld. 

orbemerknng.  Die  folgenden  Aufgaben  sind  nicht  ffir 
ne  talentvolle  und  mehr  ausgebildete  Schüler,  sondern  Tief* 
fSr  ganze  Klassen,  z.  B.  Hlr  die  Secunda  eines  Gymnasiums 
imt,  so  dass  die  Auflösung  einer  solchen  Aufgabe »  die  aus« 
Ib  der  Schulzeit  anzufertigende  und  in  einer  bestimmten  Zeit 
iefernde  schriftliche  Arbeit  eines  jeden  Schfilers  der  Klasse 
icht.  Dass  bei  Aufgaben  dieser  Art  «icht  so  sehr  und  ver- 
eise die  Erfindungsgabe  in  Anspruch  genommen  werden 
in  welchem  Falle  nur  die  besser  begabten  Schuler  berdck- 
get  würden,  —  dass  vielmehr  auch  der  minder  begabte,  aber 
Ige  Scbfiler  sich  im  Stande  fühlen  muss«  mit  Benutzung  der 
r  Schule  gegebenen  Anweisung  unter  Anwendung  von  ziem- 
eicht zu  findenden  Combinationen  und  Analogien  die  Aufgabe 
Itigen  zu  kOnnen,  versteht  sich  bei  jedem  praktischen  Schul« 
e  wohl  von  selbst.  —  Unter  Anderem  liefern  manche  Be- 
I  für  den  Pytbagoräischen  Lehrsatz,  solche  nämlich,  die  sich 
'Ongrnenz  von  Dreiecken  und  auf  Gleichheit  von  Parallelo« 
men  stfitzen^  ffir  Aufgaben  der  bezeichneten  Art  ein  vortreff- 
s  Material.  Nachdem  nSmIich  ein  solcher  Beweis  mehr  oder 
Br  ansfQhrlieh  in  der  Schule .  vorgenommen   oder  auch   nur 
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angeleulet  ist,  wird  die  Lag»  der  Quadrate  gegen  ebaadcr  ge- 
ändert and  dann  den  Scbfitern  die  Aufgab«  gestellt,  bei  dieser 
ver&odetten  Lage  der  Qnadrate  den  Beweis  zu  liefern«  Vm  hier- 
bei mehr  Mannigfaltigkeit  heiYor  zu  bringeii  und  dem  Scbtier  m 
grosseres  Feld  für  seine  freie  Thitigiceit  zn  Tersehaffeo,  kS&ieo 
in  der  Scbnie  noch  mehrere  Beweise  eder  doch  nebrfiKbe  Ab- 
findernngen  desselben  Beweises  flir  die  einmal  aagenomaiene  Lage 
der  Qnadrate  behandelt  werden ,  worauf  der  Schüler  in  eeiiier 
schriftlichen»  eine  andere  Lage  der  Quadrate  Toraassetzendeii  Auf- 
gabe eine  freiere  Bewegung  bei  Aufsuchung  des  Beweises  umt\h 
men  kann.  In  derselben  Weise  sollen  auch  die  folgendes  Leiir* 
sitze  benutzt  werden. 

L  Lehrsatz.  Durchschneiden  sich  in  einem  Kreise  zvn 
Sehnen»  so  sind  die  beiden  Parallelogramme,  welche  aus  des  tir« 
Stücken  jeder  Sehne  und  dem  Winkel,  unter  welchem  wkik 
Sehnen  schneiden,  construirt  werden,  an  Flächeninhalt  gienh. 

Es  seien  AC  und  DE  (Taf.  V.  Pig.7.)  die  beiden  sieb  hi  B 
durchschneidenden  Sehnen.  Macht  man  nun  BF=zBC  boJ 
jBG  =  BDt  und  construirt  hiernach  die  beiden  Parailelograsae 
BAJF  und  BEHG.  so  ist  zu  beweisen,  dass  BAJF  =  BEBG. 

Erster  Beweis.  Ziehe  DC  und  GF,  verlängere  ab&a 
nach  beiden  Seiten  hin  die  Linien  JFund  HG,  bis  sie  eiMmii 
sich  in  M  treffen,  andererseits  aber  mit  der  durch  A  undffe- 
legten  Geraden  in  K  und  L  zusammenstossen.  Alsdann  \A  n- 
nächst  ^DBC^^GBF,  und  demnach  der  Winkel  CDB^FQl^ 
Es  ist  aber  auch  CDB  =  CAE  und  folglich  auch  FGB  =  CAl 
und  daher  FC?  parallel  KL.  Also  ist  auch  femer  FGAK-FGU, 
und  da  FGAK  =  MGAJ  und  FGLE  =  FMHE  ist,  so  ist MGAJ 
=  FMHE,  und  folglich  auch ,  wenn  man  das  gemmnscliiftiieke 
Stück  FMGB  wegnimmt,  FBAJ—GBEH. 

Zweiter  Beweis.  Nachdem,  wie  im  ersten  Beweise  geieift 
ist,  dass  FG  parallel  KL,  und  hierauf  die  Diagonalen  FA  osd  C£ 
gezogen  sind,  ergiebt  sich,  dass  ^FGA:=z ^FGEj  und  MgM 
auch  A  FBA  =  A  GBE.  Da  nutf  A  FBA  =  \FBAJ  und  Ä  GBi 
^\6BEH,  so  ist  auch  FBAJz=lGBEH. 

Dritter  Beweis»  Naehd^ia  abermfds  dargethan  ist,  dan 
FC?  parallel  KL,  ergiebt  sich»  dass  i^KFB^^AGlß,  unddemsKii 
a^b'\-e^^e^d'\-g,  und  da  nnn  a=s/ss:^p  e  aber  gensisfcM 
Uoh  ist,   so  Ist  auch  b^d,   A..h^  FBAJ^GBEH. 

Anmerkttftg.  So  elnfheh  dte  Torstehetitfen  B^ttdül  anck 
sind,  so  lehrreich  wird  doch  der  l^di  flfr  den  Sdkiler»  kM< 
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TSnderte  Lage  der  Paralleiogratnine  io  AnwendoDg  kommt 
r  dann  den  Beweis  selbetständig  aaeführen  aoll.  Die  Lage 
arallelogramme  kann  aber  maonigfach  verändert  werden »  wie 
Igenden  Figuren  zeigen.  In  Taf.  V.  Fig.  7.  waren  sie  Aber 
osfiieren  Sehnenatücke»  und  zwar,  vom  Dreieck  ÄBE  aus 
;htet,  nach  aussen  hin  gelegt;  in  Taf.  V.  Fig.  8.  fallen  sie 
las  Dreieck  ABE  ;  in  TaC  V.  Fig.  9.  stehen  die  Parallele- 
ae  auf  den  kleineren  Sehnenstiicken ;  dasselbe  ist  auch  in 
'.  Fig.  10.  der  Fall,  aber  hier  liegen  sie  auf  der  entgegen- 
steD  Seite.  In  Taf.  V.  Fig.  IL  liegen  abermals  beide  Paral- 
imnie  auf  den  grosseren  Sehnenstficken,  aber  das  eine  ßUlt 
das  Dreieck  ABE,  das  andere  nicht.  Wie  noch  ferner 
srungen  vorgenommen  werden  können,  ist  leicht  zu  sehen. 

>  Lehrsatz.  Sind  aus  einem  ausserhalb  eines  Kreises  lie* 
n  Punkte  zwei  Secanten  durch  den  Kreis  gezogen,  so  ist 
Parallelogramm,  welches  aus  der  einen  Secante,  dem  ausser- 
les  Kreises  liegenden  Stücke  derselben  und  dem  von  beiden 
iten  gebildeten  Winkel  construirt  wird,  dem  bei  der  anderen 
ite  in  gleicher  Weise  construirten  Parallelogramme  gleich. 

LUch  hier  bietet  sich  wie  beim  ersten  Lehrsätze  dieselbe 
igfaltigkeit  dar.  —  Statt  der  einen  Secante  kann  anch  die 
»nte  genommen  werden,  wo  dann  das  eine  Parallelogrann 
iseitig  wird. 
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Von    dem    Herausgeber. 

I. 

Zwei  geometrische  Aafgaben. 

EnU  Aufgabe. 

In  Taf.  V.  Fig.  12.  sei  AOB  ein  Dreieck,  dessen  Sei 
ten  OAz:2a,  OB  =  b  und  der  von  denselben  eingeschlos- 
sene Winicel  AOB=i  gegeben  sind;  man  soll  dieSei- 
ten  OA  und  OB  dieses  Dreiecks  um  zwei  solche  Stfieke 
AC  und  BD  Terlängern,  dass  diese  Stficke  in  eiaes 
gegebenen  Verhältnisse  m:n  su  einander  stehen,  n^ 
die  ihre  Endpunkte  C  und  2>  verbindende  gerade  Lift'«« 
CD  eine  gegebene  Grosse  c  hat. 

Erste    Auflosung. 

Man  setze  AC^x,   BD^y^   so  ist  nach  den  Bediofis^» 
der  Aufgabe 

Ferner  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

c»  =  (a  +  x)«+(6+y)«-2(a+ar)(6+y)cosi 
oder 

c«=    i(a+ar)«+(6+y)«+2(a+x)(6+.iy)|sin4i« 

+l(a+«)*+(*+»)»-2(a+a:)(6+y)|cosl?, 
also 

c«=|(a  +  ar)  +  (6+y))*sin4i«  +  Ka  +  a:)-(6  +  y)|«cos{? 
oder 

c«  =  |(a  +  6)  +  (x  +  y)|»sin;?  +  {(a-6)+(«-.y)pcoiii«. 


in  ergiebt  sich  au8  der  Proportioo 
Proportion 

1  wir  haben  aleo  zur  Bestimniung  von  x  und  y  die  beiden  fol- 
iden  Gleichungen: 

(m— n)(a:+y)  =  (m+n)  (ar— y), 

|(a  +  Ä)  +  ^x+y)l*8inii*+|(a-A)  +  (ar-y)l«cos4t'«=c« 

Die  zweite  Gleichung  lisat  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

I  setzen  wir  also : 

^^(«±*)+(£_+^.,„l...    ,^(«-6)-Kx-30 
c  e 

wird  diese  Gleichung: 
Ferner  ist 

I 

0  wird  die  erste  der  beiden  obigen  Hauptgleicfaungen : 


ir 


(m  — fi)c        {jn±n)c 
smit  'COS  4t  ^ 


•       » 


2(ffi6 


m  — n)c  (m-f  n)c         _^ 

► — na)8inij         2(»i6 — iia)eoftit  ^ 

Setzen  wir  der  Kärze  wegen 

,  _        {m—n\€  (fn-f»)c 

*  "^^2(1116— fia)8in;i '     **  ""  2(iii6  -  na)  cos  \i  * 

sind  die  aufzulösenden  Gleichungen: 
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r 
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Eliminirt  man  «.   so  erhilt  man  di»  Olel«liaag 

und  bestimmt  man  ann  «  an»  dies«  Gleidi«iiR.  hieraaf  «  wttdi 
der  Formel 


SO  erhfilt  man: 


"= inr^? — 

Also  haben  wir  zur  AutlSsung  unserer  An%tAe  die  fo^jorf« 
Formeln : 

*~2(m6— no)sinli*    '*~2(m6— »«)eosii* 
«=     iH^? 


Zweite    Auflösung. 
Gehen  wir  wiedet  roD  den  beiden  Gtetdiung^ii 

aus»  00  kSnneo  wir 


Mtsesiien.  84f 

und  die  Bweito  SMcbmig  wird  dana : 

8m\i  l    +  \ ^ ^  cos  It  f   =1. 

nen  also 

g  +  6-Km4n)to 

sin  U=8in  P, 

c  «  » 

C0Sil  =  C08P 


woraus  wir 

e8inP^(a  +  6)8init 
10= 1 ' » 

e  cos  P—  (a — b)  cos  Jt  ^ 

m  — n 

Bestimmung  von  P  die  Gleichung 

c  slnP —  (g  -t-  b)  sin  ji  ^  ccosP— (g — 6)  cos  ii 
m-|-n  ""  m—n 


sinP       cosP         a+Ä      ...         g— 6 

; =  7 ; — r-  sm  sl  —  7 r—  COS  it  > 

m-l-n      m — n      (iii-f-n)c  (m— «)c       * 


I P— — — •  cosP=  — —   sinit—  ZT^Z-rZA«®»!*' 

I.     Berechoen  wir  nun  die  Hiilfswinkel  B,  a  mittelst  der 

Ä      nt  +  n      ^  m+n   g— * 

tane  ^  = »    tang  01  = .  — t-t  5 

"  m — fi  "         M-^n   g  +  6 

vorstehende  Gleichung: 

sin(P— 6)       a+b  sin  (;•  —  ») 

cos  9  C  cos  09 


8in(/»-ö)=^.^.in(lf-«), 
^  ^         c       cos«         *         ' 

welcher  Pormel  P  beredmet  werden  kami.    Hieraaf  findet 
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man  <o ,  J? ,  y  mittelst  der  im  OI>^n  fär  dteee  GreMen  Kegcbem 
AosdrOcke. 


Dritte     A  u  f  i  u  8  u  n  g. 

Beseichnet  man  die  Winlcel  ODC  und  OCD  respedive  den 

ip  und  1/;,  80  ist 

a  +  ar :  6 + jf  =  sin  ^rsin  ^; 

aber  ti=~~^»   ^^^^ 

ma-fiiij::m6 -flu:  ==  sin  9>:8in^» 

woraus  sich 

qsin^  — ^siay 

jp=2  tu  — .  •    , 

fisin^^  — ntsmi^ 

ergiebt.    Nun  ist 

sincjr 
a^;r:c=:sin99:8int,     a  +  x  =  c  ^.^^  ; 

also 

<(8int/; — ftsiocp  sincp 

^     nsin^— msini^         sin» 

oder»  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

(na — Ulfe)  sin  y  csiny 

ns\n<p — msinip"^    sint 

d.  i. 

{na — mb)  sin  i  =  c  (n  sin  ^ — «i  sin  ^). 


T~   9 


Es  ist  aber  ipzzlSO^— (t-f  9>)t    folglich  hat  man  zur  Bestiom! 
von  <p  die  Gleichung 

(na— m6)sini  =  c{nsin9— msin(»  +  9)J, 
oder 

(na— m6)sint  =  cl(ri— mcosi)sio9— msinteos^l, 

oder 

^!^^^^^^^  sint  =s(»—ni  cos  0  sin  9> — msintcos^. 
e 

ßestimmt  man  also  die  Hulfsgiussen  R,  A  mittelst  derGMchu^ 
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IS  bekaontlicb  keine  Schwierigkeit  hat»    so  wird   vorstehende 
dchoog : 

6101  =  jß  810(99 — Ä), 

ffaus  sich  zur  Bestinimuog  voo  9  die  Formel 

.   X        #>v       «fl — »w6   siof 
810(9— Ä)  = -g- 

nebt 

Ueberhaupt  aber  haben  wir  nun  zur  Auflosung  unserer  Auf- 
ie  die  folgenden  Formelo: 

ß8iniA:=msint9  i 

iZcos  A=n*— mcost; 

.   /        «V      »*« — wft   sint 
sin(9  —  Ä)  = ^ ^  , 

i»;=1800-(i  +  9); 

asin'4'  —  6  sing) 
nsin^  — msin'4' 

asin^  —  Asino 
«  =  n — ; T— 7. 


Zweite  Aufgabe. 

In  Taf.  V.  Fig.  13*  sei  i^OB  ein  Dreieck»  desseiv  Sei- 
D  OA=^a,  OiB  =  6  und  der  von  denselben  eingescblos- 
ne  Winkel  AOB  =  i  gegeben  sind;  man  soll  die  Sei- 
D  OA  und  OB  dieses  Dreiecks  um  zwei  solche  Stacke 
7  und  BD  TerlSngern»  dass  diese  Stücke  in  einem* 
gebenen  VerhSitnisse  m:n  zu  einander  stehen,  und 
3  ihre  Endpunkte  C  und  />  verbindende  gerade  Linie 
>  ein  Minimum  werde. 

Auflösung. 

Man  setze  AC^izmx,  BD=znx  und  bezeichne  die  Linie  CD, 
liebe  ein  Minimum  werden  soll,  durch  y.    Dann  ist 
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y«=:(«+ifMr)«+(fr+iM?)«— 2(«+im:)(»+m0«»«. 
Mgtteh,  wenn  nmn  differentiirt: 

y^=     iii(a  +  iiu:)  +  n(6+a4c) 

— in(A  +  »wp)co8£— ii(a+iiia?)co«t 
=     ma-\'nb'-  {mb  -{-na)  cost 
+  (m*  +  »• — 2«n  cest)^. 
Die  gemeinochaftltcbe  Bedingung  des  MazimainB  und  Minimnms  h 

folglich  wegen  vorstehender  Gleicfanng: 

iiui+ii6—(iii6+iMi)cos<+(iii«+«*'^2n««  <?«»«)  Jf=0. 

woraus  sich 

ma-\-nb^  (tnb  +na)co8  i 
^""  ""     .m^  +  n!^ — 2mitco8t 

oder 

a(m — nco8<)-f  &(»  — mcost) 
*""""  (m+fi)«sin4i»+(m-n)»ctf8  4t« 

•rgiebt 

Leicht  findet  man: 

(na  —  mb)  (n — m  cost) 
"  +  "^-        m«  +  n«-2mnco8t    * 

(na— wift)  (m— ncosQ, 
6  +  nj:=-    »^  +  n»--2mncost   ' 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

,    (na-mft)*K«-wcosty+(n--mcosO»+a(m-wcost^w-Hiiw«>^ 
9  "~  "  (m*  +  n*— 2mn  cos  0* 

woraus  man  nach  einigen  einfachen  TraosfomatioDeo : 

(na — m6)^sin<* 
»  =m«+n*-2miicosi' 

also 

±        (na— m6)sint 

Vfl^  +  n*— äüm 


iodem  man  das  Vorzeichen  Immer  so  nimmt»  dass  y  po- 
rd. 

nixA  swischeo  dem  MAximum  uod  Miiumam  zu  unterachei- 
issen  wir  ppch  den  zweiten  DiffereutialquotiQntefi  entwickeio. 
em  OlHg^P  vv'^r 

^  =5  iit«i-f  fi6—(m6-f  na)  cosi  +  (m*  +  »*— .2mnco8i)  ar, 
man  durch  fernere  Differentiation: 

Da  ea  uns  aber  hier  lilosa  auf  die  Kenatniaa  des  Wer- 
is  zweiten  Differentialquotienten  anicomnit,  weichen  der-* 
Ir  den  Werth  von  x  erhält,  füir  welchen  der  erste  Diffe- 
[uotient  verschwindet»  so  kopnen  wir  In  der  vorstehenden 
mg 

und  erhalten  demstifbige 

y  5^  ~  »'** + n*  •=—  2mn  cos  t » 

8*y  m^  "f  w^— '2mn  cos  t 

S*«        (m  +  n)*8in  4t*  +  (wi  —  n)*co8  Jt* 

y  «ein  eben  gofiindener  stets  positiver  Werth  so  setaeo 
liemaeh  Ist  also  der  zweite  Differentialquotient  positiv,  folf^ 
s  Bedingung  des  Minimums  wirklich  erflQlit,  wie  verlangt  wurde. 


!an  kann  die  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  auf  verschie- 
Weise  abändern,  indem  man  die  Stücke  AC  und  BD^  statt 
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sie  auf  den  Veriftngerao|i^D  der  Seiten  OA  mid  OB  dei  Drei- 
ecks AOB  zu  nehmen,  auch  auf  diesen  Seiten  selbst  tob  A  und 
B  an  abschneiden,  auch  das  eine  Stflck  auf  der  VeriSngenros  d« 
entsprechenden  Seite  nehmen ,  das  andere  auf  der  entsprecbenda 
Seite  selbst  abschneiden  kann.  Die  Auflösungen  der  hieran 
hervorgehenden  Aufgaben,  die  in  zvreckmUssiger Weise  als Cebong»] 
aufgaben  benutzt  werden  kOnnen ,  ergeben  sich  ans  den  Auflösosi 
gen  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  ganz  von  selbst,  wen 
man  nur  die  Zeichen  gehörig  verändert,  und  bedürfen  einer  we^ 
teren  Erläuterung  nicht 

Eine  praktische  Anwendung  kennen  die  vorhergehenden  Ai^ 
gaben  bei  der  Berechnung  einer  MondOnsterniss  finden  :  die  erste 
bei  der  Berechnung   der  Zeit  des   Eintritts  des  Mondes  in  des 
Erdschatten,  die  zweite  bei  der  Berechnung  der  Zeit  der  gr5s«te& 
Verfinsterung.    Der  Kundige  übersieht  den  Zosammenbaog  anM- 
rer  Aufgaben  mit  diesem  Gegenstande  von  selbst,   und  ich  hattt 
weitere   Erläuterungen    Dir   ganz   HAnGtbig,    will   indess  noch  b 
grOsstentheils  bekannter  Weise  zeigen ,  wie  zur  Zeit  emer  Mmd* 
finsterniss    die  Breite  des  Erdschattens  an  der  Stelle,  wo  der 
Mond  durch   denselben   hindurch    gebt,    gefunden    werden  bar. 
was  hinreichen  wird,   um  die  bei  der  Berechnung  einer  solebo 
Erscheinung  Qiit  fifilfe  der  obigen  Aufgaben  nöthigen  Fomdo  be- 
sammen   zu   haben,  wobei  man  sich  nur  immer  erinnern  mw, 
dass  man  es  bei  einer  solchen  Rechnung  stets  nur  mit  sebr  off- 
nen  Linien   oder  Bogen  zu  thun  hat,    für  welche  immer  &  in 
einerlei  Maasse  ausgedruckten,  ihnen  entsprechenden  Winkel  la 
Mittelpunkte  der   Erde  gesetzt  werden  können,    und  dass  nu 
wie  bei  allen  solchen  Rechnungen  in  der  Astronomie,  noch  bis 
die  Zeit  des  Eintritts  des  Mondes  in  den  Erdschatten  schon  nibe- 
rungsweise  kennen  muss,   völlige  Genauigkeit  auch  nur  auf  den 
Wege  successiver  Annäherung  erreichen  kann.    Zur  Erlinterc^ 
dient  Taf.  V.  Fig.  14.,  in  Bezug  auf  welche  ich  nur  bemerke,  di&$ 
A  der  Mittelpunkt  der  Sonne,  B  der  Mittelpunkt  der  Erde,  e&t 
Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist ;   alle  übrigen  Betekb' 
nungen  sind  aus  der  Ftgiir  selbst  ersichtlich;   die  ebereo  Zeieheo 
beziehen  sieh  auf  den  Kernschatten ,   die  unteren  auf  den  Hatth 
schatten.    Es  ist 

p=etanggp; 
R:r:=zE±BS:BS, 

tE' 
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sn  ist 

Q  =  (ÄS  =F  e)  tangif;  =  ^g^qp«)  taog* . 

&Q  nach  dem  Vorhergeheoden : 

erner  ist 

r=ÄjS.sint|>=s  g-^p-ainif;,  alo^  =  — g~- 

na  den  beiden  Gleicbangen 

.    .       RT.T                      gtangy 
8intj;=— ^,    tangif;=-^:jg 

iQSsen   wir,   um  9,  welclies  hier  eigentlich  die  geauchte  unbe* 
annte  Grciaae  ist,  zu  finden»  t|;  eliminiren.    Es  ist  aber  bekanntlich 


Iso 


^          sinii;^ 
tang  tf^s  =  • ^---a , 


g*tangy^     _     \    E'/ 


^orai^s  sich 


fang  9»*=  -, {kjjX  ^ '  /  £    V   ~ 

rgiebt.    Setzen  wir  also 

T         ,     ^  T  ,     __  Ä  . 

-=sm(<),  2  =  sinii,  -jRssin//; 


3S4 


MUceikn. 


wo  o  die  Mondsparallaxe,  JI  die  SoDDeoparaUexe,  J  der  ich 
bare  Sonnenhalbmes^er  ist,  aa  wird 


tang9 


V6in^=f  ain  J7/  "T" 


also 


^      |8incd=F(8lnzff  sinil)«* 
^•'S''  =      l-(8,n^  +  8iiilf)«      • 


woraus 


.  8111 S -f  sin  i7  T  f^in  ^ 

V^l—(8in2f=F  sin/7)« 

folgt    Näberungsweis«  kann  man 
setzen. 


Die  polDÜictae  Chrftibi  l8|corBCW9k|^   nnA  lUe 
Matbematiker  Job.  V^lnr.  liiiiiib«rt.«uaA  ▼•■ 
l»Dd  Aber  alle  Aii/f»b0  tob  4ev  BcveiureibvBf 
drei  andere  ir^^ebene  Kreise  berllbreiideB 

Der  erste  Tbell  von  Job*  Heior*  Lambert'«  deatf 
gelehrten  Briefwecbsel.    Heraufgegeben  von  Job. 
Doulli,  Mitgl.  def  KOnigL  Akademie  der  Wisseo 
ten  ZV   Berlin.   1781*    entb&lt  vorzüglich   die   Briefe  i« 
Lambert  und  v.  Holland»  welcher  letztere  ein  grosser  IÜ| 
her  und  sehr  gründlicher  Kenner  der  Matbematik  war  mi 
damals  in  Treptow  an  der  Regg  in  Hiatefpommern  zi 
als  Hofmeister  in  der  Faniilie  des  Herzogs  Friedrich  £« 
von  Wflrtemberg,  der,  zu  jener  Zelt  in  pretisslechen 
mit  seinem  Regimepte  iq  Treptow  in  Garoisen  stand,  b 
sen  Briefen  kommt  ^wisehen  den  beiden  Mathematikern  voA 
Problem   von  der  Beschreibung  eines  Kreises,   der  drei 
gegebene  Kreise  berfibren  soll,  zur  Sprache,  in  einer  Weise 
manches  Interessante  enth&lt  und  daher  hier  wohl  eise  1^^ 
lung  verdient 


lolland  schtetM  an  Lamberl  ans  Treptow  d^n  39-  N^«^ 
»er   17fi9: 

Die  Gräfin  Skorzewska*)  bat  mir  letzthin  das  Problem 
^ebeiiy  zQ  drei  gegebenen  Zirkeln  einen  vierten  zu  finden, 
3ne  drei  beröbrt.  leb  babe  zivar  bereits  die  Auflö3upg  davon 
:ht.  Die  Recbnung  ist  aber  entsetzlich  mubsam  gewesen 
lat  mich  endlich  auf  eine  bis  zum  Ecke!  zusammengesetzte 
dratiscbe  Gleiebung  gefährt,  wo  die  unbekannte  Grosse  der 
IS  des  gesuchten  Cirkels  ist.  Nun  ist  es  mir  eine  ganz  dunkle 
erung,  dass  Vieta  schon  eben  die  Aufgabe  aufgelöst  bat, 
ch  bin  gewiss,  dass  er  sich  aller  der  algebraischen  Hülfs- 
[,  die  mir  zur  Auflösung  verbolfen,  damals  noch  nicht  bat 
nen  können.  Ich  glaube  aber,  dass  seine  Solution^  die  ohne 
"el  geometrisch  gewesen,  kürzer  und  netter  sein  wird  a|s  die 
ge.  Sollten  Sie  etwa  in  einem  Buche  irgendwo  Vieta' s 
eines  andern  Auflosung  dieses  Problems  haben,  so  wfirde 
bnen  lur  die  Mittbeilung  derselben  verbunden  sein,  die  Be- 
e  ist  natürlich,  nach  einem  zurückgelegten  Weg,  den  man 
t  gesucht  hat,   zu  wissen,    ob  luap  den  kürzesten  getroffen 

jierauf  antwortet  Lambert  aus  Berlin  den  11.  Decbr.  1768: 
Gräfin  Skorzewska,  Herr  Beitier***)  und  Herr  Obrist 
tut  haben  mir  ebenfalls  von  der  Aufgabe  des  CIrculs  ge- 
then,  der  drei  andere  ron  gegebener  Lage  berühren  ^olte. 
is  Berühren  kann  auf  acht  Arten  geschehen,  weil  entweder 
Irei,  oder  nur  zween  oder  nur  einer  oder  gar  keiner  inwendig 
auswendig '  berührt  wird.  Auf  di^e  Art  aber  schiene  daa 
lern  auf  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  zu  fuhren,  und 
e  sich  scbweriieh  mit  Circul  und  Lineal  eonstruiren  lassen. 
4sen  läset  es  sich  dennoch  auf  eine  Gleichung  vom  zweiten 
e  bringen.  Die  Auflösung,  so  ich  durch  trigonometrische 
leln  erhielt,    hatte  ich  der  Gräfin  mitgetheilt,   indef^en  mel^ 


')  Hierxa  bemerkt  Bernoulii:  „Eine  gelehrte  polnische  Dame 
grosse  Ifiehhaberis  der  mat^ematischea  WieMnsehaften.  91m  hat 
lange  in  Berlin  anfgehsUen,  lebt  aber  iiieht  iDehr.'*> 
^*)  Holland  hat  also  den  Apollonius  Gailus  des  Vieta  nicht 
not,  loadem  erinnert  sich  aar  dunkel,  einmal  etwas  davc^i  gehört 
aben.  Noch  weniger  wird  er  also  die  berähmte  Scbrift  des  Apol- 
a  a :  9r«p«  Isro^cwv  gebannt  haben ,  die  zwar  verloren  gegangen  ist, 
er  aber  Pappns  im  siebenten  Bache  seiner  mathematischen 
im  Ion  gen  Lemmata  anfgesetst  hat  G. 

***)  Spater  Professor  am  Gymnasium  illustre  za  Mi  tau. 
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dete  sie  mir,  eise  geometriscbe  würde  dem  OMst  Rieavt  bctser 
anetehen.  Ich  sachte  darauf  eine  bloss  algebraische,  wtil  die 
trigonometrischen  Formeln  noch  nicht  sehr  bekannt  sbd*).  Die 
Auflösung  war  ebenfalls  vom  zweiten  Grade ,  nnd  both  eine  wi^ 
wohl  etwas  weitläufige  Construction  an.  Dieses  meldete  ich  der 
GrfiCn,   habe  aber  noch  weiter  keine  Antwort  darauf  erhalten." 

Neu  theilt  Lambert  seine  beiden  Auflösungen  mit  Nur 
über  die  erste  dieser  beiden  Auflösungen,  welche  trigonometri«che 
Formeln  in  Ansprach  nimmt,  wollen  wir  im  Folgenden  einigt 
Worte  sagen ,  da  die  zweite  uns  weniger  bemerkenswerth  scheint 

In  Taf.  VI.  Fig.  1.  seien  die  Halbmesser  der  um  C,  D,  £  be- 
schriebeneiT drei  gegebenen  Kreise  respective  c,  <£,  e;  die  Ent- 
fernungen CD^  DE  werden  respective  durch  a,  h  bezeichnet; 
und  den  Winkel  CDE  nenne  man  d.  Ist  dann  x  der  Halbmesser 
des  gesuchten  Kreises,  so  ist,  wo  die  Bedeutung  von  ib  nod  ü 
aus  der  Figur  erhellt: 

cos«-  2a(rf+ar)  -  2a(d+«) 

*^^*^  = 26(dr+i)  =  26(d+i) 

Weil  nun 

cos  o  -f  cos  c5=2cos  i(<D  4-  9)  cos  4(S  —  tt>)=2cos  Ja  cos  i(<)-t!. 

cos» — cosc5  =  28ini((»  4-  ^)  ainl(c5  *-  io)=2sinia sin4(tt— ■) 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

._       .      a»4-<P— c»+2(d— c)j?       6>+<l«— c»+2(if-f)i 

cosi(o-a>)=        Aa{d^x)co%\a         ■*"  ib{ßi^x)cM\fi     ' 

I  i/-       X     o«4.<P— ca+2(cf-c)a;       fc»-f  <P-e«  +  2(rf-f)j. 
•ln,(o-»)—        45X5+«)  sini«         •"  4A(d+«)sin4a      ' 


also: 

6»  +  d^—^  +  %d—e)x  I  • 

(o«+iff— c»+2(d— c)a?      6«  +  iP  — e«  +  2(d— g);giM 
"^  j         4a(c2+a:)sinio  46(c{  +  ar)sinio  i     ! 


^ii*+il»-c»+2(rf— c)jr      y  +  ri»— ^  +  2(d- 
J         Aaid+x)coa{a        "^  4^(d-|-ar)cosia 


•)  Nämlicb  in  Berlin  im  Jahre    17SB ! !    Jetst  frage  ntn  in'» 
Schulen  nach.  ^* 
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e  CrleicbuDg»  weiter  eetwiekelt»  offeobur  auf  reine  qdtdrelieebe 
long  SD?  BestiiDiniitog  ▼od  x  flihrt,  deren  AuflSseng  wir  dem 
'   überlasBen. 

einen  beiden  Auflösungen  fSgt  Lambert  noch  folgende 
s    hinzu : 

Ich  habe  aber  die  Sache  nicht  weiter  verfolgt,  sondern  der 
I  gemeldet,  dasH«  wenn  es  nur  um  die  wirkliche  Ausübung» 
t  auf  dem  Felde  zu  tbun  ist,  das  Problem  sich  Termittelat 
'  Schnfire  »q  hurtig  und  leicht  auflosen  lasse,  als  man  es 
Igen  kann.  Sonst  ist  mir  ?od  der  Aufgabe  nichts  zu  Qe- 
$  gekommen  *),  als  das^  ich  mich  erinnere,  in  einer  acader 
teo  Disputation  das  Problem  filr  den  Fall,  ^o  die  drei  Circul 
berühren,  eine  algebraische  Auflösung,  die  ebenfalls  nicht 
war,  gesehen  zu  haben.    Ich  habe  sie  aber  nicht  hier  bei  tdXi.*' 

Späterhin  fahrt  er  aber  so  fort: 

,So   eben  schlage  ich  des  Saverien  Geschichte  der  Mess- 

u.  s.  w.  auf,  und  finde,  dass  Vieta  dem  Adriane  Romano 

i'roblero  von  den  Circuln  au&ulosen  vorgegeben,  und  da  die« 

s    nicht  auflösen  konnte,   seine  Auflösung  bekannt  gemacht 

Den  Vieta  milsste  Ich  etwan  auf  der  Bibliothek  anfschla- 

Ich  vermuthe  aber  sehr,    dass  Tieta,    welcher  die  geome- 

le  CoDstruction  der  Wurzeln  aufgebracht  hat,    vorbemeldete 

ftben  wohl  dürfte  vermittelst  einer  oder  zwoer  Hyperbeln  con- 

t  habep.    Doch  sagt  iSaverien  weiter  nichts,  als  dass  seino 

»aung  schun  sei" 

Die  letztere  Vermutbung  ist  jedenfalls   ganz  unrichtig,   und 

die    ersteren    Bemerkungen    sind    wenigstens   nicht   genau» 

nehr  sagt    Klügel   im   mathematischen   WOrterbuehe» 

III.  S.  135.:  „Die  Autlosungen  des  Vieta  gefielen  dem 
i  a  nus  Romanus,  der  die  gedachte  Aufgabe  aufzulösen  einen 
lässigen  Weg  gewählt  hatte,  so  sehr,  dass  er  von  Wflrz- 
l,  wo  er  sich  damals  aufhielt,    nach  Frankreich  reisete,    um 

mit  Vieta  über  mathematische  Gegenstände  zu  besprechen." 

lolland  antwortet  Lambert  ans  Treptow  den  JO.  Mars  1760 
endes : 

„  Die  Art  wie  ich  anfänglich  die  Aufgabe  der  Gräfin  Skor- 
ska  aufgelöst  hatte,  ist  ganz  vollständig  einerlei  mit  der 
nometritchen  Solution,  die  Sie,  mein  Herr,   davon  gemacht 

*)  Alio  nieroal«  die  Schnften  des  Vieta  und  di«  mathenatiaehen 
imlangen  des  Pappui?  G« 
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hiM»h4  Hltto  mir  et«  M>th<lll>ttfcveftiBdlgf  die  Frage  ?«t^ 
tegl,  MO  werde  \dk  mlcb  dartiU  hefpaägt  babeo^  Umb  diwe  AiflSm^ 
zuzuschicken.  Nun  wuaste.ich  zwar  wohl,  dass  jede  andere  ÄHf- 
lusung  (deiiD  eine  Euclidlschey  dergleichen  man  Ton  mir  verbogt 
hatte,  sehe  ich  für  unmöglich  an  *))  für  die  Gräfin  immer  zo 
transcendent  sein  wflrde  **),  Weil  aber  jene  algebraisch *trigoDo- 
tnetrische  nicht  wohl  eine  Constroction  zulSsst  tmd  also  des 
Ädgen  gar  nichts  darbietet,  se  dachte  ich  auf  eine  andere,  die 
doch  wenigstens  den  angeftlhrten  Fehler  nicht  haben  sollte.  Idi 
fand  endlich,  dass  sich  die  gesdtfhten  Mittelpunkte  der  beriHiTes- 
den  Cirkel  durch  IntersectfOn  tdn  Hyperbeln  und  Elllpsee  besän- 
nf^n  lassen.  Die  grOsste  Schwierigkeit  bestund  eher  nun  in  d€r 
2eichnun$(,  und  ieh  k&un  wohl  Mgen,  dose  mir  die  ganze  Sack 
ineht  Mflhe  gemacht  hat,  als  sie  zu  yerdienee  seheint** 

9,  Ich  uberschickte  hierauf  meine  Arbeit  an  die  GrSfio,  mit 
der  Bitte,  Ihnen,  mein  Herr,  dieselbe  Mltzutheilen,  vrelchesi  ^i^ 
ich  hoffe«  geschehen  sein  wird.  Sie  werden  daraus  ersehen  babes. 
dass  ich  mich  beinfibt^  die  Beweise,  die  sich  ganz  kurz  nodail* 
gemeiA  hätten  abfassen  lassen,  so  viel  als  mtiglich  vorzobncli- 
Stabiren.  Viele  CoroUaria,  unter  andern  auch  die  Fälle,  da  die 
Hyperbeln  und  Ellipsen  in  Parabeln  übergehen,  habe  ich  wtgg» 
lassen,  weil  die  Arbeit  überhaupt  meine  Geduld  schon  eradiöpR 
hatte. " 

ütti  daSj  was  Rolland  falef  Von  EfRp^enend'RyperiiefaiaA 
i^twas  tifthef  zu  erläutern,  füge  Ich,  am  Schluss  dieser  Auadf^ 
aus  dem  Briefwechsel  eines  der  grSssten  und  scbarfmoigsleii 
Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts«  eine  kleine  analyttfcl» 
]SetrachtQng  bei»  deren  Resultate  sich  übrigens  auch  sehr  mhA 
auf  reip  geometrischem  Wege  gewinnen  lassen. 

Endlich  antwortet  Lambert  aus  Berlin  den  26.  Septea- 
het  1769: 

„Die  Gräfin  Skorsewska  ist  noch  im  Winter  von  hierher- 
reiset.  Ich  hatte  sie  wegen  des  Nutzens  einer  euclidischen  Aof- 
lOsung  ihres  Problems  befragt.  Sie  sagte,  dass  es  Ohrmadien) 
tu  Bleliifeg  der  Räder  dienen  kdnnek  Uae  wäre  dann  oso  flr 
den  Fall,  wo  ein  Rad  drei  andere  von  gegebener  Lage  undfiiiK* 


■  1.» 


*)  Wer  kennt  nicht  die  verAcfalSdenen  rSM  geotaietrtMhao  [UM- 
aiAeii)  Anfl5mingea,  welche  1»ir  Jsi&t  ür  die  hier  htimiilwfii  Adgtl« 
betitsen  ? 

«^  NIeht  lehr  galant  einer  ti^  effr^  ioit  HaliieBatik  h»cUfli- 
genden  Gräfin  gegenüber. 
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ben  kitte.  80  gar  omtiyfiscbe  Fflie  Iboibiii«!!  aber  doch 
irmachero  scbwenliek  vor.** 

ermit  achliesst  der  Briefwechsel.  E^  ist  doch  immer  aehr 
santy  za  sehen,  wie  eifrig  sich  im  vorigen  Jahrhunderte 
dinische  Gräfin  und  zwei  sehr  gelehrte  Mathematiker,  von 
der  eine  zu  den  grCesten  Sternen  des  ganzen  JaUrbnnderts 
,  mit  dem  Problem  von  dem  drei  andere  gegebene  berobren 
leo  Kreise  beschäftigen  konnten. 


etrischer   Ort    des   Mittelpunkts    eines   Kreises, 
weither  awel  gegebene  Krciae  b^rfikrt. 

ie  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise 
lander  verbindet,  nehme  man  als  Aze  der  x  an,  und  den 
punkt  dieser  Linie  als  Anfang  der  rechtwinkligen  a;,  y. 
können  die  ersten  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden 
enen  Kreise,  deren  zweite  Coordinaten  verschwinden,  durch 
— a  bezeichnet  werden.  Die  Halbmesser  der  beiden  gege- 
Kreise  seien  respective  r  und  ri*  Die  Coordinaten  des 
punkte  des  gesuchten  iilreises  wollen  wir  durch  x^  y  bezeich- 
Der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises  Soll  durch  p  bezeich- 
erden.  Sollen  nun  zwischen  dem  gesuchten  Kreise  und  den 
I  gegebenen  gleichartige  Berfibrungen  Statt  finden,  so  haben 
e  beiden  folgendea  Gleichungen,  in  denen  die  oberen  Zei- 
fdr  äussere,  die  unteren  fQr  Innere  BerOhrnngen  gelten} 


r*  db2r(f  +  p*Ä  ar«  +  y* + a«— 2(10? , 
n*±2ri^+^«=a:»  +  y«+a«  +  4«a;; 

±2(r — ri)^=:r|*— r*  — 4aa?, 


r.±?-r,+     2(r-r.)—  2^^^::^;)  =  — äfrZ] 


—         2(r- 

Folglkh  ist  die  Cleicbung  de»  Ort«  de«  Mittelpankto  k 
beiden  Kreise  gleichartig  berfihrenden  Kreises: 

\(r-n)''-iax\*_,         ^.^    . 

4(t  -  »i)«— 2ap + ^j:~p = a« — 2a« + a*+y« , 

(,.-r,)»-4a«  (r-r,)«-4a« 

(r-n)«      *  +8'  =  4 


(r  -  r,)*  ■*"  (r-rj«— 4a«  —  * ' 


Im  ersten  Falle  ist 
im  zweiten  Falle  ist 


Im  ersten  Falle  ist  der  Ort  eine  Ellipse;  die  Breosf 
sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  i 
axe  ist  der  absolate  Werth  von  r — r|.  Im  zweiten  Falle  ■ 
Ort  eine  Hyperbel;  die  Brennpunkte  sind  auch  hier  die  I 
punkte  der  beiden  gegebenen  Kreise;  die  Hanpfaxe  ist  da 
lute  Werth  von  r^r^.     Der  Mittelpunkt  des  Orts  ist  b  ' 


len    der,  l^elpnokt  der  vCentraliiale  der  bilden   gegebene^ 
eise. 

Ffir  uDgleicbartige  Berilhningen  haben  wir  die  beiden   Glei? 
logen : 

*  - 

» 
I 

.  >  ±2rj  +  e«=««+y»  +  a«r-2a«, 
r»-ri*±2(rfr|)^s=-p4Är, 

,    _.     ...fi*— y*— ^oa?  _  r'-t-2Bri4!ri»-*4iM;__(i'.+  ri)*— 4ag 
:?-"+      '2(r+n)'-,.        2(r  +  r,)  "       2(r+r,)      '. 

■  '  ■' f^*J-it—iax     »*  +  2rr,+ri»44a*     (r  4r,)"4-4aar 
•^'='' 2(r  +  r,)     =         2(rn^)        '=      •ifr  +  i'.)      ' 

10  ist  die  GleicfauDg  des  Orts  des   Mittelpunktes  des  die  bei- 
n  Kreise  nogleichartig  berfihrenden  Kreises: 

J(r +n>*^2aSr+  ^qr^ji  =  «•'-2«aJ+a*+jr»r 
(r  +  r,)«^4««  (r.t.r,)«-4a« 


•4a»«  4y«      . - 

-(r  +  ri )»  +  (r -I- r, )»  -  4o»  - '' 

«  e 

i  V  (r  4- fi)* -r  4a«  t  * 
I  2  1 

£ S -«1   ffl,   (,+r,)«<4a« 
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I  eisten  IUI»  let 

Tk«U  XXYIH.  M 


im  zweiten  Falle  ist 

Im  ersten  Falle  Ist  der  Ort  eine  Ellipse,  die  BreDopankte  »i 
die  Mittelpankt^  d^r  Ti^filen'  g^gcfbeneü  ICr^lse»  die  Haoptaxe  i 
r-[-Ti\   im  zweite»  Fal^e;  ist  4er  Ort  eipe  Hypcriiel,    die  Bi 
punkte  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gegebenen  Kreise, 
Hauptaxe  ist  r-|-i^i-    l^er  Mittelpunkt  des  Orts  ist  in  beiden  Fd 
ien  der  Mittelpunkt  der  C^nirallini^  dek-  beideb  gegebenen 


Man  sieht  bliefausV  das^'def  Mtttelpniftt  des  Kreises,  wdi 
drei  gegebene  Kreise  ber(ihreQ  6al(^  sich  im  Allg^metneii  i 
leicht  durch  den  Durchschiuttppunkt  zlvoetf  EIBpsen,  oder  iw 
Hyperbeln,    oder  einer  Ellipse   und  einer  Hyperbel    e 
llsst.    11^  dtese  K^gets«bntttB  kerbst  ttt  besdirelKra  siad 
durdh   #^iehe  Elementii  •  sifc  li^stimmt  werden^    ergiebt  sidi 
dem  Verhei^e^l^endefi  Ton  sjelbst, .  iM(d  bedarf  natSiiich  Uff 
weiterep  Erläntefung  nicht. 


In  der  Vorrede  zu  den  von  ihm  hefftdsgegebenen  Leg ttchs 
und  philosophischen  Abhandlongen.  Berlin  1782.  ii 
grossen  Mathehmtikers  Johsnfi  Beinrteii  Lratiibori  enSUt^ 
frühere  Berliner  Astronom  Johiinn  ^ernoulil  von  diesen a« 
▼lelen  Beziehungen  merkwürdigen,  Mahne  Fölgeridei : 

„Was  mir  alle  logischen  Arbeiten  Lambert*s  von^U 
schätzbar  machet,  ist  seine  Erstaunliche  F^tigkeit,  dien 
Gewohnheit  geworden,  fibef  allts  iogiw^  Int  denken.  Er 
suchte  den  geringsten  häuslichen  Vorfall  nach  eben  denBegdi. 
nach  il'eltfies  ler  «eittotif  sehe  Demonstlrationett  iint^rsiiekfs.  Lei- 
ten, die  ihn  nicht  kannten,  war'i^  äüsiscuiBt  lldiibiiicb,  iliskgiMke 
Kunstwörter  und  Kraut  und  Rüben  in  eigentllcb^m  VetsfiMid»  » 
tereinanderw^fen,  bey  einem  Loch  im, Strumpf  eine  Flgnr  is  Btf^ 
bara,'Difer'  Yife^  Win^tti  SinUbelir  eine  itypotbes^  «üftiiMti  ipr» 
Dieser  Fertigkeit  alles  logisch  4<t' behlsfideln  ^  ba$e  er^Jiecnlia' 
liehe  Leichtigkeit  zu  dissertlren  zu  danken,  die  jedem  d»  nä 
Ihm  zu  thun  hatte  aaflallend  war.    Man  kann 


sdenkM,  den  jer  oidi«  ßtAmBAm*  Faalto*  mtUr  dd«r  Webip 
entwickeln  im  Stande  war,  .und  aqf  eine  Wejaey  ,bej^ ,  wel- 
ina  g^ze  Peraop  die  grossf e  jUnge^wungenh^Tt  apadrücjcte. 
ßeng  er  damit  an,  dsusß  er  die  Iggischen'  Ei^eascbaDea  deji 
Landes  aufsuchte;  ihn  flurcli  seine. logische  Tppik  durck: 
daxin  ala  Frä^icai  ocler  l^ul^ject  betrachtete;.' den  Sats 
te  o.  8.  w-  I<^^  hab?  das  GIfick  vers.chiedpne  philosophische 
rklich  habituel  scharfdenkende  Männer  genau  zu  kennen ; 
Lambert.  ÜMia.'4i»^lii«fionen  so.  freit  biolfAr  «Mi  aarflck, 
h  di#  Ftfiiigkeit  lagiecib  ea  denke»  fUr  ef neti  thknrbratofsbM-« 
lg  htMm^  der  sein  Gaoie  cHarakteriairtt;.        •  .  •.  k 

3rza  kommt  noch,  dass  er  mit  eine^  ßo  ^rstaun^lQhen  Fer- 
eine  lebbaRe  Begierde  verband,  die  Regeln  nach  Welchen 
kte,  zu  entdecken^  und  unablässlicb  sieb  bemfibete  diese 

prakticabler  und  vollsten dlger  in  machen.  £s  lassen  sich 
alle  Giegßvß^^^^f^  ;vrpini^  ejr  aicb  t^escbafj^igte«   ^vf  ^wey 

bciBgee,  Ifiat^emaJtU^b-pbysiecl^e  uQd.  Ipg^si^e«  In  ^if»e 
}sen  l^^deaKlasaftp  ifehurea  , seine. gedrupkte^i  \Verkp  ae 
ia  aeiee  hintArlaäsenea  Handscbrifteu«  Was  er  ausser  die* 
arbeitet»  Ut*  die  Arebitectonik  a^agenQfn^)en^fin  Vi^rgleicbung 
01  anderu  für  nichta  zu  ^ohtep,;  loh  hafte  ]hQ  auc|f  vieloial 
chdrnck  sagep:  Mdie  VerveUkoromnunf  der«  A][e,tbap|9)rßik 
von  der  Vervollkomninung  der  Logik  ab;  noch  seyn  wir 
0  weit«  dasfir  wir  tiur  einmal  beweisen  kOnneii';  tioeh  seye 
es  dunkel  u.  s.  w."  Ich  hatte  Mühe  ihn  «ur  Ofiorausfabe 
chitectonik  zu  bereden:  i\icbt  so  vast  der  Gleichgültig- 
s  Publikums  wegen  fdr  nietapbysische  Arbeiten,  als  weil 
wichtige  Bochi  In  seine«  eigenen  Angeln  »niciit  den  Weith 
den  es  wlrklick'  hli4i     • 

18  tiefe  Gffühl  vop  der  Cpvollkommenheit  unsrer  logischen 
.  das  beständige  Bediirfniss  einer  scientifischen  Bezeichnung 
ualititen,  einer  allgemeinen  Analytik,  einer  anwendbaren 
ingskunal,  deren  Mbglidikciit  er  «insalie;  trieb  ikn  -en,  die 
nie  aus  dem  Gesiebt  au  verlrefaren.  Er  hatte  mir  Hofmiag 
ht,  er  werde  nach  Beendigung  der  Pyromelrie  aeiae 
B  von  der  Brfinfiungsttenst  Tornehraen  und  diesen  .logle4lben 
ausarbeiten,  allein  4as  Schicksal  fand  es 'hiebt  für  gut,  vn^ 
kOgen  zu  Oftieni^  Lambert'sliarb  ata  er  kaum  ieine  Pyro« 
zu  Ende -hatte»'  and  noeh  kenne  ioh  den  Maiin  >Mch(v  iler 
esen  logia'chen  Vertat'  eraelbei»  werfle.'* 


■   fc  ■       fc  mi^mm^^ 


'I' 


SBhnibwdMHfliflB  JcRSftnem  ■•lieg«aafc««g  «•4«iB«Mmf«%ti 

Ich  bin  hiemit  so  frei,  Ihnen  eine  Erwiderang  auf  eine  6i 
roericung  des  Herrn  Dr.  W.  Stamm  er  im  1.  Hefte  XXVn.Thli 
Seite  112.  dieses  Archives^  dahin  lautend,  dass  mein  Beva 
fSr  den  Satz  von  den  Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  zws 
für  die  meisten  Fftlle  ausreiche,  in  manchen  aber  nicht  richti 
sei,  zur  götigen  Aufnahme  in  das  Archiv  zu  übersenden. 

Das  Mittelgikd  in  meinem  BeweW  bildet  der  8els:  W« 
dne  gerade  Linie  OO'  m  dem  Punkte  O' aitf  einer  Eliene  «eal 
recht  steht,  and  es  sind  A  «nd  B  swel  andere  Pnekle  in  dien 
Ebene,  so  Ist,  wenn  die  Linien  OA,  OB  mi  &A^  VB  fm 
gen  werden,  nicht  blos  In  den  meisten  Fällen,  sonder 
immer 

^AOB<,Z.AO'B. 

Um  diesen  Satz  elnzitselieli,  dettk^  man  sieb  \m  deil  IhMm 
AOB  und  A<yB  ans  den  Spitzen  O  und  O'  die  HSlien  gesof« 
diese  werden  sich  sedann  nach  einem  l>ekannteB  Satae  der  Stent 
metrie  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlftngerttag  schndde»,  «i 
wird  dieser  Burch^cfa^ittsputikt  mit  C  beceiehnel,  ee  kümni 
wenn  die  Ebene  AOB  \n  die  Ebene  AO^B  mugt^hq^t  wird.  « 
die  beiden  in  Taf.  VI.  Fig.  2.  und  Flg.  3.  verz^chnetea  FSIiestattU» 

Was  nun  den  Fall  I.  (Taf*  VL  Fig.  2.)  anbelangt,  so  ist  dk 
SteHe  klar,  dass 

^AOB<,^A&B 

*  .  I 

« 

ist,  und  um  diese  Dngleicbbeit  auch  im  Falle  IL  (TatVlFii^ 
zu  begreifen,  darf  man  nur  durch  die  Punkte  O'»  A  ead  B  eiveoU 
gelegt  denken  und  hierbei  den  Im  Fall  I.  angewendeten  Schbtt  otd 
mit  dem  bekannten  Satze  von  den  Peripherlewthkclii  in  Vflts 
düng  bringen. 

Wie  man  sieht«  kommt  es  also  nicht  darauf  an,  vor^M 
EU  beweisen,   dass  man  in  jeder  Ecke  die  Linie  0&  S9  äcki 


kann,  dass  fttr  eine  auf  ihr  senkrechte  Ebene  eftmmtiiehe  Viibl 
O^AB.  O'BA  spitze  sind,  und  ich  schiiesee  mit  derto«'{ 
kong,  dass  es  mich  sehr  gefreut  hat,  dase  mein  Beweis  rw^ 
Kantenwinkeln  einer  körperlichen  Ecke  einer  Auimerksaiakeit  ^ 
würdigt  wurde,  da  er  sich  nicht  blos  durch  Einfachheit,  ^  *A 
glaube,  empfiehlt,  sondern  aoeh  noch  dadofcb,  dass  das  Prio<>^' 
auf  welchem  er  ruht,  auch  Anwendung  findet  iiei  dem  Beweff 
flir  den  Satz  von  den  Neigangawmkeln  einer  kftrperBckei  Eck; 
denn  denkt  man  eich  den  Neigungswinkel  der  beUeo  Ssiftim'^ 


und  MOC  iwiiUMi  iwrA*  Lirim  iwifftMUti  wo  «beisteht 
DgeoMicMidi ,  in0a  diM^r  NelgongswiaM  grOssi^r  «ei,  al» 
lokel  ABCf  däss  somit  also  die  Summe  der  Ntignpgswm- 
r  Seitenwfinde  einer  Icörperlichen  Ecke  grosser  als  (n — 2). 212 
arstelie»  wenn  n  die  Anzahl  der  Seitenwände  ausdrückt. 


*  den  zwei  and  ^efei^tgsten  Satz  fan  ersten  Bndie  der 

Elemepte  des  Euklid  es. 

Herrn  Prof eMorW.  Fischer  am  Gymnasinm  su  Nürnberg. 

I  neuerer  Zeit  wird  Tielfach  die  Richtigkeit  der  Bebatiptung^ 
die  Innenwinkel  eines  Dreiecks  zusammengenommen  =  2B 
dadurch  anschaulich  gemacht »  dasif  man  drei  in  gleichem 
Hegende  Auaseowlnkel  durch  drebende  nnd  gleitende  Bewe- 
eioes  Strahls  beschrrfben  tSsst  Diese  Veranschaulichung 
meiner  Meinung  nach  zum  strengen  Beweis  erhoben  werden, 
man  einerseits  ein  Paar  Axiome,  welche  genau  genommen 
Winkelmessung  zu  Grunde  liegen,  wirklich  ausspricht,  an- 
leits  nicht  blos  drei  Aussenwinkel »  sondern  auch  die  Innen- 
I  resp.  einen  derselben  unmittelbar  und  statt  der  anderen. 
Scheitelwinkel  von  einem  Strahl  durch^ufen  lässt.  Der  ans- 
ahen Darlegung  des  Beweises  aber  will  ich  ausser  den  nitthi» 
Axiomen  einige  Sfitze  Ober  WinkeK Oberhaupt  yorausschicken, 
wegen  der  Abweichungen,  welche  in  der  Definition  des  Be* 
,9 Winkel^  vorkommen,  tbeils  wegen  des  engen  Zusammen- 
;  der  aufgestellten  Grunds&tze  mit  der  Winkellehre  selbst 

.  1.  Grundsatz.  .  Auf  einen  in  einer  Ebene  gegebenen 
1  lässt  sich  ein  zweiter  so  legen,  dass  beide  denselben  An» 
ponkt  nnd  dieselbe  Richtung  haben,  a|so  nach  ihrer  unbe- 
iten  Ausdehnung  voHig  einerlei  sind.  Man  kann  ferner  den 
von  den  beiden  Strahlen  ruhen  lassen,  den  andern  aber  in 
^bene  um  den  festen,  beiden  Linien  gemeinschaftlichen  An- 
punkt  von  dem  ruhenden  aus  stetig  in  einerlei  Sinn,  d.  1i. 
ährend  nach  rechts  oder  fortwährend  nach  links  drehen  und 
T  Richtung  eines  jeden  von  jenem  Punkte  aus  in  der  Ebene 
baren  Strahles  feststellen. 

[>aher  Iftsst  sich  auch  die-  gegensieittge  Lage  (Verschieden- 
der  Richtung)  von  zwei  gegebenen  Strahlen,  die  einen  ge- 
scbafUichen  Anfangspunkt  haben,  imm^  als  Resultat  einer 
rügen  Dvebung  betachten. 


1^  :A  %.  dBrMfi#•fft9w^  a)^1Mi  ftrtigfc,  itm^ttmm  Efc^B  UAfcn 
1(91  Sim  ifor  «i(Bb  ;ft«giuig<^fi#  Arahwift^ffviMken  4wql  8li«Hi>i  4ii 
VW  einem  PynJftaqsMyfe^^     jiW  dj<>MD  Pwktfceie^  Winkel 
r-  Scheitelt  Scbenkel  (Anfang^-  pnd  EpdscbeD|cei). 

,  b)  W^nn  nich  nach  dei"«n  &  l.  be»eicbneten  Wi«ae  d«^b^ 
wegliche  Strahl  aas  deii  nib enden  heraus  um  den  gemeinKhaft- 
liehen  Anfangspunkt  stetig  in  einerlei  Sinn  so  lange  drebt,  bis 
er  in  seine  ursprüngliche  Lage,  d.  h.  in  den  mbenTOo  Strahl  n* 
rdckkommt,  so  macht  er  eine  volle  Umdrehang. 

Di<e  fert|g#  volle  Uindrriiwng  od«r  ^r  foII«  Wift^el  <UI 
sich  dar  als  ein  einziger  Strahl  auf  unbegrenster  Ebene. 

c)  Hat  ein  Strähl  aus  einem  kn^eren  rubeoden  um  den  ^c* 
meinscbaftlicben  Anfangspunkt  als  Scheitel  sich  sp  lapgie  aedrek^ 
bis  er  in  die  ruckläuGge  Verifingerung  des  ruhenden  fiel,  o^ 
w^.f|Asaelbe.ift,  bis  qr  die.  entgegengesetzte  Bicbtoog  erwidt 
h^t,  so  heisst  der  dadurch  erzeugte  Winkel  eip  ^strecktet. -* 
fitn  gestreckter  Winkef  stellt  steh  dar  als  eine  Haib^bene,  wddie 
von'  einer  doreli  eineti  Punkt  getiMilten  Graden  'efns^elffig  bejswiit 
sowt' aber  linisnMieh  Ist  \Mner  ThdiMngspmikt/jat  trfcr  Sdwlii 
iindrdic^.SljrMijan/der  geraden  sind  4ie.  6cb«nk9l>  4es  gestrecta 
Winkels.  .    , 

6.  3.  Grundsßiü.  I.  £io3trabLbino  diircli  keiae^fjabckt 
und  kürzere  Bevvegqng  ans  ^iner  geg^en^n  ,RiiqbtQl9|;  ip  ^  ^ 
gegengesetzte  gißlangen,  al^  dadurch,  (}a«s  ^i  up^  i^emen  Anivg^ 
punkt  einen  gestk'eckten  Wlnl^el  besc1rre?bt. 

U.  Auf  e\per  Ebqne  kann  ^in  Sträbl,  4er  eine  ^^K^ 
SMitUng  verlllssf,  ohne  rficMufig  zn'wek'd^n,' dni'ch  keine d^ 
fiitihere  «nd  ktfrzere  Bewegöng  in  •  seMe  nmprilttgltehto  La|B  i» 
r(lckk0miii#f^^  »U  dvr^h  eine  y^\U  Uaidvebnug  nSi  «einen  AÜbsi^ 
pufikt  ^Iff  festen' ScI^eifeU 

i,,4.'  Lshr^aU^  Alle  geelreekten  Winkel  *M«i» 
ander  gleich«  -  . 

Beweis.  Mögen  zwei  gestreckte  Winkel ,  in  einer  Eboi 
neben  einander  lie^^nd,  den  Scheit^  und  beide Sdienfcei giM 
beben»  oder  m9gen.  si» .vSlUg  gelrennt  sein»  imniar  kaimsMiB 
einen  auf  den.  andern  so  gelegt  denken,  «Ibiis  beide -dfe  StkM 
^nd  ^eipen  Schenkel  als  Aniangssche^fceL  TCn[ielfi  bnbeor  fhm 
iQuss^  weil  zwei  O^rade  n^ch  (brer  uhendlidken  Ansdebna^Mt 
einzige  bilden,  so  bald  sie  zwei  Punkte  mit  dlnähderjgenehilwi^ 
^cr  Endsolienkel  des  einen  W4nkels  von  selbst' mit 'den  deeail«» 
Wjmkels  zasammeofaUen,.  trofaoa  hervorgeht  (6. 3.),  dass  die  Mmf 
deß  eraeugeoden  Strahle  aus  Aefa  Anf^iigescqenl^f  I  um  d^  &M' 
tel  bU  ii^  den  Endacheokel  bei  beiden  Winkeln  gleieb  gfM»  p- 
weien  sein  müss. 

Zuifitx  1,    Macht   ein   Strahl  von  AB  ans  nach  obei  ■■ 

«en  Spheitel  A  eine  v^lewQiii4reb«^g«  so  (Jiirehlpkift  ^Jf'g^ 
,ar  naob  einander,  eriit  <}en  oberem  ß^«ftrec|j^<;n  Wi^M-ßM^ 
scbne^slicn  4en  unteren  CAB,  ^  Pa  diese. eigander  »(»i^  ^ 
fblgt :  Jedc^r  gestredcte  WtMrel  ist  M  Hkttte  etu^r  'Mh*  V» 
drebang.  »•**■•  n  • 


umutx  %  /  Mte  vdIeD' Wmkelv  dfe  cUrA  Üntl  domalige  UM 
lg  beachriebMi  whitfiA)  lAiid  ^eiAand^r  gieMi.  \*'i'*  i  in 

rkiäruü-^  v4mi  hohhml/ietlKibiBiieB^  p^cfiteD  .Winkeln  u.  s.  f. 
»wOhnJleb.  '  /   . 

5.  Otfwndtuti.  Bei  z^t^  Si\riMen / die ^Irr  v^r««ftledeoto 
ing^n.  vpn  eutiitiv' Puokle  ausfayron,  ^t  I^eiiif  einiCucl^er^  and 
e  Bevvc^i^pR.auif  de^^  c^opn  .ia.4ei|,|tm)efep  4enfcb^r  aU  4io 
ng,  wodurch  der  hafa|c^,^ÄRke|i  a^vi^Bcb^i^  ibnep-er^fugt.^^i^ 

nmerk.Qiie.  ;,D'^cier  $|itjB  np(|,f4er  ip  ;{.}3«>I.  i«t  analog  dem, 
ereiU  Afcnjnied  als  Axiom  hinstellte:    Der  kürzeste  W 
\tiem  Putiktef  iü  ^Mm  änderet)  \6i  db  florch  beide  PiinF 
izte  Gerade:  '  ürt*4   ^^  dtef'  ob«n'  ^ruÄhttlelf   El^edi^ch 

begr&hzte  IjeVad^  ali^  "Grfandma^s^  fttr' ^ItB  Läifgeh^ti^ 
it  vretderiv  sp^prloht 'hieirter  Möiq W  Maeh  der  obige  Satii 
Irartd'awu/'Vi^t^rtiiti  von  jeh^^fr  äfle '  Las^rttiritörß^ilriedö  di^Vb 

mg  gmnWi'iiit  Vi^lpker  bestimmt  wUrd^. 

.  ■         ■         •   *      .  ..•..••■'.•• 

6.  ,J^tftikrjat2.  l^ei  i^dem  ftr^j^Cik  Ist  .iii&.;SM,i^,nii| 
|rei  (ane^ivy^lnk^i.gleioji  .ßinein  .g)«6iF#€.kli9li  .WiiftT 
ider  =st=2^f.  .  ...i  i.     :      .    ■     .'         '  .      '     ■•;•  .1 

ewei«.'  ßeti&inem  Ä'^*<?(TkfJ  VI.  F'r^.4.)V  d^ss^ti  IfiAetf- 
1  durebr  <yr  jSfv  v  be^eic^htiet  seity  soll^tt,  «effett  die  Ve#lirig\e<. 
n  BJD,  <%),  ^i^  del'8dteri^i9,^0C,  Cil  getoä:eft;  M  das« 
]^artim^j^geh6t^<^tl  Atts^^n Winkel  ^^  if^  i  entstehen.    ,\/'  '"* 

lan  denke  sieb;  einen  SttrabI,  der  seinen  Änfangpunkt  ill  i^ 
i  die  .oämUche  Ricbtuiis  lyie  ^^  hat.  ,  l)e^sel|iie  .Jlisgt  danu 
IQ  de^  jRicbtühg  vjon  pÜ,'  we\t.£lp  die. V.^fläpgeruqg  von 
st;  er^wicct  daher 7  wenn  p  ip.^2)  fortrückt,  bis  JU  ^uf  Jff 
naclf  dieser  BeWegiin^.vOUig  ejneili^i  seiq  v^ii^p^.wi  awr^ 
eine  Drehung  gemaenf  zu  haben/ 


ff  völlig*  einferiei  'werden   mit  C£i;    Orebt  sich- »def 

l  aus  seiner  jetzigen  Lage  um  den  Punkt  Af  in  f7  im  vori- 
Sinne  widVt^f,  S9  Mtfds  et*' eibtnüi  tif  der  Richtung  der  Seite 
inlangen   nnd   kann  ioi  diesefi  festgehalten  .werden^..  Er.h|it 

von  CE  aus  den  \yinkel  jy  durchlaufen  und  zugleich  aie 
tong  von  AF  als  d et  Verla tigeWibg  von  CA  erreicht,  wird 
laeh  xA^e  tieue  <0f ehung  «vuJIJ^  «inl^tleiüA^rd^ik  mMfAF^  so 
er  iD'C'iP,foi:trftd(]t»  bis  .X  %iiC  4  komnl*    ■>: 

Setzi!^^  dithf^ 'seiht^  Dvebttftig  nth  den  f  lAikt*  lU  \t  A  Im  ¥^t 
n  Sintiöt^nrtv'sö  kömmt  efendfidi  IftiHeihetinfflhgnfth^Rldl^ 
AB  zurück.  In  dieser  festgehalten  hat  er  von  AF  ahiä'  dm 
lel  i  dfiüeUaufeb.  •'  ;.i    i .-  •.  /  • 

^n  ^icfc  b^tr^thtef  ii»f  dit^  g^sämtt)t«  btMidng  d^  StraYfh 

H*K -'.V\  '■'/  ^,;'    1  '■.  "/•  /•.'  .••'.'  .. "'  .;■"' 

!>ieseli(i^.  U^Ah^j^,  df '  sie  j^aÄ'  m  ^y  X^rfjciied^e  ^^jfflkji^ 
ih  fortwährend  in  einerlei  Sinn  vorsieh  ginjg,  und, da  di&r.pe- 
iche  Strahl  schliesslich  In  seine  ursprQngliche  Lage  zurdck- 


•.•«•  <««  •" 
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IcMO,  vnmSpttch  <S-  3»  IL)  kleiner  siio»  dm  funm  ToKa  DaMnos 
um  einen  eiosigpen  Pnnkt    Folglich  iel  jedeofells 

1)    2  +  y+.«  niokt  kleiner  da  AR, 

obwohl  man  wegen  Ermangelung  eines  gemelnschaftlidieD  Schei- 
tels vorUUifig  x*^y-i-z  noch  nicht  =412  setzen  kann. 

Nun  Ist  ar-f-^  +  s  +  a  +  i^  +  r  — 6^*  Wlte  a  +  <'-fr>'^^ 
so  mfisste^+yHhx<4A  seirf.  Da  dies  nach  1)  iinmO|^  itl, 
so  folgt  fÜIr  die  Summe  der  Innenwinkel 

3)    a-f /7-f  ]r  nicht  grSsser  als  2R. 

Demnach  bleibt  zu  beweisen  fibrig,  dass  a^-ß-^f  auch  dM 
Meiner  als  2/2  sein  kann.  —  Man  ziehe  die  VeniDgerufigeo  JG 
up4  JB£r  der  iSeiten  £^  und  CB  und  denke  sich  einen  StnU, 
der  seinen  Anfangspunkt  iV  in  ^  und  die  nämliche  Richtoi^  irii 
AG  hat  Diesen  Strahl  lasse  man  zunächst  den  ^G^Fdurek- 
laufen.  Sobald  er  in  AF  angdiangt  ist«  schiebe  man  ihn  racbriiti 
so,  dass  sein  Anfangspunkt  iV"  nach  C  kommt,  aber  der  Pankti 
In  ihm  bleibt  Er  hat  dann  die  Richtung  CA.  mitbin,  weU  Jf 
die  Veriinjtemng  von  CA  Ist,  noch  die  n&mliche  wie  AF,  v» 
halb  zur  Drehung  GAF  keine  neue  hinzugekommen  sein  bia 
Wird  der  jStrahl  aus  seiner  jetzigen  Lau  VAF  um  N  \n  C  la 
¥/origeo  Sinne  weiter  gedreht «  so  langt  er  sogleich  u  dei 
^y  zu  beschreiben,  gelangt,  wenn  er  y  durchlief,  in  dieRk^ 
tunff  der  Seite  CA,  so  wie  ihrer  Verlängerung  BB^  und  vM 
in  CH  fortgleitend,  bis  N  auf  B  kommt,  einenei  mit  BB,  alM 
dass  zu  den  Drehungen  GAF  und  y  eine  neue  hinxngefaess 
wäre.  Sobald  er  aber  aus  BU  um  N  \n  B  die  Drehung  in  rt- 
rigen  Sinn  fortsetzt,  beginnt  er  den  jLHBD  zu  beschiA^ 
und' langt,  wenn  er  diesen  dorcblaofen  hat,  in  BD  ao.  ObAü 
Ist  die  gesiimmte  Drehung  des  Strahls  ss^GJF-fy-f-ZiZBI 

Da  aber  der  Strahl  aus  der  Richtung  AG  in  die  en 


itetzte  BD  kam,   so  ist  es  unthOglich  ^.3.  !.)•   dann    soit  (P^ 
sammte  Drehung  kleiner  sei  als  eine  hafte  Umdrehung  m 
einzigen  Punkt;   folglich  ist  j£.GAF'\-y^  j^  HBD.  oder 
GAF=a  und  HBD±zfix 

3)    a-f/3-hr  »icht  kleiner  als  3& 

Aus  %  und  3)  geht  schliesslich  hervor: 

«  +  /J+y  =  2Ä. 

Bo  wie  dnr  erste  Theil  des  vorliegenden  Bewefaras  »  M 
nicht  neu  ist,  so  wurde  ich  auf  den  zweiten  durch  eine  A■M^ 
hMQg  geffihrt,  die  Crefle  in  seiner  jUebersetznng  von  Leget« 
dre's  Geometrie  dem  dortigen  Beweise  desseiben  Lekmil 
beiffigt 

Die  Verknflpfung  beider  Theile  aber  in  der  ehipfen  Welü  «t 
die  Begrflndung  des  Beweises  durch  die  Axiome  in  {.  3.  dfirto 
neu  sem.  Nun  glaube  ich  gerade  durch  diese  Hilfamütlel  dt«  Bi^ 
weise  eine  solche  Schärfe  gegeben  au  haben,  dass  d«r  trafaik 
Lehrsatz  als  sicheres  Fundament  der  ParaUelenÜieorle  pkmM 
werden  kann.  ,  .  .         ; 
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Beitrag  zur  Andysis  der  eompiexen  Zahlen« 


Von 

Herrn  fV.  Denzler 

la    KficBBch     bei    Znrieh. 


ebon  «eit  Ungerer  Zeit  beschäftigt  mich  die  Aufgabe» 
ssetze»  welche  die  Analysis  fSr  reelle  Zahlen  begründet  hat, 
»ehung  auf  complexe  Zahlen  zu  untersuchen ,  und  biebei 
tnsche  Evidenz  in  Euklideiscber  Weise  anzustreben.  So 
ch  es  nun  auch  bedaure,  dass  meine  Arbeiten  in  dieser 
mg  mich  erst  bis  zur  Untersuchung  des  Restes  der  Taylor*« 
Reihe  mit  eompiexen  Variabein  fährten,  ebenso  sehr  freue 
ich  der  erlangten  geometrischen  Einsicht  in  die  Analysis  der 
exen  Zahlen,  deren  Behandlung  in  den  Lehrbfich^rn  noch 
'  80  Vieles  zu  wünschen  übrig  lässt.  Der  Gang  dieser  Ar- 
war  folgender:  Vorerst  betrachtete  ich  die  Gesetze  der 
ndang  complexer  Zahlen  durch  Addition,  Multiplikation  und 
Dgehurigen  inversen  Operationen.  In  Beziehung  auf  diesen 
mitt  will  ich,  da  die  Resultate  bekannt  sind,  die  Entwicklung 
'  Resultate  aber  allein  schon  den  Raum  einer  Abhandlung 
i»  nur  Folgendes  mittheilen: 

»   Ich  suchte  die  Erklärung  der  Addition  und  Hulttplikatten 

i geben  y  dass  diese  die  bekannten  Erklärungen  ßir  reelle 
r  als  besondere  Fälle  enthielten. 

Ich  hielt  es  für  unerlässlich,   die  Richtigkeit  der  Ansicht 
pauss  naehzuweisen«   dass   nämlich,  wenn  die  Bilder  der 

jiü  XXVIII.  25 
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reellen  Zahlen  in  einer  und  derselben  Geraden  gedadit  werdci, 
die  Bilder  der  Seitenzahlen  nothwendig  in  Perpendikeln  aaf  dieae 
Gerade  liegen  müssen. 

3.  Es  gelang  mir,  die  Begründung  der  Gesetze  in  dieses 
Abschnitt  nur  sehr  einfachen  geometrischen  Betrachtnngen  a 
entnehmen. 

Nach  Beendigung  dieses  Abschnittes  zog  ich  dann  die  Ge- 
setze  der  Verbindung  complezer  Zahlen  durch  Potenzinmg  od 
die  zugehörigen  ioversen  Operationen  in  Betracht  und  gelaogtc 
hiebei  zu  folgenden  Sätzen: 


§.  1.    Erklärungen. 

1.  Bedeutet  p  irgend  eine  reelle  Zahl,  so  bezeichne  icb  wi 
g  den  Quotienten  aus  p  durch,  den  absoluten  Werth  tod  p,  U 
prrO»  so  verstehe  ich  in  diesem  Falle  unter  g  dorchaus  oicki 
anderes  als  die  absolute  Einheit,  so  dass  durch  diese  Anabae 
das  ^  immer  eine  bestimmte  Bedeutung  hat  und  nur  eindeutig  ist 

2.  Durch  0VO9  ^o  a  eine  absolute  Zahl  und  m  einepoaüit 
oder  negative  ganze  Zahl,  deute  ich  die  absolute  Zahl  an,  die  nt 
19  potenzirt  a  gibt.    Diese  Bezeichnung  ist,  wie  die  Folge  le^a 
wUd »  nur  ein  l>esonderer  FaU  ein^r.  aHgemein^ni  voa  nur  mg^ 
oomoienen  Bezeichnu9gai^*9ise. 

3.  Arg(p4-90'  ^^  P  <ind  q  reell,  bezeichnet  jeden  B(^€& 


desien   Sklus  =5   -ir'j  ^  "k    und  dessen  Coshn»  aa  — ?/   ;-. 

arg(/7-h90  A^^r  stellt  denjenigen  besondern  Werth  vonArg^plfi 
^r,  dei^entweder  =  7C  ist  oder  zi^ischen  n  und — nWo^  üzsfSä 
von  arg  (p  4-^0  >d  ^^^  Zahlebene  ist  der  Kreisbogen »  deaot 
Mittelpunkt  der  Nullpunkt,  der  einerseits  voq  der  posittven  Wk' 
Vnie  und  anderseits  von  dem  Gauss'schen  Zahlort  der  Cim^«i0 
p-f-ft  begrenzt  ist,  und  der,  wenn  ^=0  und  p  negativ  iit«  irf 
derjenigen  Seite  von  der  reellen  Zahliinie  liegt,  wo  sich  dtteBUir 
der  positiven  Seitenzahlen  befinden.  Mod.  (j9  -f-^i)  bei^icknet  fr 
absolute  Zahl,  die  quadrirt  p^^q^  gibt;  das  Bild  diese«  Medahi 
in  der  Zahlebene  ist  die  Gerade  aus  dem  Nullpunkt  nach  im 
XftUotil  von  p-i-^ 

f 

4.    arc.  sinp,   wo  p  reell  nndi  p^Jjl»  bedeutet  des  ttedlgt* 
Bogen,  dessen  Sinus  ^p  und  dessen  absoluter  Wertb  j  oickt 
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srsteigt;  wtccoap  bez^tchnet  den  elsngeo  n  nicht  ttersteigen- 

I  positiven  Bogen,  dessen  Cosinus  =p ;  arctangp  und  arccotp« 

p  reell»  bedeutet  den  Bogen»   dessen  Tangente  oder  Cotan« 

ite  :=p  nnd  dessen  absoluter  Werth   ^  nicht  übersteigt.    Soll 

er  Bogen,    dessen  sin.,  cos.,  tang.,  cot  =p,   vorgestellt  wer- 
I,  so  schreibe  ich  Are.  anstatt  arc. 


§.  2.    Lehrsätze. 

Bezeichnen  a  und  b  reelle  Zahlen,  so  ist 

Aig(a  +  60  =  2y;r  +  arg(a  +  *t)» 

Y  sowohl  0,  als  auch  jede  positive  und  jede  negative  ganze 
il  darstellt. 

arg  (a  +  bi) =6(1 — «)  2  +  "«•  *»ng  ä 

i 

=  6(1 — «)  -ji  +  «  arc.  «in  — , 

a 
=  6  arc.  cos 


oVa«  +  6« 


$.3.    Erklärungen  und  Lehrsätze. 

1.  MM  £',  we  jr  liegend  eine  compicsie  Zahl,   bezeichne  ich 
Exponantiabeibe 

hin  nicht  die  Potenz  es  die  i»  Allgenieia«D  vieldeutig  ist  Da 
Reihe  £'  für  jeden  angebbaren  complexen  Werth  von  a:  con- 
pxt,  «o  wird  E*  immer  eine  bestimmte  angebbare  Complexe  sein. 

2.  ia,  wo  a  eine  reelle  Zahl,  bezeichne  die  einzige  reelle 
il,  mit  der  e  oder  die  irrationale  Zahl  2,71828....  potenzirt, 
libt 

I^^rCP+^O  aber,  wo  p  und  g  reell,  bezeichnet  jede  Zahl«  die 
&  f&r  ;r  gesetzt,  diesem  E*  den  Werth  p  +  qi  gibt 

3.  Bezeichnet  y  die  NuH,  so  wie  auch  jede  positive  und  jede 
;ative  Zahl,  p  und  g  reelle  Zahlen,  so  hat  man  die  Gleichung 


373    D€n%ier:    Ein  Beiirag  %nr  Anaiysis  der  em^exnZäin 

4«    Mit  tlogip-t-qi)  bezeichne  ich  den  specielleo  ^ertfa 

Diese  eindeutige  Grösse  T\og(p-\-gi)  vermag  ohrigfn»,  ki 
man  noch  für  t  die  Null  und  jede  positive  oder  nega6ie 
Zahl  annehmen  kann,  jeden  Werth  von  log  (p-t-gi)  msuM 

§.4    Lehrsätze  und  Erkläraogen. 

1.  Unter  (p  +  qi)^»  wo  n  und  m  absolute  ganze  Wä, 
stehe  ich  die  nte  Potenz  jeder  Zahl,  deren  mte  Potenz  ;)i| 
Diese  Potenz  ist  daher  im  Allgemeinen  von  dem  keinesweg^j 


bedeutenden   Ausdruck    V  (p  +  qi)^  wohl    zu  aDter^chekJ« 
Gleichung 

-*  1 

ip^-gi)  "=7 r 

{p+qi)r 

stellt  die  Erklärung  der  Potenzirung  irgend  einer  Zahl  i^ 
negativen  Bruche  dar. 

Den  Quotienten  aus  einer  eindeutigen  Potenz,  und,  ^ 
Potenz  vieldeutig  ist,  aus  irgend  einem  bestimmten  be« 
Werthe  einer  Potenz  durch  sich  selbst  werde  ich  aacb  m 
Ote  Potenz  desselben  Dignanden  au8drucken ,  so  dass  \f\ 
stets  eindeutig  genommen  ist,  iind  wenii  p-^-qi  Dicht  A.^ 
heit  bedeutet.  Der  Fall,  da  auch  p*f  9>=^0,  muss  in  der I 
nung  stets  besonders  untersucht  werden. 

2.  Bezeichnen  wieder  j9,  q  und  e  positive  oder  negifi^t^ 
Zahlen,  y  eine  unendlich  vieldeutige  Zahl,  welche  0,  sovt 
jede  positive  und  jede  negative  ganze  Zahl  zu  ihren  Vi 
hat,  endlich  n  und  m  positive  oder  negative  ganze  Zahle J 
absolute  Werthe  zu  einander  relative  Primzahlen  sind,  »"^ 
Gleichung 

=  £?*■  .  |«08lJ[2y»  +arg(p + 7»)]  ]  +  sin^  (%r*^v^ 

«0 
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llkommene,  d.h.  eine  solche,  in  weicher  die  Werthe  von 
sioein  der  vier  Theile  auch  zugleich  die  Werthe  von  jedem 
igen  Theile  eind;  und  jeder  dieser  vier  Theile  hat  nicht 
id  nicht  weniger  als  m  verschiedene  Werthe. 

Besiehung  auf  den  Beweis  dieses  Lehrsatzes  nur  folgende 
ingen:  Wer  sich  den  Zahlort  von  p+qi,  ferner  die  Bedeu- 

■>  (p  *f~  90""»  ^o  ^  vorerst  positiv  sein  soll  und  die  Er* 
von  der  Multiplikation  klar  denkt,  der  wird  gewiss  sogleich 
dass  die  Zahlorte  von  m  verschiedenen  Werthen  der  Po- 

+  qi)*^  in  eioem  und  demselben  Kreisumfang  liegen»   der 
Sahlebene  um   den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  beschrieben 
dessen  Radius 

m  1 

=5.oVMod(p+yi)=€.£;»^'**^^'^' 

e,  die  absolute  Einheit  in  der  Zablebene  vorstellende  Ge- 
;;    und  dass  die  Argumente  dieser  Zahlorte  folgende  sind: 

m 

;(P  +  qt)       2n? -I- arg  (p  +  yi)       2.27g-t-arg(p +  yt) 

»  ■  ■     »     — — — ^— ^— .— . ,  ,,., 

mm  m 

2(m  —  l)n  +  arg  (p  +  qx) 
m 

rner  käme  man  bei  der  Annahme»  die  Zahl  der  verschiedenen 

von  (p  +  ^O™  ^®>  grosser  als  m,  sehr  leicht  auf  den 
(,  dass  es  entweder  verschiedene  Bogen  gäbe,  die  mmal 
nen  arg(p+90  ausmachten,  oder  dann  ein  Bogen  existirte, 
:  in  multiplizirt  eine  solche  gAnze  Anzahl  von  ganzen  Peri- 
n  gäbe,  die  zwischen  zwei  nur  um  eine  Einheit  versehiedenen 
Zahlen  läge.  Von  jetzt  an  konnte  der  Beweis  mit  Zu- 
;  eines  bekannten  Satzes  aus  der  Theorie  der  Primzahlen 
fcrvollständigt  werden. 

r  den  Fall,   da  m=:l,   hat  der  Beweis  gar  keine  Schwie» 
$.5.    Erklärungen  und  Lehrsätse. 

« 

Bezeichnen  a,  ß^  p  und  q  reelle  Zahlen,  so  nehmen  wir 
lern  Vorgange  Ohm's  für  den  Fall,  dass  ß  nicht  0,  die 
ung 
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die  dann^  weou  ß^ziO,  entweder  die  bereits  gegebeoe  Eridirafli 
von  (p+qt)^f  oder  dann  den  Lehrsatz  in  §.4.  aaedruckt,  akDar 
Stellung  der  Erklärung  von  der  Potenzirung  irgend  eioer  Zak 
mit  eufter  ConiplexeD  an. 

n.  Den  speciellen  Werth  £(«+ /J«\  «•* (p+»0  voo  (p+^O*^^ 
beaeichne  ich  mit  ripi-qii^^P^  welcher  Ausdruck  offenbar  nod 
jsdao  der  speuetlen  Werthe  Fon  (p  -i-  gt^^P*  Torstelleo  kaim. 

ID.  Wenn  arg  (p  +  qri)  =  g> ,  Mod.  (p  -f  91)  =  m,  und  y  «o« 
endiich  Tiddeutlge  Zahl  bezeichnet,  die  0  und  jede  po^tin 
soirie  auch  jede  negative  ganze  Zahl  au  ihren  Werthen  hat,  so  ii 
die  Gleichung 

1)  (p + vO*+^'  =  JS«*»-/»i«r«+f  )+C^*-+«(*y*+9)3* 

=5  jB«iii^-p(ay3r+9)  [  cos  [ßlm  +  a(2y« + 9)]  + 1  sin  [ßlm  +  €r(2y» + 9)]] 
eine  vollkommeoe,  und  ebenso  die  Gleichung 

1 


2) 


(P  +  Vtr'-P'=^p^^y^pi 


woraus  aber  nicht  geschlossen  werden  darf,  dass 

(P  +  yi)«+^'.  (p  +  90-«-^'=  1 

sei,  da  diese  Gleichung  offenbar  eine  unvollkommene  wSre.  Ceki- 
geas  erkennt  man  schon  bei  dem  einfachen  Produkt 

44 
44.4—1   oder  n» 

dass  dieaes  nicht  bloss  den  Werth  1 ,   sondern  auch  den  Wed 
— 1  bat. 

tV.  Sfimmtliche  Werthe  der  Potenz  (p+gi)'^^ß^  werdetiue^ 
erhalten,  wenn  man  irgend  einen  speziellen  Werth  von  (p^f^^ 
z.  B.  f(p-h94^'^^'»  ™*^  ^1^1^  Werthen  von 

roultiplizirt ,  und  es  Ist  daher 

1)  (p+9t")-^«=T(p  +  ^')«+^M«+/w 

eine  vollkommene  Gleichung,  da  offenbar 
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letztere  Gleichung  findet  aber  auch  nach  HlVeglaMiung  des 
,  uDd  Qf^at  daher  auch 

§.  6.    Lefaraats. 

twickelt  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  die  Pbienz 
-f*  ^0]^^^'«  ^  dricfct  die  dadurch  erhaltene  Ee^ua^Tii  alfen 
ihrer  Convergens  den  spesieJUen  Werth 

o(l+»>  +  ff«)«+^'  von  (l+|i+vO«+^         :     >f  / 

« 

I  habe  den  Bav^^  dieses  Lehraafzes  wiederholt  und  so 
mit  Rücksicht  auf  jede  Einzeinbeit  geprüft,  dass  lo^  in^  der 
licht  einseben  tcann,  was  Ohm  in  seinem  „Geist  der 
im.  Analysis.  1842.  p.  143^^'  in  folgendem  Satze  bßhaup- 
lie  binomische  Reibe  druckt  natürlich  nur  einen  der  Werthe 
+  /»-!' 90°'*'^'  aus,  aber  man  mQsste  erst  in  jedem  Falle 
ntersachen,  weither  der  Werthe  es  ist,  und  man  darf  daher 
(o  geradezu  behaupten«  dass  man  den  einfachsten  Werth 
Potent  habe.  Wenn  Aber  9=1/?  =0,  dann  ist  es  deinem 
I  unterworfen  9  dass  der  Werth  dieser  Binomialreihe  der 
ste  (nämlich  der  reelle)  Werth  von  (l-f/')"  Ist/'  £s  scheint 
(  die  Ansicht  von  Ohm  hervorzugehen,  dass,  wenn  q  und 
t  Nullen  sind,  die  binomische  Reibe  nicht  immer  den  Werth 
-f-  qii^^^^i  oder  aach  seiner  Terminologie  den  einfachsten  . 
gebe,  was  nach  meinen  Untersuchungen,  deren  Mittheilung 
u  viel  fiäUBl  fortdera  würde,  unricktlg  wäre. 

§.7.    Erklärungen  und  Lehrsätze. 

Irgend  eine  Zahl  p-f-^t,  sei  sie  reell  oder  complex,  mit 
zweiten  Zahb  a+ßi  derselben  Art  depotenziren ,  beisst 
e Zahlen. besdmmanf  die,  mit  der  zweite»  potenzirt,  Werthe 

von  welchen  einer  mit  der  ersten  jener  zwei  Zahlen  coincidirt. 
n  Allgevieinen  .Maenillitfh  vieldeutige  Ergeboiss  dieser  De- 

iröng  bezeichne  ich  mit  V/7-f  ?<• 

.    liekreatz»    BezMhfien^.«wi  ^,  a  ueil  ß  reelle2dhleo, 
unendlich   vieldeutige  Zahl,  die  0  und  jede  positive*  oder 
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n^;ative  ganse  Zahl  zu  ihren  Wertben  bat»  ist  endlich  9=arg(p-l-9t) 
und  iii:=Mod.(p-f9i),  so  hat  man  folgende  vollkominene  ddchiing: 

1)  Vp  +  9t  =  (p  +  90«+^'  =  E      ^^  «•+^      ^. 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  zvrei  ersten  Theile  dieser  Gleidranj! 
Jede  compleze  Zahl,   deren  (a-^ßijli^  Potenz   p-f-^i  zu  eioä| 

Werthe  hat,  Ist  unter  den  Werthen  von  (p+9t)«+^'  eodialteii,  oi^ 

jeder  Weith  von  {p  -f  qif^  ist  efaie  Zahl ,  deren  (a  -^  /St>  ?•• 
tenz  p-f^'  zu  einem  Werthe  hat 

Aus  1)  darf  man  aber  nicht  schliessen,  dass 

welche  Gleichung  möglichst  unvollkommen  ivSre. 

Femer  ist  auch  folgende  Gieichung  eine  vollkommene: 

2)  V  (p+yi).l«+i»'=(p  +90»4-iW, 

und  ans  dieser  kann  man  jetzt  auf  die  vollkommene  Gieicftoi 
schliessen: 

i  «+Ö 

DI.    Den  speziellen  Werth  t{p 4- qiy^^  von  VpT^' ^«^ 

wir  durch  rV.p+qi  dar,    welcher  Ausdruck  ofenbar  nod  jefa 
Werth  jenes  Radikals  vorzustellen  geeignet  ist 

Nach  dieser  Bezeichnung  ist 


§•8.    Erkrirnngen  und  Lehrsitze. 

1)  Irgend  eine  Zahl  Pi+gii  durch  eine  zw^le  pir^^ 
garithmiren  heisst,  jede  Zahl  bestimmen,  mit  welcher  p -ff  p^ 
tenzirt    eine  Potenz  gibt,    die  pi  -f  ^|t  zu  einem  WerAe  bit 

Das  Ergebniss  der  Logarithmstion  wird  durch  log(^  +fi(l  ^ 
zeichnet 


IHe  ^Ifi^bung 

e  Follkommene.    Hieraus  aber  folgt  keineswegs,  dass  auch 

»Ilkommene  GleichuDg  ist«  obschon  p-l-9ty  mit  jedem  Wertbe 

^*  4.  V    P^*®^**'*t   ®''"®    Potenz  erzengt»   unter   deren 
eo  sich  auch  pi  -f-ftt  befindet.    BRogegenist  die  Gleichung 

ollkomiiiene.  ^ 

)  Den  Quotienten    i5  /     .  ^^  bezeichne  ich  mit 

^  tiCig<p  +  9t)  .  i         .. 

log(pi+yit), 

■ 

SS  dieser  Ausdruck  jede  Zahl  darstellt,  mit  welcher  p 4- 91. 
zirt  immer  pi -f  9i>  gibt,  insofern  bei  dieser  Potenzirufkg  sl^ts 
leijeoige  spezielle  Werth  heraus  gehoben  wird,  defdem 
:  T  der  Potenz  angehört 

)     Die  Gleichung    . 

;  die  Erklärung  des  ersten  Theils  derselben  dar.    Diese  ein- 

ige  GrOsse  Tilog(pi -f  91t),  welche  übrigens,  so  lange  filr  x 
T|    nicht  bestimmte  Zidilen  gesetzt  sind,   noch  jeden  Werth 

log(pj  *f  ^iQ  auszudrücken  vermag,  ist  offenbar  das,  womit 
ji  potenzirt,  j9i-|-9i<  gibt,  wenn  nfimlich  %  der  Index  des  Er- 
lisses  jener  Potenzirung  ist,  d.  h.  man  hat: 

6)  Weaden  wir  diese  Erklärungen  und  Lehrsätze  auf  die 
;arithmen  mit  der  Basis  e  oder  2,71828....  an,  so  gelangen  wir 


so  folgenden   Gleicbnngen,  io  welchen  fii|  tu  BleiL(j»i -f  9i0  ud 


iogOh  +  9^10= log«        • 


Dabei  Ut: 


__  tot,  +  2t>i<2t« + yi )      .2T|«+yt— äfiribn 
~  l  +  (2rj»)«         +*         l4-(2tx)s 

6)  Wir  eeben  hleraos,  daee  jeder  Logeritbniiis  eine  FmllMQ 
des  Logwithmanden»  der  Basis  und  aweier  von  einander  noabblß- 
gigen  Unbestimmten  ist^  und  der  frfiher  betrachtete  nur  von  cioer 
Unbestimmten  abhängende  log(/i  -{■  qi)  nicht  jeden  Werth  vonletlt 
mit  dem  e  poteoairt  dne  Petems  erzeugt,  unter  deren  Werte 
sich  p-^fi  befindet;  wie  diese  Hbrigetis  anch  leicht  ecbot  ai 
dem  Umstände  erhefleti  dass  &  ebmt  nicht  i=e«,  soBdera»*« 
X  eindeutig,  lediglich  nur  den  einaigee  W,erth  von  0*  ans^ric^ 


ar« 


den  die  Ezponentialreibe  1 4*  ^  +  r-Tr -f- -- gibt  So  ist  a.  B. -^Vf 

oder  —0^  ^'^  Werth  von  e^,  mithin  \  ein  besonderer  WertI 
des  Logarithmns  von  —  «V^  io  Bea&ehnng  au^  die  Basis  e.  SJ^ 
l  ist  nicht  ein  Werth  von  log— oV«  oder  von  {  +  (2/+  l)m,  ^ 

aber  ein  Werth  von  log— oVe.    Es  Ist  nimlich 


$.9.    Lehrsfttfee. 

Die  Begründung  der  in  den  folgenden  Paragraphen  ealliaite- 
nen  Resultate  meiner  Arbeiten  iless  m^ch  zwei  Sfttse  finden,  <fie 
Ich  hier  eben  um  des  folgenden  willen  mltthelle: 

1)  BeaeicfaMa  n#  b,  e,  d ....  eindeutige  pesilive  «der  negiin« 
glmze  giÜna ; 


^imm  gmMSMii  ähw  1»  die  zom  gvöMtoD  gometvaehaSKohMt 
ft  der  abaolütan  Wertbe  von  a,b,€p  d».^  eine  rel«ttf»  Pnatf 

Tiy  7%>  Yt*'*'  i^^^  cJkraelben  eine  «nettdliell  vieldeutig«  Zahl, 
saer  der  Nall  jede  positive  und  jede  neg&tive  ganie  Zahl 
&n  Welthen  hat: 


der  Qdotient 


iumnie  aus  zwei  Summanden»  von  wefehen  der  eine  unend- 
ieldeotig»  aber  immer  eine  positive  eder^  negative  ganze 
>der  0  ist,  der  zvreite  Snmmand  aber  nur  edeutig  isl,  und 
\de  B  Wertbe  enthält: 

0       13      3        8--1 

r*  7*  7'  i''~r' 

)    Bezeichnet  a  eine  positive  ganze  Zahl; 
eine   itdeutige  Zahl  reelle  Zahl  mit  den  Werthen  6|,  b%t 
bni 

eine  anendiieh  vieldeutige  Zahl,   die  0  und  jede  poaiUve 
negative  ganze  Zahl  zu  ihren  Werthen  hat: 

1  die  Eizponentialreihe 

leotig,  wo  g  eine  positive  it  nicht  fibersteigende  ganze  Zahl 
€hnet. 

§  *  10. 

Wenn  mim  bei  det  Reefanung  mit  uneodllcb  vieldeutigen- 
isen  stets  vollkommene  Gleichnngen  anivtrebl,  wie  sich  diees 
Erzielung    richtiger  Resultate  oft   durchaus  nicht  vermeiden 


*)  S  ist  immer  wohl  zu  unterscheiden  von  der  Potent 


e 


in  dieaem  Falle  oneDdilch  Tieldentig  wäre. 


lisfit;  ^o'  wird  man  bald  Indeii,  ireiehe  groMe  Voraicbt  dieRech- 
nsng  verlangt,  und  wie  unendlicii  verschieden  dieae  von  der  Redi- 
nang  mit  eindeutigen  Grossen  ist.  BezeicbneD  z.  B.  /  und  7, 
vieldeutige,  hingegen  8  und  Cg  eindeutige  GrOssen»  so  darf  nian 

offenbar  för  y — y  nicht  0,    lilr  2y — y  nicht  y,    ftlr  -   nicht  1,  fi& 

2y  ^ 

Ä^  nicht  }  u.  s.  f.  setzen ;    man  darf  ferner  ans  der  voUkonuBefieD 

Gleichung 

y-f  6=yi  nicht  auf  «  =  yi— y. 


-=yi    .,      „    «=yri  «.».  f. 


soUieostn. 


Dieser  Umstand  brachte  mich  auf  den  Gedanlcen,  die  Reck* 
nung  mit  vieldeutigen  .Grossen  auf  eine  solche  mit  ändentigeo  n 
reduziren.  Die  Reallsirung  dieses  Gedankens  föhrte  mich  iva 
zur  Beantwortung  der  Frage:  Wenn  man  irgend  eine  voUkoBaene 
Gleichung  zwischen  vieldeutigen  Grossen  hat,  z.  B. 

Are.  cos  (f  +  vO  -f  Are.  cos  (pi  -f  qii) 
=  Arc.cos[(p  +  ^')(p.+7il)-.Vll-(p  +  90«]fl-.(p,+ftin 

wie  Ifisst  sich  dann  jeder  spezielle  Werth  des  einen  Theibier 
Gleichung  mit  der  nuthigen  Bestimmtheit  herausbebeoj  umivk 
kann  der  herausgehobene  Werth  dem  andern  Tbeile  der  Gieichm 
entnommen  werden?  Solche  Gleichungen,  welche  die  vjollstiiMÜgg 
Antwort  auf  diese  Frage  geben ,  will  ich  gesonderte  Gleiclraiu^es 
heissen. 

6.11.    Lehrsltze. 

I.  Bezeichnen  p,  g,  a  und  ß  reelle  Zahlen  flberhaupt,  h\6- 
gegen  %  und  T|  ow  positive,  oder  negative  ganze  Zahlen,  0  iicät 
ausgesoblossen,  so  hat  man  die  gesonderte  Gleichung: 

l)    t(p  +  gt)^^ß*.  xXp  +  ^t)«.+iJi'=  r(p  +  ^i)«+/J«+«.+/J.*. ,«,^  1«+^. 

Die  Gleichung  1)  zeigt,  dass  jeder  Werth  von 
zugielcb  ein  Werth  von 
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m gekehrt«  jeder  Werth  des  letztero  Aasdmckes  zngleicb  ein 
I    ^om  erstem  ist,  ^raus  DatOrlich  folgt»  dass 

'oUkoromene  Gleicbang  ist.  Obschon  nan  1)  eine  Gleichang 
len  eiiideutlgeD  GrOssen  ist,  so  lehrt  sie  doch  dasselbe« 
Lie  Gleichung  3)  ««vischeo  vneDdlich  vieldeutigen  GrOsseo; 
misserdeni  zeigt  sie,  wie  die  Werthe  des  ersten  Theils  von 
Bestimmtheit  gesondert  werden  können,  und  wie  jeder 
■  des  ersten  Theik  vstri;3)  dem  sweiten  Tbeil  derselben  ent- 
en  werden  kann.  Ferner  kann  man  auf  1)  alle  Croformiings- 
se  ffir  eindeutige  Grossen  anwenden,  während  diess  bei  3) 
möglich  ist.  Leichte  Folgerungen  von  1)  sind  die  Gleichungen': 

>  • 

t(p  +  »0»f/"=r,(p  +  9t)»+/«.T-T.  I«+/W. 

Iiieraus  wieder  die  vollkommene  Gleichung: 

ILnstatt   der    Gleichungen   3)   und  8)   giM  Ofarm*  in  seiosm 
tem  der  Math.  VIII.  p.8.  folgende: 

n  Richtigkeit  aber  nicht  aufgehoben  wird,  wenn  man  von  den 
uneadlich  vieldeutigen  Zahlen  /»  und  y,  deren  Wiyrthe  0  und 
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jede  positive  oder  negative  ganieZeM  «ted.  irgend  eiaederadbeii 
=0  setzt»  wodurch  die  Formeln  in  die  von  mir  lierecbietai 
übergehen. 

n.    Bezeichnet  a  eine  complexe  Zani; 

p  nnd  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolute 
Werthe  pi  und  ^i  relative  Primzahlen  sind; 

r  nnd  s  |»ositive  oder  negative  ganaw  ZaUen,  deren  abmiliit« 
Werthe  Vg  und  »i  relative  PrioMahlen  sind ; 

t  den  grossten  gemeinschaftlichen  Faktor  f&r  q^  mid  S|; 

W|  den  grftMten  gemeinsehafUieben  Faktor  ffer  die  absriut» 
WeHhe  von  fw  :t  fr  und  ^f  ? 

so  bat  man  folgende  Relationen : 

1)  Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 


ist 


2)  Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 
ist 


-.  30: 


3)  Die  Zahl  der  den  Ausdrflcken 

afV'«*     und     «f    • 
gemeinsamen  Wertbe  ist 


4)  Es  ist  nur  dann 

'x  -      ^±- 


1 


wenn  r^  ss  1 ;  wenn  demnach  der  grOsste  gemehscfanlWcbe  f^ 


D  qx    »od   4^   gleich  demjeoigen   der   absoluten   Werthe   von 
±^qr  und  qM  i#t« 

Es  ist  wohl  kaum  notliweodig  asu  bemerken,  dass  hier  ent- 
ider  dorchgehends  nur  die  oberen  Operationsseichen «  oder  nur 
)  unteren  su  uehinen  sind. 

« 

Anmerkung.  O b m  behauptet  in  seinem  »»Geist  der  math. 
lalysis  1842.  p.  133.'%  dte  Gleichung  in  4)  bedörfe  dann  schon 
ler  Correctiou»  wenn  x  nicht  1  ist.  Diess  ist  nach  den  obigen 
hauptungen  unrichtig»  wie  übrigens  schon  die  Gleichung 

ai.i=:ai 

igt»  die  ohne  Correction  eine  vollkonunene  ist. 

§•  12.    Lehrsätze. 

L  l^enn  fi  die  Qedeojhing.  der  0»  oder  einer  positiven  oder 
gativen  ganzen  Zahl  hat  und  zugleich  so  bestimmt  wird»  dass 

9f»«  +  arg  (p  +  yt)  +  arg(pi  +  ^0 

einem  Bogen  wjird»  dw  entweder  ^=391  ist  g4fK  iswiacheo  n  und 
»  liegtji  wew  dißq 

2f»*  +  «''g(P  +  9»)+«^(|»i+9'iO=(»  od.«w.  »u.— n). 
-wt 

SfAteire  Untersuchungen  zwangen  mich»  Gleichungen  ?on  der 
flchaffenheit  der  1)  aufzulösen.  Alan  indet  bloss  aus  der  Vor- 
»liung  von  arg(|p-f  grt)  und  arg(|i|  -f^iO  in  der  Zahlebeoe»  dass 
jedem  Falle: 

3) 

=-  T'.fa +yi)  (i-m)t  [1 — (Pi'g*-;f yi«)']  (i-o^jl!::^!^! 

+[n— (fty-g>yja>-y)i-i(y-m).a-i>)(i-i>i)- 

II.    Wenn  y  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  0,  und 

2y» + arg(p  +  ^>— arg(pi  +  9i0  =  (»  od.  zw,  JT  n.  —  ») , 
Ut 
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3)  y=— T«(£— 5i)(l— £Ei) 

+ (1 + -o»iV-£V')"ia-7)» 
-:(i-^)[(£-si)(i -e)- (i+-?]:-2.*)(i+e)i. 


III.    Aus  den  Gleichongen  L  2)  und  U.  2)  eigeben  sieb  ■» 
mittelbar  die  vollkommenen  Gleichongen: 

Anmerkung.  Ohm  hat  in  seinem  ,» Geist  der  natkes. 
Anal  ys  18  1842.  pag.  122.'*  für  die  Rechnung  mit  den  einbcbsla 
Werthen  der  Potenzen  (d;  b.  nach  meiner  eingeflihrteo  Bcteick* 
nang  solchen  Potensen»  deren  Index  =0  ist)  die  Gleichngci 
aufgestellt: 

ü^.b*^{a.bY    nnd     Ii  =  {r)  • 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  nach  den  Lehrsfttsen  I.  md  IL 
im  Allgemeinen  nnrichtig,  was  fibrigens  schon  ans  folgento 
Beispiel  erhellet:    Es  ist 

o(-l)4  =  +  <    und    o(+l)*=+I. 
Es  mflsste  also  nach  der  ersten  jener  zwei  Gleichungen 

o(-l)*.o(-l)*» 
oder- 

und  nach  der  zweiten 


■^     oder     ^  =  (-!)*=;< 


sein.    Die  Lehrsätze  I.  und  II.  geben  Ar  diesen  FaB: 
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o(-l)».o(-l)«=~il»=-l 


e  es  sein  soll. 


Die  beiden  Ohm'eoben  Gleicbangen  sind  in  dem  Falle»  da  x 
le  positive  oder  negative  ganze  Zabl  oder  0  ist,  stets  richtig» 
jedem  andern  Falte  aber  durchans  nnr  dann  kulfissig,  wenn  filr 
i  erste  arg.  a  -f  arg.  6  entweder  =  n  oder  dann  zwificben  n  nnd 
n  liegt,  and  in  Beziehung  auf  die  zweite  Gleichung  arga—- arg6 
enfalls  ein  solcher  Bogen  ist,  wie  aus  I.  und  II.  sogleich  klar 
rd. 

§.13.    Lehrsätze. 
L    Wenn 

ui = Mod.  (p  -f  fi)    und    (p = arg.  (p  +  qi)^ 
!Dn  ferner  y  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und  zugleich    * 
2y»  +  /J/m+a(2T«  +  9)=(;c  od.  zw.  «  n.  — «);    * 
hat  man  die  gesonderte  Gleichung: 

»raus  sich  sogleich  die  vollkommene  Gleichung  ^ 

gibt. 

II.    Bezeichnet  a  irgend  eine  complexe  Zahl; 

p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zablen,  deren  absolute 
^erthe  pi  nnd  qi  relative  Primzahlen  sind; 

r  und  s  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  absolate 
Berthe  ti  und  i^  relative  Primzahlen  sind; 

m  den  grössten  gemeinschaftlichen  Faktor  fBr  Vi  und  qj ; 

mm|  den  grussten  gemeinschaftlichen  Faktor  für  piTi  nnd 
$1,  mithin  nii  denjenigen  für  pi  und  f|; 

»  hat  man  folgende  Beziehungen: 

1)    Die  Zahl  der  verseUedeaen  Werthe  von 
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(i)*  ist  =  f^. 
S)    Di«  Zahl  der  ▼encbicdeMn  W«Hhe  tob 

fnnii 

3)  Die  ZaU  d#r  den  btidao  PotoniMi 

(af)^     ond     aft  gemeinsaaen  Wcrtho  kt  tas^^ 

_  • 

4)  E«  ist  nur  dann 

tl       C 
(a9)«=:a«' 

wenn  fii|  =  l;   weoo  mithin  die  absolQteii  Werthe  tod  p  iidj 
TtlatiTe  Primzahieo  sind. 

AnmerlcaDg«    Ohm  behauptet  in  seinem  „Creist  der  nttk 
Anal.  pag.  122*%  wenn  wir  unsere  Zeichen  gebrancben,  diM 

o[o(P  +  ^•)^'l*»+^»'=o(P  +  jrt)(-+W(-i-MiO. 

Diese  ist  Im  Allgemeinen  nach  dem  Lehrsatze  I.  nnriehti^vtf 
ilbrigens  auch  schon  folgendes  Beispiel  seigt: 

Es  ist 

mithin  wäre  nach  der  Ohm'scben  Gleichung 

o[(-l)»l*    <m1w    1«o(-1)«-*«-1. 

Der  Lehcsats  I.  giebt  in  diosem  Falls  fmx^^l,  und  mityslt 
Gleichung 

o[(-l)^*  =  (-l)«*.-tll=l. 

Die  Ohm'sche .Gleichung  ist  durchaus  nur  dann   rickti^ 
wenn  Qlr  y  ans  der  Gleichung 

2^-f /}/m-|-a9s=(ir  oder  swischea  s  und  — ir) 

der  Werth  0,  oder»  wenn  ßx  9sO»  ein  solchot  Wertb  fb  f  |SHf> 
wird,  der,  mit  Og  multipltcirtt  eine  positive  oder  negatfva  go* 
Zahl  oder  0  als  Product  erzeugt,  welch*  letzterer  Fall  s.  &  i 
eintritt,  wenn  tf|  nicht' gebrochen,  und  eben  A=0  ist 

Ohm  sagt  in  derselben  Schrift  pag.  134:  ,,Die  GldebiBg 


(as)r9aa«r 
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1  besonderD  Ffillen,  in  denen  die^rOche  —  und  ~  in  den  klein* 

n  y 

n  Zahlen  ausgedrückt  sind,  und  zu  gleiclier  Zeit  m  und  f^  de«- 

ichen  n  und  \k  keinen  genieinscliaraichen  Tbeiler  mehr  haben.*' 

srfiber   mochten  wir   nur  bemerken',    daaa  es  in  dieser  Frage 

ib  II.  4)  nicht  auf  die  BeschaifeDheit  von  n  und  f»  ankSmmt. 

sind  s.  B. 

(ai)ls=:a    und    {fi^)\:=zai 

* 
Ikommene  Gleichungen,  obschon  hier  n  und  f»  den  gemdnschall- 

ben  Theiler  3  oder  2  haben.  • 


V 

{.  14.    Lehrsätze. 
I.    Wenn 

fR=Mod(p-f  jrt)  and  9:=arg(p'f  fO, 
mn  ferner  yi  und  y  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und 

^i*+A^  +  ^iC2^^~t'9)=^(^  o^^^  zwischen  tc  und  —  n), 
^jm\pim\oi^xn\tf):=z{it  oder  zwischen  9«  und  — 9k); 
hat  mau  die  gesonderte  Gleichung: 

id  hieraus  die  vollkommene  Gleichung: 

)I)    Bezeiebnet  a  eine  complexe  Zahl; 

p  und  9  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  deren  abscriute 
^etthe  px  und  q^  relatiT«  Primzahlea  sind ; 

r  und  j  positive  oder  negative  ganze  ZahlMi,  deren  ab^olnte 
Berthe  Tx  nnd  «]  relative  Primzahlen  sind; 

m  den  grinsten  gemeinschaftlichen  Factor  fSr  q^  ^^^  '^i » 

m|  den  grSssten  geaeJMshaftKchen  Factor  flir  px  vad  f|; 
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wo  mltbiii  in  irad'9ii|  relative  Primsahlen  siDil»  und  wamy  der  gii 
genieiDfichaftlicbe  Factor  fflr  piFi  und  qxtx  ist;  so  findet  Fd 
des  Statt: 

I)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  von 


and  die  von 


(ati*  Ist  =  _ 


(J)Si8t=^ 


2)    Die  Zahl  der  den  beiden  Potensen 


(a9)*  und  (a»)i 


geraeinsaroen  Werthe  ist 


mfRi 


3)    Die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe  sowohl  von 


als  auch  von 


4)  Es  ist  nur  dann 


PSF 


r  p      r 


^  r  T  f 


wenn  m=iii|,  mithin  fnssiii|=rj,  wenn  also  i^iclit  bloss  91  fl 
sondern  auch  p^  "^^  ^1  relative  Primzahlen  sind.' 

5)  Es  ist  i>ur  dann 

p  r  r  p      r 

(qf)«  =  (a*)«.l*'. 
wenn  m=l.  • 

6)  Wenn  m  >1,  so  gibt  es  kehie  Potenz,  mit  <let  («^^ 

pllcirt  ein  mit  (av)«  gleichbedeutendes  Prodnct  gäbe. 

7)  Es  ist  in  jedem  Falle: 

p  r      g  r  p      r 
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$•15.    Aufgabe. 
Die  Gleichung 

:h  €,  €i  und  Cq  '^^  ganzen  Zahlen  auisulOeeo. 

Auflösung. 
Man  löse  die  Gleichungen 

2^»  •f'^£^=(^  oder  zwischen  n  und  — tt), 
2|A|7s-|'^^^'f  ^C^/^'i-7}  =  (^  oder  zwischen  n  u.  — »), 
2(fio+f*i  +f*  +  ««)«  +  /3/r +«(2yw  +  9)=(» od.  zw. » u.  —  »), 

/5fo+ A(«i  +  f*o)  +  («1/5  +  «A)c=  -  Af*» 

«ffo  +  «iC«i+f*o)  +  («ai  — /'A)f=— «if*— <» 

>  rsMod-Cp-f^t)  und  9=arg.(p-f  ^»  nach  ^,  ^»  Po>  c,  €|,  Iq 
d  tf  in  ganzen  Zahlen  auf.  Die  Auflösungen  dieser  Gleichungen 
)d  dann  die  Auflösungen  der  gegebeneu  Gleichung  und  umgekehrt. 

Setzt  man  z.  B.  in  die  gegebene  Gleichung 

p=:3,  9=4,  «=i,  /3  =  i,  «1=1,  ft  =  J,  y=2, 

lon  6  fifr  ffj,  30  fQr  €  und  — (q»  >o  hat  man  eine  identische 
leichung. 

Die  Aufgabe  kann  im  Allgemeinen  nur  dann  gelöst  werden, 
Bnn  p,  q^  a,  /?,  a| ,  ßi  und  y  in  bestimmten  Zahlen  gegeben 
od,  dagegen  können  y^  und  /o  beliebig  gegeben  sein,  und  es 
nd  von  y,  und  /o  ^l'®  Zahlen  t,  Ci  und  (^  S^n>  unabhängig. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  invoMrt  mehrere  interessante 
ehrsätze  als  Spezialitäten. 

$.16.    Aufgaben. 
!•    Die  Gleichung 

ach  p  +  gi,  und  die  Gieiebung 


B€m%ier:   tti  BeWmff  mw  AtuOitaM  der  eompiexem  ZtflAm. 

Dach  p  +  gi  nnd  t  aafzaloseD. 

Aoflusung. 
Die  Gleichuog  I.  wird  hur  dann  identisch»  weaa  nan 


1 
setzt. 

« 

Bezeichnet  ö  irgend  eine  positive  oder  negatiTe  gaaie  Zä 
oder  0»  so  wird  die  Gleichung  2)  nur  dann  identisch ,  weno  mm 

4)  p  +  9t=(pi+?i0.l;^*^ 

und 

6)  T=Ti— y 

setsty  wo  y  aus  folgender  Gleichung  zu  ziehen  ist: 

A)         2)w4'«g^-|*9ti)4-sq^'^<«>^  «^-  *^*  «•  ••  — »)• 
wwus  sInis  Schwierigkeit  folgt,  dass: 

%ßCM 

7)  Med.  (p  +  ^t) = £«•+/»» .  Hod.  (pi  +  9ii) , 

8)  arji.(|i + 9i)=arg.  (ft  +  9tO  +  ^Tf^  +  9(i^— »)«• 


wenn  nämlich  t»  oder»  wenn  man  t=:T|  aonihme»  die  s  so  licitafft 
wird»  dass  der  zweite  Theil  der  Gleichung  8)  zu  eiaem  B«0 
wM»  der  entweder  =:ic  ist»  oder  dann  zwischen  n  oiid  — s  H^ 

Msa  hat  s^B«  folgende  identische  Gleichnngen: 
„P3»l72(cosgJ«  +  tsingJ«)]i+3<=^[2(cosJ«+  isinjs)^^^^ 

e[7  (coss  »  +  ising  tt)]!  =54(— 7)1. 

n.    Bezeichnen  «  und  jS»  wie  oben»  eindeutige  GrMesi  ai^ 
hat  man  die  vollkoDiaiene  Clmehasg' 


D$n%i€r:   Sin  ß9Hr^  '$mt  Maiptü  d$t  tmnfütxen  IsMmL   m 
nrass  oothvrendig 

d 

in. 
III.    Die  Gleichang 

>  a,  ß,  P  and  Q  eindeotige  Zahlen  beieichnen,    nach  ;r-fyt 
d  X  anfznlöaen. 

AnflGanng. 
Ea  ist  immer 

nr  Ermittfung  dea  t  nehme  man  nvn  ^  beliebig  leeU,  nur  nicht 
»brechen  an»  heatimme  hieranf  fA|  in  ganzen  Zahlen  ao,  daea 


od  loae  endlich  die  Gleichungen 

ich  r  nnd  e  in  ganzen  Zahlen  auf.    Jeder  der  auf  du 

Ir  t  erhaltenen  Werthe  gehOrl  den  fUr  t  verlangten  Werihen  an« 

od  umgekehrt 

{.  17.    Lehraats. 
Die  Gleichung 

rird  nur  dann  identiach» 


«  +  /»«  =  («i  +  A)filog(p  +  »0  +  Jeg  1 

Pietät  wkd^  wo  e  beliebig  reell«  jedeeh  niebt  gebreehep, 
kommen  werden 
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9. 18.    Aaf gaben. 
L    Welche  besondere  Werthe  der  (a-h/'Oten  Poteiis  tod 

coindiciren  mit  (p-f  ^').^1^/''? 

Anflusung. 
Es  sei 

1)  u[tW{p  +  ^•).nl«+/»1«+/J<=(p  +  ^0.^1«+^'. 

Zur  Berechnung  der  Werthe  von  t^  luse  man  nnn  von  deo  zwo 
Gleichangen 

2)  2T0ff-|-2T|9sa-f&i'g*(p4-9O  =  (^  od.  «w.  Jt  a.  — w), 

—  -5nrg5[lMod,(p  + jt)""2j?T|»]==(3r  od.  «w«  «a.— »), 

die  2)  nach  Xq,  dann  die  3)  nach  r,  in  ganzen  Zahlen  auf,  iete 
dann  den  fflr  x^  gefundenen  Werth  in  die  Gleichangen 

4)  «n  +  Ta  +  t^8)  =  l'f*. 

5)  «(ti+Ta  +  ra)==:offi  +  <J 

und  lose  endlich  diese  zwei  letztem  Gleichangen  nach  x^xed^ 
in  ganzen  Zahlen  auf.  Die  fflr  x^  anf  diese  Welse  erfaaltcMB 
Werthe  sind  die  Auflösungen  der  Gleichung  I)  nach  t^i  «ed 
nmgekehrt 

Setzt  man  z.  B. 

/?=:ti=f»=0,    «=i,    p=16; 

80  wird  nach  den  obigen  Gleichangen  73=4  und  f^=4(Hf)< 
woraus  natürlich  folgt,  dass  nur  dann 

wenn  x^  entweder  0  oder  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  die  4  ib 
Faetor  enthält.  Diess  Beispiel  zeigt  zugleich,  wie  notinvcrfg 
die  Beibehaltung  des  ß  in  der  Gleichung  4)  ist 


DenmUt:   »m  BHO-ag  %ur  Anaiifiü  der  eomplexen  Zahiefi.    f/gß 

IL     Die  GleichvDg 

«+^( 1 

ch  fi  anfzulpsen. 

Af^flosung. 
Man  bestimme  zuerst  Tq,  das  nicht  gebrochen  sein  darf»  so. 


•  2ro»-f  arg.(p-f-9J)  -f  2<nri9r=(9r  oder  zwischen  »  o.  — «) 
rd»  und  lose  hierauf  die  Gleichungen 

i5(r+To)=/?f»,l    • 
afß,      _  c(t+To) 

ch  fi  und  ^  in   ganzen  Zahlen  auf.    Dadurch  gelangt  man  nur 
den  sftromtlichen  verlangten  Werthen  von  f*. 

9.19.    Lehrsätze. 
L    Wenn  f&  reell,  aber  nicht  gebrochen,  und  so  bestimmt  ist. 


2f*«  +  arg.(p-f  ^')  -|-arg.(pi  +  9it)=^(ff  od.  zw.  n  u.  -«), 
hat  man  folgende  gesonderte  Gleichungen: 

Tlog[(p  +  5fi)(p,+9ii)]=rlog(p  +  ^')+^log(pi+9i0, 

d  hieraus  die  vollkommene  Gleichung: 

log  [(p  +  q()  (Pi  +  Vi«)]  =4og(p  +  fi)  +  log(p4  +  y,<). 

*  *    * 

n.    Wenn  7  reell,  aber  nicht  gebrochen,   un4  so  bestimmt 
,  dass 

2yn  +  arg.(p  +  qi)  —arg.  (p^  +  j^t)  s=  («  od.  zw,  nu.  -  w) , 

hat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 


BnnUr:   Bim  BHimg  %wt  ämainlB  4Mr  €Bm^^€9m  IMfo 

and  hieraus  die  völlieomtiieiie  Gldchaog 

Anmerkong  L  Ohm  hat  in  seioem,, Geist  der  natl 
Aoal.  1842.  pag,  U7<%  fre«e  ivir  «nsere  B—eiche«^  fcetbakittd 
das  Stattfinden  folgender  Gleichungen  behauptet: 

olog[(p+»)(pi +9,t)]=olog(ji>  +  yt)  +  oiog(/ii  +  jiO, 

olog^~qp^  =otog(P  +  4^*)— oÄog(pi  +f il> 

Diese  beiden  Gleichnngen  sind  aber  nach  L  mid  IL  nnrichtli 
wie  diess  aach  schon  folgende«  einbebe  Beispiel  xeigt    Ei  ist 

olog(— 1)ä:«I   und   ol^^C-l- i)=(L 

Setst  man  nun  in  den  Ohm'schen  Gleichungen 

9=}i=0    nnd   |»=/>i=— 1. 

so  findet  sich: 

olog[(-l)(-l)]  oder  O=olog(-l)+olog(— 1)  oder  2«i 

o'*^8iri  oder  ^^^f^\^^<o%{r^t)  oder  —  aii 

Die  obigen  Lehrsätze  Lnnd  IL  abergeben  in  diesem  Falle  |i='l 
und  ys-l-l,  mithin; 

elog[(-l)(-l)]=olog(-l)+olog(-l)  +  .ilogl=2w-2i.; 

ologi^=ologl— oM— l)  +  ilogl=— Jri+2»i. 

Von  den  O  h  m'scheo  GleiiAmigen  Ist  die  erstd  dtfdhMs  a  tr  d  a  sa 
richtig,  wenn  arg(p-f9l)-fArg(Pi +9^10  ein  Bogen  is^  der  entweder 
^ts^it  oder  dann  zwischen  «  und  ^%  H^gt»  tmd  die  «weite,  wen 
arg(p-f  90'~'A*'g(Pi+9iO  ebenfalls  ein  solcher  Bogen  ist 

▲nmerkung2.  So  weirig  mnn  ettli  der  GMeho^g 8)  seUü' 
sen  darf,  dass  im  Falle  p49f3=n-f  9i<  die  GleichongSt^fsde: 
log  1=0;  ebenso  wenig  geht  aus  4)  die  Gleidinng  V6%\f\^ 
=  21og(f»-f  ^')  hervor.  Die  sSmmtlichea  Werthe  des  iveita 
Theils  die^ef  Gleichung  siA^  tw«ir  aoch  Wetthe  See  erstes  Tbeik 
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icbt  nnigekehrt.  So  ist  z.  B.,  wenn  y  eine  unendlich  viet? 
»  Zahl  daretellty  die  0  und  jede  positive  oder  negative  ganze 
io  ihren  Werttien  hat,  jeder  der  unendlich  vielen  Werthe 
usdrucks  4/n^  ein  Werth  von  Iog( — 1)^;  aber  auch  nicht 
siDzigen  von  allen  diesen  Werthen  vermag  2log(— 1)  zu  geben. 

§.aö.    Lehrsfttze. 
Wenn  f»  reell»  aber  nicht  gebrochen,   und  so  bestimmt 


K-h^/Mod.Cp-l-^Q-f  o[2T|«-|-&rg(p-|-^')]  =  (^od.zw.  »Ui  — ^)» 
t  mao  die  gesonderten  Gleichungen: 

ler  2)  folgt  dann  die  vollkommene  Gleichling: 

log(p  +  ?0«+i«=(«  +  /?Olog(p  +  qt)  +  logl. 

Aus  L  ergeben  sich  folgende  bemerkenswerthe  Speziall- 
Wenn 

2^«  +  -  pr^JT  +  nrg.(p-|-  ^i)]=(Ä  o^«  «^-  ^  ö.  — «) > 

aber  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten 
so  ist: 

lieraus  bei  derselben  Bedeutung  von  m: 


m 
kVenn  ferner 

'2^w  +  -  [2t|  «  +  arg.  (p  +  fl'O"']  =  (»  od,  zw.  «  u.  — '  ?r), 

rieder  »  nur  eine  positive  oder  negiative  ganze  Zahl  bedeu 
so  ist: 

m  

ri+«(^+r)bg(p  +  tfif  «  UHlegr.  V(p + ffiT 
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6)  log(p  -f-  ^"  s  m  logVip  +  ?«)•• 

So  iatz.  B.  log3s=2logV?=:2log(J:3)  uod  nicht  =21og3,  J 
sämrotliche  in  dem  Ausdruclc  K-i-^^  +  tim  entlialteoen  Werth^ 
nur  Werthe  von  log 3*,  niclit  auch  zagleich  tod  2log3  stsd. 

In  dem  besondern  Falle,  da  a  eto  positiver  oder  negitive^ 
Schter  Broch,  findet  immer  auch  die  Gleichung  Statt: 

Anmerkung.  In  ^Ohms  Geist  der  math.  AnaL  18(1 
p,  122''  findet  sich»  wenn  wir  unsere  Bezeichnungsweise  gebrao- 
chan,  die  Gleichung  behauptet: 

o'ogoCp  +  jO^+^'=  («+  /»Öolog(p+90- 
Diess  Ist  unrichtig.    Setzen  wir  z.  B. 

p  =—e=— 2,718....,    9=/}=0,    «=2; 

so  .findet  man  aus  dieser  Gleichung: 

o1og(— e)«    oder    2^%log(^e)=:2(k+9i). 

Die  obige  Gleichung  L  I)  aber  gibt  in  diesem  Falle  ft=»lii' 
hernach  die  Gleichung  I.  2): 

olog(-e)«=2i,log(^e)+.ilogl=2(l+«0-.2«. 

Die  Ohm'sche  Gleichung  ist  durchaus  nur  dann  riehtis. 
wenn  ßliliod(p  +  f[)  +  a9iigip  +  q()  entweder  =9r,  oder  dw 
zwischen  n  und  — n  liegt. 

§.21.    LehrsStze. 
I.    Wenn 

»ilogCPi  +  ftO  =  v}og(Pi  +  JiO. 
80  mnss  nothwendig 

T— y  *"  lMaA.(p+q()         2r»-f  arg.(p-f  ^ 
sein.    In  dem  besondern  Falle,  da 

T|  sr  T  s  arg  (pi  +  9ii)  ssO, 
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/Mod.  (p  +  9O       y 

Die  Gleichung  2)  drflckt  hier  die  Bedingungen  aus,  unter 
(n  die  beiden  Indices  eines  Logarithmus  bei  constantem 
e  desselben  eine  Aenderung  verstatten. 

I  Wenn  P  eine  reelle  Zahl  bezeichnet,  so  ist  von  den 
ileichungen 

^_ ffllod.fa+ ytt)  __2yi7t+ arg,(pi  +  ytO 
lMod.(p  +  qi)         2y»+arg.(p  +  yt) 

sine  Folge  der  andeii'n. 

I.    Von  den  drei  Gleichungen: 

P/Mod.(p  +  gi)  --  f  Mod.(pi  +  yif>— Qarg«(p-f  yi) 

(f»+Q«)/Mod.(p+yt)-~/Mod.(pi+yO  — Qarg.(pt-fytO 

27vQ 

d  erste  eine  Folge  der  zwei  übrigen,  und  umgebehrt. 

Lomerkung.    Mit  Hülfe  der  zwei  letztern  Lehrsätze  kann 

untersncht  werden,   ob  eine  gegebene  Zahl  ein  VVerth  von 

i  durch   den- Logarithmanden' und  die  Basis  gegebenen  Lo- 

imus  ist.    So  findet  man  z.B.,  dass  0,0247.... — 0,155... .t 

nicht  ein  Werth  von  löge,  wohl  aber  von  löge«  und  zwar 

■je 

pezielle  Werth  olog^  ist. 


§.22.  .^ielirsätze.l 

.    Wenn   fi  reell,   aber  nicht  gebrochen,   und  so   bestimmt 
dass 

^*iLn  +  wtg.(pi+qii)  +9Lfg.(p%  +  q^i)=z(n  od.  zw.  n  n.  — «), 

at  man  die  gesonderten  Gleiehnngen : 


9B6   Benmlert    mm  Betttmg  tmt  JHuO^Mi  ätr  tBmpUMm  XcAIhl 


2)     ».»og[(|h+ft»)(Pi+w'a=«.l<W(^+»i«)  +  iJog(Ä+W). 

=  T,l0g(pi  f  5^,0  +y,l0g(p»  +  9sQ  » 

und  aus  dieser  bttteni  die  veUkommene  Glekhug: 


IL    Wenn  i  reell,  aber  nicht  gebrochen  iet»  nnd  so 
wird  9  dai»8 

1)     3{ii-f  arg,(pi  +  fiO— «rg'O^  +  9A^(*  od.  »r.  sr  «.  — «), 
•o  bat  man  die  gesonderten  Gleichungen: 


4)  n-yt-clog^qpJ^.«T,log(j>,  +  9^9  -y  Jog(|ife-|^9^'); 

und  hieran«  die  Tollkommene  Gleichung: 


Isafs.    Die  Weglaosang  des  t  ans  den  Crlefehaogen  L  6) 

6)  vft'de  diese  GleiehaogeD  in  noTolHionimeoe  verwandeln; 

isdrücke  recbta  vom  GieiisliheUsseichei^  b&tten  dann  «pend- 

I  mehr  Werthe  als  die  linke.    Eine  branebbare  vollkommene 

ung  zwiscben  log(a6)  oder  logr  und  den  beiden  Zahlen 
ind  log  6  wird  wobi  kaum  exietlren. 

nmerknng.  In  Ohm'a  „Geist  der  matb.  Anal.  1843. 
26''  fiodet^man  zwei  Lebrs&tze»  die  in  nnsern  Zeicben  sich 
folgende  Gleicbangen  darstellen  lassen: 

loglWi  +  JiO  (P%  +  ftO] =ologiK  +  »lO + o'og  (p%  +  q%i) . 

logg^J^SologCpi+yiO-ologK+W*). 

en  Fall,  dap-|*9*'='=%718....,  fanden  wir  diese  Gleicbnngen 
im  §.19.  im  AllgemeiDen  nnricbtig.  Richtig  wird  die  erste 

D  derik  besondern  Falle,  da  arg.d^-f-^O-f  arg.(pi -f-^^Q  ein 

I  bt,  der  entweder  gleich  n  oder  dann  awischen  »  und  •— is 
und  die  zweite  jener  zwei  Gleicbnngen   nur   dann,  wenn 

i~f  9i0 — <^(P9  4*9^0  ^^^  Bogen  von  derselben  Besebafbn- 

Bt. 


S.23.    Lehrsfttze. 

.    Wenn  f*  reell,   aber  nicht  gebrochen,   und  so  bestimmt 
dass 

2f*« + /UMod.  (ft  +  »lO + «[3y»  +  "g'  (p%  +  ?iO] 
ss(jt  oder  zwischen  9iu.<— 9v),  . 

it  man  die  gesonderten  Gleichungen: 

dogy(ft+fi<)**i^=(«+/»«Vog(ft  +  9iO  +  H-/Jogl, 

•(«+/W)ylog(ft  +  9ii>=^^logy(pi  +  ftO*^**- 
erste  dieses  zwei  Gleichungen  gibt  sofort  die  vellkoi 
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4)  .  Iogöii  +  ^tt)«+/''=(ff+^t)log(|»i  +  9i0  +  logl. 

II.    Folgernngeii  von  I.  dind  folgende  Satze: 
Wenn 

1)       2f»iW  +  — [2yw+arg.(pi  +  ftO]  =  («  od,  aw.  n  u.  — »), 

VC  m  aber  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeota 
darf;  so  ist 

nnd  hieraus  bei  derselben  Bedeatang  von  mi 

3)  log  V(pi+jiO  =  ^  •  log  (ft  +  «^0. 

Wenn  ferner 
1 

*  ^  • 

wo  wieder  m  nur  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  beMiL 
so  ist: 

5)  y+i»(C+iu)log(pi  +  qxir  =  wdogy  V  (pi  +yiO". 

und  hieraas: 

P+7< 

6)  '     •  log(pi+9ii)"*=^logV(Pi+^iO«- 

In  dem  besondern  Falle,  da  a  ein  positiver  oder  n^tin« 
ftchter  Bmch  ist,  findet  stets  aiaeb  folgende  Gleichong  Statt: 

Anmerkung  1.  Wenn  in  I.  4)  die  r  weggelassen  frSrda» 
so  erhielte  man  eine  Gleichung»  bipj^der  awaf  simmtf  iche  AVertb 
des  ersten  Theils  auch  zugleich  Werthe  des  zweiten  TheibwirfB» 
Mnfege»  vnendlich  viele  Werihe  des  isMreiten  Theila  sich  tUa0 
nicht  anter  den  Werthen  des  ersten  Theils  befänden. 
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AnmerkuDg  2.    In  Ohm's  »»Geist  der  math.  Anal.  1842. 
^.  126/'  findet  sich ,  wenn  wir  unsere  Zeichen  beibehalten : 

Bse  Gleichung  ist  darchans  nur  in  dem  besondern  Falle 
ihtig,  da [/9/]llod.(pi-f9ii)-farg.(p|-f9ii)] entweder  =9^9  oder  dann 
beben  n  und  —  n  liegt.  Uebrigens  haben  wir  für  den  Fall»  da 
^^'=e=2»718....»  die  Unrichtigkeit  dieser  Gleichung  schon  im 
M).  bemerkt. 


§.  24. 

Die  logarithmische  Reihe  (p-f^*)— i(p-f^')*-f  i(p-f ^O'— •— 
t  in  d^n  s&mmtlichen  Fällen  ihrer  Convergenz  den  spezielleii 
erth  ologil+p-i-gi)  Ton  logd +p'i-qi),  was  leicht  daraus  ge- 
^rt  werden  kann»  daas  die  binomische  Reihe  flir 

oft  sie  GOUTergirt,  den  besondern  Werth 

oa+P+rö*^^', 

I  die  Exponentialreihe  £H-ff'  den  speziellen  Werfh  o^^*'  von 
^«'  aufldrflckt 

Die  Fortsetzung  dieser  Hittheilung  behalte  ich  einer  spSteren 
legenheit  Tor. 


Th«ii  XxrOJL  tr 
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Ueber  die  Aufgabe,  einen  Kreis  zu  beschreibeiiy  wel^ 
eher  drei  gegebene  Kreise  berührt« 


Von 


Herrn  Ferdinand  KerZj 

Rittncitter  io  der  Growhersogl.  HeMlicIien  Gendamierie  s«  DarnitiA 


Dritte     Abtheilon  g*). 

8,91. 

« 

Es  Ifit  in  der  zweiten  Abtheilang  dieser  Abhandlunf  prifi 
wprd^iij  wie  sämmtliche  BerQbrungs^sfgfiben«  bei  webAcii«»*^ 
um  die  Berührung  dreier  gegebener  Stuclce  (Kreise»  gerade ÜäB 
und'  Pnnicte)  handelt,  sich  auf  die  Aufgabe,  einen  Kreis  xo  ^ 
schreiben,  welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt,  surfickfoto 
lassen  und  wie  also  diesen  sämmtlichen  Berührnngsaufgabei  •* 
und  dieselbe  Auflösung  zukommt. 

Es  besteht  indessen  noch  eine  Klasse  von  AufgabcB,  bd 
welchen  die  Berührung  nur  zweier  gegebenen  Stficke  (KrBi4 
gerade  Linien  und  Punkte)  stat^  finden  soft ,  aber  als  dritte  Bt 
dingung  das  Verlangen  gestellt  wird,  dass  der  Hittelpmü  ^ 
zu  berOhrenden  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  Gc^ 
Den  Zusammenhang  dieser  Klasse  von  Aufgaben  mit  der  Bi^ 
aufgäbe  nachzuweisen  ist  der  Zweck  dieser  dritten  AbtlieiliBf> 


•)  Fortee^^UDg  von  Thl.XlLVI.  Nr.XVUl.  S.2S6.— 8.298.  AOe  n 
dieter  dritten  Abtheilang  gehörenden  Figorentafeln  Tat  VII.  bb  Tilt 
•iad  mit  „Kers^^  bezeichnet,  und  die  Figuren  anf  deneelbeo  •ksiCü*' 
brechong  von  Fig.  1.  bie  Fig.  12.  gesihlt. 


weiiäer  drei  ffege&ene  Kret$e  bnühri,   $,  Akiheik  JQS 


i  9.  92. 

Da  wir  bisher  von  der  fietrachtung  ausgingen,  dass  der  Piukt 
Kreis  von  unendlicl^  kleinem  Halbmesser  und  die  gerade  Linie 
Theil  einer  Kreislinie  von  unendlich,  grossem  Halbmesser  sei» 
gerade  Linie  aber  von  einem  Kreise,  deäsen  Mitte^unkt  einer 
\t  Punkte  ist»  rechtwinkelig  geschnitten  wird;  so  wird  die  er- 
inte  Klasse  von  Aufgaben  in  ihrer  Allgemeinheit  sich  folgen* 
massen  ietusdrQcken  lassen: 

Gegeben  sind  drei  Kreise;  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  zwei  der  gegebenen  Kreise  I^erü^rt  und  den, 
dritten  rechtwinklig  schneidet; 

V  es  soll  dtese  Aufgabe  i»  Bezug  asf  gleichartige  undun 
ge  Berührung  abgehandelt  werden.  ' 


5.  93. 

Berührt  ein  Kreis  n'(JXP)  (Taf.V.  Theil  XXIV.)  zwei  andere 
sise  M  und  m  gleichartig  und  schneidet  zugleich  einen  dritten 
518  a^)  rechtwinkelig;  so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  Süssere 
knlichkeitskreis  (§.  18. 1.)  zu  einem  der  gl^hartig  berührten 
Bise  M  und  einem  andern  Kreise  Wt^  welcher  elienfaUs  von 
n  Kreise  W  QXP)  gleichartig  berührt  wird. 


Der  Bevreis  diesem  Satzes  folgt  leichl  ans  9-  !)• 


5.M. 

Zur  Auflosung  def  in^  §«92.  gestellten  Aufgabe  kSnnte  man 
ber  für  gleichartige  Berührung  zweier  gegebenen  Kreise  üf  und 
denjenigen  Kreis  9R  als  Hülfskreis  aufsuchen,  für  welchen  in 
Ziehung  auf  einen  der  zu  berührenden  Kreise  M  der  gegebene 
1  rechtwinkelig  zu  schneidende  Kreis  a  der  äussere  Aehnlich- 
(skreis  ist»  und  dann  diejenigen  Kreise  (M'  und  VP)  bestimmen, 
Iche  die  drei  Kreise  M^  m,  9R  gleichartig  berühren. 


*)  Wai  in  dieser  dritte^  A1>t1ieiluiig  Tom  Kreise  a  gesagt  t?ird,  ist 
rchgeliends  auch  für  den  Kreis  A  gäUig,  so  dass  überall,  uDbeschadet 
*  l^jmmetrie  der  Btichstabeo,  Ä  fnr  a  gescfirielirn  werden  Iiann. 

27* 
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Für  drei  Kreise,  M,  m  und  a  (Taf.  V.  Theil^X3aV.),  tod'w«) 
oben  zwei«  lU  uod  m,  von  eioem  dritten  Kreise  VI'  QtP)  ^eicl 
berührt  und  der  dritte  a  rechtwinicelig  geschnitten  werden» 
daher  die  gerade  Verbindungslinie  o9l  des  Mittelpunktes  e 
rechtwinicelig  geschnittenen  Kreises  und  des  Sasseren  Aehol 
keitspunktes  91  der  gleichartig  berührten  Kreise  M  und  m, 
Uebereinstimmung  mit  dem  Vorhergehenden»  die  innsere  Aeb 
lichkeitsaxe  ($.18.3.)  genannt  werden. 

Und  ebenso  heisse  die  Linie  gleicher  Potensen  &&'  (Tai 
V.  oder  0,0„  Taf.  VII.  Tb.  XXFV.)  des  rechtwinkelig  gexbit 
tenen  Kreises  a  und  des,  sn  den  beiden  gleichartig  berolirtfl 
Kreisen  M  und  m  gehörigen,  äusseren  Aehnliddcmtskreiics  ^ 
(§.  11.  1.)  die  Sassere  Axe  (§.  18.  3.). 

§.  96. 

Es  folgt  leicht: 

Ist  der  Halbmesser  des  rechtwinkelig  su  scbneidendcaEi» 
ses  a  unendlich  gross,  soU  also  der  Mittelpunkt  des  zu  beufe» 
benden  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  o'a"  JifM 
(Fig.  4);  so  isty  för  gleichartige  ßerOhrang,  die  Süssere  AehAfr 
keitsaxe  a%  die  von  dem  Susseren  Aehnlichkeitspnnkt  9  fas 
'berührenden  I^reise  M  und  m  auf  die  gegebene  Gerade  e^^'  t^ 
föllte  Senkrechte,  und  die  äussere  Axe  O'  <y'(0, 0„)  lUit  mt  ^ 
gegebenen  Geraden  a'a"  zusammen.  , 

Der  Durchschnittspunkt  O  der  äusseren  AehnlichkeitsaxB  <i 
mit  der  gegebenen  Geraden  a'a"  ist  daher  der  HaoptpiUt 
lier  äusseren  Aebniichkeitsaxe.  ($•  18.  5.) 


S-  07. 

Fär  ungleichartige  BerChrung  möge  folgende  Betndtie 
forausgehen : 

Es  wurde  (in  §.  62.)  der  leicht  zu  erweisende  Satz  an^esleBt, 
dass  derjenige  Kreis,  welcher  die  Peripherien  zweier  aaem 
Äehnlichkeitskreise  J  und  3  halbire,  zugleich  den  sagdSrira 
Susseren  Aehnlichkeitskreis  a  rechtwinkelig  sdineide»  vnd  dt0 
der  Mittelpunkt  dieses  den  äusseren  AehnBchkeitskrets  reeUrä* 
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ihneideuden  Kr^se«  imiiMt'  ettt  Punkt  der  Linie  Squidiffe- 
Poteozen^  QiQ„9  aei»  welche  zn  den  beiden  inneren  Aeho- 
slcreiseo«  J  und  3,  gebore* 

nnen   wir  eine  Linie  QfQi,   (Fig.  I)   von   der  Eigenscbaft» 
renn   man  von  irgend  welcbem  ihrer  Punlite  Q'  eine  Tan- 
n    einen  Kreis  a  legt' und  mit  dieser  Tangente  als  Haib- 
aus   Q'  als   Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreibt,    durch 
Kreis    zugleich    die  Peripherie   eines  zweiten    Kreises  3 
wird,    die  Linie  differenter  Potenzen  des  recht- 
iig    geschnittenen   Kreises  a   in    BejBug   auf   den 
ten  Kreis  3« 


$.  98. 

kd  zwei  Kreise  a  und  3  (Fig.  1.)  gegeben;  so  findet  sich 
lie  QtQ„  differenter  Potenzen  des  einen  Kreises  a  in  Be* 
f  den  andern  Kreis  3  leicht  durch  folgende  Construction : 
rrichte  auf  dem  Endpunkte  <2'  irgend  eines  Durchmessers 
es  rechtwinkelig  zu  schneidenden  Kreises  a  eine  Senkrechte 
d  auf  irgend  eiuem  Durchmessers  S)'S)"  des  andern  Krei- 
tm  Mittelpunkte  eine  Senkrechte  3^,  mache'  d*k^%'^ 
l(),  beschreibe  aus  den  Mittelpunkten  der  respectiven  Kreise 
3  mit  ak  und  3A  Kreisbogen,  welche  sich  in  Q"  schneiden, 
lle  durch  diesen  Schneidungspunkt  Q"  auf  die  Centrale  a3 
nkrechte  Q,Q„;  so  ist  diese  die  verlangte  Lini^  differenter 
;en  des  einen  Kreises  a  in  Bezug  auf  den  andern  Kreis  3* 

§.  99. 

asst  man  den  Halbmesser  bald  des  einen,  bald  des  andern 
ts,  bald  beider  Kreise  unendlich  ab-  und  zunehmen;  so  er- 
sieh für  die  Linie  differenter  Potenzen  leicht  folgende  Sätze: 

t)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Kreises  (oder  eines 
Punktes)  in  Bezug  auf  einen  Punkt  föllt  mit  ihrer  Linie 
gleicher  Potenzen  zusammen. 

l)  Die  Linie  differenter  Potenzen  eines  Punktes  in  Besag 
auf  einen  Kreis  fallt  mit  ihrer  Linie  äqnidifferenter  Po« 
tenzen  zusammen. 

3)  Die  Linie  differenter  Potenzen  einer  geraden  Linie  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  (oder  einen  Pankt)  fUlt  nit  der 
geraden  Linie,  sosamnien. 
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4)  Die  Lilie  iMhrenier  Peteozen  «iaee  Kraees  (ehr  eine 
Punktes)  in  Beaug  anf  eine  gerade*  Linie  Mit  ttCBdüd 
weit  weg. 

.§.  100. 

m 

Denkt  man  sich  (in  Taf.Vl.  Th*  XXIV.)  an  den  Kreisen  t 
und  9K  den  äusseren  Aehnlichkeitskf  eis  a  gesogen ,  so  ffiesst  a^ 
$.  97.  leicht  folgender  Satz : 

BerGhrt  ein  Kreis  Vt^fjül*)'  zwei  andere  Kr^se  üf  nod  « 
gleichartig  und  schneidet  zugleich   einen   dritten  Kreis  a 
winkelig;  so  ist  dieser  dritte  Kreis  a  der  Süssere  Aehnlidik 
kreis  zu  einem  der  ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  qi 
andern  Kreise  Vt,  welcher  von  dem  Kreise  2IP^^)  mit  des  be 
rfihrten  Kreise  M  gleichartig  berflhrt  wird. 

§.  101. 

Zur  Auftestifng' der  in  '§.92.  gestellten  Aufgabe  kunnte  es 
daher  Ar  ungleichartige  Berfibrung  zweier  gegebenen  iirwe  J 
und  m  denjenigen  Kreis  !R  als  HOlfskreis  aufsuchen,  för  wckka 
in  Beziehung  auf  ernen  der  zu  berührenden  Kreise  M  der  gsg^ 
hmit  und  rechtwinkelig  tBU  schneidende  Kreis  a  der  äu8sere.Vl» 
liehkeltskreis  Ist,  und  dann  diejenigen  Kreise  (DI'  und  1)  k' 
Stfmme« ,  welche  den  einen  der  zu  berfibrenden  Kreise  I  vi 
den  Hffifskrefs  SR  gleichartig ,  den  andera  der  zu  beroberfe 
Kreise  m  aber  ungleichartig  berühren. 

§.  102. 

'  Für  drei  Kreise  M,  m  und  a,  von  welchen  zwei,  Jf  sids, 
von.  einem  dritten  Kreise  HP  (DP)  ungleichartig  berührt  od  der 
dritte  a  rechtwinkelig  geschnitten  werden«  kann  daher  die  gmie 
Verbindungslinie  aS  des  Mittelpunktes  o  des  rechtwinke^  ge- 
schnittenen Kreises  und  des  inneren  Aebnlichkeitspuektee  3  der 
ungleichartig  berührten  Kreise  M  und  m,  in  UeliereinstiniB«^ 
mit  dem  Vorhergehenden,  die  iwoere  Aeknlielikeitsae 
({.18.4.)  gtoinnt  werden. 

Und  ebenso  heisse  die  Linie  differenter  Potenzen  Qfi„  ^ 
teehtwüakelig  geecboMtenem  Ki«lsies  «,  in- VeBUg"aaifden,  n  d«i 
bi^ldta  un^^eidiavtlg  berührten  Kreisen  M  m&^m  geihSrigcs,  '^^ 
ren  Aehnlichkeitslnreis  3,  die  ienetfe  A»»  ^18»4*). 


* 

§.  103. 
Es  folgt  leicht: 

Ist  der  UalbmeBser  des  reehtwSnkeiig  2u  scbneidenden  Krei- 
9  a  unendivch  gross»  soll  also  der,  Mittelpuiikt  des  tu.  beschrei- 
nden  Kreises  in  einer  gegebenen  geraden  Linie  afa"  liegen, 
ig.  6.);  «o  ist,  fflr  nngleichartige  Bertlhrung,  die  innere  Aebn- 
fakeitsaxe  a3  die  von  dem  inneren  Aehnlichkeitspnnkt  3  der  za 
rübreBden  Kreise  üf  und  m  aaf  die  gegebene  Gerade  a'a"  ge- 
llte Senkrechte,  und  die  innere  Axe  Q,Q„  ftUt  mit  der  gegebe- 
!n  Geraden  a'a"  zusammen. 

Der  Darchscbnittspunkt  Q  der  inneren  A>ehnliahkeit8aze  a3 
it  der  gegebenen  Geraden  a'a"  lat  daher  4er  Hauptpunkt 
dr  inneren  Aehnlichkeltsaxe  (§.18.6.). 

§.  104. 

Aufgabe.  Es  shid  drei  Kreise  M,  m,  'u  gegeben  (Fig. 2); 
an  soll  einen  Kreis  W  beschreiben »  der  die  beulen  ersteren 
reise,  M  und  m,  gleicbartig  berührt  und  den  letslefi  Kreis  a 
«htvrinkelig  schneidet. 

Auflosung.    Man  bestimme: 

1)  die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a9.  ($.  95.); 

2)  den  Susseren  Aehnlichkeitskreis  91,  welcher  den  gege- 
benen Kreis  a  entweder  schneidet,  (wie  in  Fig.  2.)f  oder 
nicht  schneidet. 

Schneiden  sich  beide  Kreie«  'H  und  s,  so  hat  man 
In  der  geraden  VeHMndungslinie  <y(y'  Ibrer  Sebne»- 
duogspunkte  O'  und  &'  bereits  die  äuSdeM  ASre. 
Schneiden  sie  sich  nicht,  so  ergiebt  sich  die  äussere 
Axe  als  Linie  gleicher  Potenzen  (0,Ofg)  des  äusseren 
Aehnllchkeitskreises  91  und  des  rechtwinkelig  su  schnei- 
denden Kreises  a  (§.  95.). 

3)  Im  ersteren  Falle  suche  man  zu  einem  der  Dorcbschnitts- 
punkte  'O'iO")  und  einem  der  zu  beribrenden  Kreise 
m(tl)  die  Linie  gMeher  PeteaaeD;  so  erglebt  sich  als 
Dfirtlischniltepunkt  dieser  Linie  mit  der  ftussereo  Aehn- 
liobkeitssxs  a%  der  Pol  p(P)  der  Betf&hmgspunkte. 
(S.  18. 10.) 
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Im  letzteren  Falle  lege  mao  ans  den  Hnptpmkte 
O  der  äaeserea  AehDlichkeitaaxe  aS  eotweder  ao  den 
rechtwinkelig  zo  achneideaden  KrM  a  oder  in  den 
ftuaaeren  AehnlichkeltakreU  9  eine  Tangente,  betchrcib« 
mit  derselben  ab  Halbmesser  aas  dem  Bauptpankte  0 
einen  Kreis,  den  Hauptkrels  der  äasseren  Axe  ($.l&7.), 
und  bestimme  zu  diesem  and  einem  der  zn  beifihraides 
Kreise  m{JH)  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  als  Durchsehnittspankt  dieser  Linie  mit  der  insaereB 
Aehnllchkeltsaxe  aS  der  Pol  p{P)  der  Berilhningspuhe. 

(f  1&  la) 

• 

4)  Aas  dem  gefundenen  Polep(P)  beschreibe  man  mitebtr 
an  den  betreffenden  Kreis  m[M)  gelegten  Tangente  p6' 
(r=p6«)  (PB'  (=  PBP^)  als  Halbmesser  den  Bestnnnin|f' 
kreis  der  Berflhningspankte ;  so  ergeben  sich  letalere 
als  Darchschnittsponkte  V  and  6*  {W  und  Bfl)  beife 
Kreise  p  and  m  (P  und  H). 

5)  Durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefnndeoeB  B6 
rflhrungspunkte  V  und  6*  (B'  und  B^  mit  dem  Mittel- 
pankt  des  zugehörigen  Kreises  m( Jf ) ,  resp.  deret  Ver- 
längerung» ergeben  sich  als  Darchschnittsponkte  mit^ 
iasseren  Axe  iVO^'  (oder  0,0,,)  awei  Punkte  BT  ntf 
SP,  welche  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  k 
beide  der  Aufgabe  genfigen. 


{.  106. 

Aufgabe.  Es  sind  drei  Kreise  Jf,  m,  a  (Fig.3.)  gegebei: 
man  soll  einen  Kreis  Sf  beschreiben,  der  die  beiden  ersten 
Krebe  M  und  m  ungleichartig  berfihrt  und  den  letzten  Kreb  < 
rechtwinkelig  schneidet. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)    die  innere  Aehnlichkeitsaxe  nS;  (§•  102.); 

S)  den  inneren  Aehnlichkeitskreis  3  und  die  Linie  (Q,Q,.) 
dtfferenter  Potenzen  des  gegebenen  Kreises  a  in  Bens 
auf  den  inneren  Aehnlichkeitskrds  3  ($$•  97.  u.  96.);  »- 
dann  den  Hauptkreis  Q  der  inneren  Aehnlichkeitnxe, 
welcher  den  g^ebenen  Kreis  o  rechtwinkelig  sdnid^ 
and  die  Peripherie  des  inneren  Aehnikhkeitskreiiei  3 
balbirt 
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3)  Ztt  diesem  Hanf^tkrete  Q  der  iDnerea  AehDiichkeltsaze 
vDd  einem  der  zu  lierfibrenden  Kreise  M{m)  eaclie  man 
die  Linie  gleiclier  Potenzen;  so  ergiebt  deren  Durcli- 
selinilC  PHp^  mit  der  inneren  Aetiniiciikeitsaze  a&  den 
Pol  der  Beriilirnngspunkte. 

4)  ^00  dem  gefandenen  Pol  P^(p^  beschreibe  man  mit 
einer  an  den  betreffenden  Kreis  M(m)  gelegten  Tangente 
P'B^(=zP'B^)(p^b^(^p^b^))  als  Halbmesser  den  Be- 
stimmnngskreis  der  Beröbrnngspunkte;  so  ergeben  sich 
letatere  als  Durcbschnittspankte  ß^  und  B^  (6'  und  lA) 
l>eider  Kreise  P^  und  M  (p^  und  m). 

5)  Die  durch  die  gerade  Verbindungslinie  der  gefundenen 
Berfihrungspunkte  B^b^)  und  B^b*)  mit  dem  Mittel- 
punkte des  zugehörigen  Kreises  JH(m)f  resp.  deren  Ver- 
längerung» ergeben  sich  als  Oucchschnittspunkte  mit  der 
inneren  Axe  QfQgi  awei  Punkte  SP  und  9tS  welche  die 
Mittelpunkte  zweier  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe 
genügen. 

$.  106. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  Kreise  M,  m  und  eine  gerade  Linie 
i"  gegeben  (Fig. 4.);  man  soll  einen  Kreis  VI  beschreiben,  der 
»  beiden  gegebenen  Kreise  gleichartig  berührt  und  dessen  Mit- 
punkt in  der  gegebenen '  geraden  Linie  liegt 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  Süssere  Aehnlichkeitsaxe  ä%  (S*96.); 

2)  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  %  welcher  die  gegebene 
gerade  Linie  a'a"  entweder  schneidet  oder  nicht  schneidet. 

3)  Im  ersteren  Falle  bestimme  man  zu  einem  der  Durch- 
schnittspunkte 0'{0")  und  einem  der  zu  berOhrenden 
Kreise  M{m)  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sieh  als  Durchschnittspnokt  dieser  Linie  mit  der  äusse- 
ren ^Aehnlichkeitsaxe  a%  der  Pol  P{p)  der  BerObrnogs- 
punkte  de9  Kreises  ilf(m). 

Im  letzteren  Falle  lege  man  aus  dem  Hauptpunkte 
O  der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  eine  Tangente  an  den 
äusseren  Aehnlichkeitskreis  %  beschreibe  mit  derselben 
als  Halbmesser  aus  dem  Hauptpunkte  einen  Kreis,  den 
Hanptkreis  der  änsseren  Aehnlichkeitsaxe,  und  bestimme 
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M  'dlweni  «ftd  <ehMiii  dev  «a  lierllir«iidet  EriiM  M(m) 
^die  Linie  gleicher  PoteiiBeii;  so  «rgldbC  siek  als  Dnrdi- 
sefraittsiNmkt  dieswr  Linie  mit  derftoftserai  Aeknlidikeitii 
ue  «Ol  der  P0I  P(p)  der  za  dem  Kreis  il(m)  geh&riseij 
.Berfihrungspunkte. 


4)  Auu  dem  gefilhdeoen  Pol  J^)  beeehreibe  mmi  bü  ds 
«D  den  favtfoffeiiden  Kreis  M(m)  gelq^  Tangeii 
P«'(tti#*Bs)(fi6'(±Bp6S))  als  Hatimiesser  des  Bestis 
'ffimigskreis'derBerflhmngspunkte;  so  er^ekes  sickletz 
lere  ab  DareksciMnMsiNinkle  B'  uad  JB*  iV  nnd  ^ 
beider  Kreise  P  und  M  (p  und  nt). 

5)  Durch  die  gerade  VerbiDdangslinie  der  gefondeoeo  B^ 
TührifngspuDkte  B'  und  B^  (V  und  «*)  init  dem  Mitt4 
punkt  des  sugefeMgen  Krebes  JUim^',  resp.  dereo  Ter 

xtlii^eipung,  ergeken  sich  als  Darehsebolttepunkts  mit  dtf 
gegebenen  Gerades  afa"  zwei  Punkte  Bt'  und  BP,  weieb 
die  Mittelpunkte  sweier  Kreise  sind»  die  beide  der  i^ 
gäbe  genügen. 

§.  107. 

Sind  die  Halbmesser  der  gleichartig  zu  berOhrendeo  Ktcise 
üf  und  st  (§.  106.)  einander  gleich,  (Fig.  10.);  so  fiült  der  sisiae 
Aekniichkeitspunkt  91  und  somit  die  äussere  AehoiichkeiUi»  iS 
uneodlich  weit  weg  (§.  34«),  der  Süssere  Aehnlichkeitste  t 
wird  eine  gerade  Lioie  %'%*',  steht  in  der  Mitte  3  der  Cestr^ 
Mm  senkrecht  auf  dieser  (§.  44;)  «sd  stilneidet  entweder  Ae  »- 
gebene  gerade  Linie  a'a"  in  dem  Punkte  O'  (der  SchneiliBf' 
punkt  O'  flillt  io  a'a*'  unendlich  weit  weg),  oder  schneidet  de  lÄ 

Im  ersteren  Falle  fällt  der  Pol  P(p)  der  Berohrungspsüite. 
als  Durehschnittspunkt  der  zu  dem  Punkt  O'  und  dem  krcigc 
M(ni)  gehörigen  Linie  gieicher  Potenzen  mit  der  jinssereo  Aeb- 
liehkeitsaze  aOI,  unendlich  weit  weg,  die  Tangenten  PB(=PB^ 
{pV(ii:zpb^)  ergeben  sich  als,  auf  den  Endpenkten  S*  wAB^ 
{V  und  V)  des  io  der  Linie  &M  {O^m)  Kegenden  Ihsdunessefl 
BBHP'^)  senkrecht  Gehende  Linien  PB,  PBHpb'.  p^.  ^ 
der  io  die  gerade  Linie  P'P^ip'p*')  fibergel|ende  Bestinmflsg»- 
kreis  P{p)  tÜM  daher  mit  0'M{0'm)  zusammen,  paher  m^ 
sich  die  Berähruogspunkte  B,  B^  (b\  ß^  als  DnrchschnittipiBkte 
der  Linie  0'M{0'in)  mit  dem  gegebenen  Kreis  ilf(m). 

Hievaas  folgt  feiMt,  ^dsw  der  <8dmeidiiagepttokl  O'  in^ 
s«Mn  AebHHchbsitskieUies  flNP'  od  4ot  gt^gebeirtfc  «ttadea  tt^ 


lekhaeitlg  den  Miifsipmikten  'St'  »uad  W  <S^  IM)   deijenigeD 


.§.  108. 

Steht  die  Centrale  Mm  aweier  Kreiae  von  gleichen  Hall»- 
lessani  a^nkreeht  auf  deirgegab^ien  Linie  «V%  ao  schneiden 
leh  die  gegebene  Gerade  il'41"  nnd  der  äosaere  Aebabcbkeitskreia 
1^91''  ($.  1070  nicht  (Fig.  11.)«  l£a  iüaat  aich  dann  leicht  zeigen, 
aas  die  in  der  gegebenen  Geraden  afaf^  liegenden  Hittelpankte 
V  und  SP  der  an  beachreibenden  Kreiae  unendlich  weit  wegfallen» 
asi»  also  die  Kreise  W  und  Vt^  in  gerade,  auf  der  gegebenen 
linie  a*af*  senkrecht  stehende,  Linien  Vl'^'Vt^'*  und  BPIIP"  fiber- 
ehen,  welche  Tangenten  der  gegebenen  Kreise  Üf  und  m  sind. 


5.109. 

Werden  die  Halbmesser  der  gegebenen  Kreise  M  ;und  m 
Flg.  10.  und  11.)  unendlich  Klein,  gehen  also  die  Kreise  selbst  in 
^unkte  über;  so  fallen  auch  die  Berflhrungspunkte  B'  und  ^, 
owie  b*  und  6*,  mit  d^n  respectiven  Punkten  Jif '  und  m  zuaam- 
den  und  die  Kreise  fli'  und  KP  vereinigen  sich. 

§.  110. 

Aufgabe.  Es  sind  zwei  Kreise,  M  und  m,  und  eine  gerade 
jinie  a'a"  (Fig.  5.)  gegeben;  man  soll  einen  Kreis  HI  beschreiben, 
ler  die  beiden  gegebenen  Kreise  ungleichartig  berührt  und  dessen 
Mittelpunkt  in  der  gegebenen  geraden  Linie  liegt. 

Avfiöaung.  'Man  hestininlex 

1)    die  innere  Aehnlichkeitsaxe  a3  (^fi*l03); 

%    den  Iflderen  AebnlicMieitakreis  3. 

Die  Linie  (Q,Q„)  differenter  Potenzen  der  gegebenen 
'Getnden  e-a"  ia  Bezug  #uf  den  inneren  Aehnlichkeits- 
'kreiaiä  ßLilt  mit  4er  {gegebenen  Geraden  nV  zusammen 
({•dQ.  3.);  daher  (tat  der  Durehachnittapunkt  Q  der  ge- 
gebenen Gefnden  afa'*  mijt  der  inneren  Aebnliefakeitaaze 
4i3  dttr  fianpitponkt  dar  inneren  Aehnlichkeitsaxe.,  und 
<der 'HaMb^eaaei  dea  Haaptkreiaea  der  inneien  Aehnlich- 
beÜMie  ergebt  aich  ala  gtreie  /V<ediindiu»gq(inie  Q»' 
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(^Qf»*^  des  HttoptpiniktM  Q  wH  den  EdIpnkteV 
(B^  desin  dem  MHttelponkt  3  des  innemi  AehBßckkeiU- 
kreises  auf  die  inoere  Aebnlicbkeitsaxe  «3  erridttta 
Darchmeeser«  Vü^', 

Mao  bestimme  den  Hauptkreie  Q  der  inoeren  Aekolkk- 
keitoaxe  ond 

3)  zo  diesem  Uaaptkreis  Q  und  einem  der  ze  berttreida 
Kreise  M(m)  die  Linie  g;lelcber  Potensen;  so  ersieht 
sirb  deren  Dnrcbscbnitt  PHp^  mit  der  inneren  Adu- 
licbkeitsaxe  a3  als  Pol  der  Berflbmngspnnkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  P^(p^)  bescbretbe  man  nit 
einer  an  den  betreffenden  Kreis  M(m)  gelegten  Taogeolf 
PiB*(=P^ß^)(pJ6^(=:pfb*))  als  Halbmesser  den  Be 
Stimmungskreis  der  Berfibrungspunkte,  so  ergebe«  skl 
letztere  als  Dnrcbnittsponkte  B*  und  B*  (6>  ntd  ^> 
beider  Kreise  P^  und  M(p^  and  inj. 

5)  Darob  die  gerade  Verbindangslinie  der  gefiindeneB  Bf 
rflbrnngspunkte  i?"and^(6*aod6*)  mit  dem  Mittetpsb 
des  zugehörigen  Kreises  M(m),  resp.  deren  Verlingen% 
ergeben  sieb  als  Durcbscbnittspunkte  mit  der  gegelMK« 
Geraden  o V  zwei  Punkte  BT'  und  IR^,  welcbe  die  )k- 
telpunkte  zweier  Kreise  sind>  die  beide  der  Aufgabe  gen^ 

{.  111. 

Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  4.  and  S.)  «ood- 
lieb  klein,  gebt  also  der  Kreis  m  in  einen  Punkt  Ober;  so  falb 
der  äussere  Aebnlicbkeitspunkt  91  und  der  innere  3  mit  (bi 
Punkte  m  zusammen  ({.  32.)  und  ebenso  fallen  der  anssere  Aeb- 
licbkeitskreis  9  und  der  innere  3  mit  dem  Pankte  m  zosunci 
($.  42.)*  Da  nun  sowobi  die  Süssere  Aebnlicbkeitsaxe  ai,  v» 
aacb  die  innere  a3  auf  a'a"  senkreebt  stehen;  so  fallen  aocli£< 
Aebniicbkeitsaxen  a%  nnd  ii3«  sowie  ihre  Hauptpunkte  O  nai  Q, 
in  einander.    (Fig.  6.) 

« 

Es  tritt  nun  der  Fall  ein,  dass  der  äussere  AebnlicbbeUskn« 
ü  die  gegebene  Gerade  aV  niebt  schneidet»  daher  ist  ssr  Be- 
stimmung des  Halbmessers  des  Hauptkreises  O  Ton  dem  BHpt- 
pankte  O  der  Aebnlicbkeitsaxe  eine  Tangente  ao  den  äosfeieo 
Aebnlichkeitskreis  zu  legen  (f.  106.  3.);  also  im  vorliegendeD  FaUe 
.0  mit  V  (d.  b.  dem  Pankte  m)  dorch-  eine  Gcvaie  O«  n  fe^ 
binden.    Femer  fUlt  B'O^  mit  3  (d;  h.  dem  Punkte  m) 
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«D  und  man  erbUt  nir  BestimBaiig  d^  HalbmeBflers  den  Haopt« 
reise«  Q  die  gerade  Verbrndungslinie  Qm  des  HaapCpaoktes  Q 
it  dem  gegebenen  Punkt  m;  so  das«  alao  auch  die  Hauptkreiae 
\  uod  Q  znaammeDfallen. 

E«  geht  hieraus  hervor,  dasa«  wenn  der  Kreis  m  (Fig.4.u.5.) 
einen   Punist  fibergeht,   die  Aafgabep    §$.  106.  und  110.  sieh 
^einigen. 

§.  112. 

Aufgabe.    Es  sind  ein  Kreis  Mi  ein  Punict  m  und  eine  ge* 

de  Linie  a'a"  gegeben  (Fig.  6.};    man   soll  einen  Kreis  91  be- 

:hreiben,  der  den  gegebenen  Kreis  M  berührt,  durch  den  Punkt 

geht,  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  afa"  liegt. 

Auflösung.    Man  bestimme: 

1)  die  (äussere  oder  innere)  Aehnlichkeitsaxe  (a^t  oder  a3)# 
Amh.  man  lUle  yon  dem  gegebenen  Punkt  m  die  Senk- 
rechte mO{mQ)  auf  die  gegebene  Gerade  a'o^,  und  da 

2)  der  (äussere  oder  innere)  Aehnlichkeitskreis  (9  oder  3) 
mit  dem  gegebenen  Punkt  m  zusanimenOillt  (§.  lil.);  so 
beschreibe  man  aus  dem  Hauptpunkt  0(Q)  mit  der  Senk- 
rechten mO{mQ)  als  Halbmesser  den  Hauptkreis   0(Q). 

3)  Zu  diesem  Hauptkreis  und  dem  zu  berührenden  Kreis 
M  suche  man  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt 
sich  deren  Durchschnitt  P  mit  der  Aehnlichkeitsaxe  a% 
(a3)  (also  mit  der  von  dem  gegebenen  Punkt  m  auf  die 
gegebene  Gerade  a'a'*  geföllten  Senkrechten  mOzumQ) 
der  Pol  der  ßerflhrungspunkte. 

Man  verfahre  weiter  nach  4)  und  6)  der  §§.  106.  n.  110. 

$.  113. 

Aufgabe.  Es  sind  twei  Punkte  M  und  m  und  eine  gerade 
inie  a'af'  gegeben  (Flg.  10.);  man  soll  einen  Kreis  nt  beschreiben, 
ir  durch  die  gegebenen  Punkte  geht  und  dessen  Mittelpunkt  in 
•i"  gegebenen  Geraden  liegt* 

Auflösung  dieser  Aufgabe  enthält  bereits  §.109.,  daher  die 
nfache  Regel: 

Man  balbire  die  gerade  Verbindangslinie  Mm  der  g^ebenen 
ankte  M  und  m  in  3,  errichte  jn  dem  Halbirungspunkt  3  die 
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ScpkMchte  Wm*'^  m  ist  der«  DvroWehnittqiHifc*  »  flut  der  gt* 
geb«MO  CSeraden  a'a"  4te  MitMpMkl  dma  verbngteu  ¥Mmm. 

9.  114. 

Aufgabe^  E»  sind  ein  Krei»  m  «nd  «vreff  gemde  Lnies 
MtM^*  und  a*a^  gegeben  (FlgiT.);  »an  eoH  ^eo  Kraa  M  be» 
ecbreiben,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  der  gegebenen  Gcnte 
a'a'^  liegt  und  der  die  andere  gegebene  gerade  M'M"  und  den 
gegebenen  Kreis  m  gleichartig  berMirt,  d.  h.  beide  ausscbliesst 

Auflusung.    Man  bestimme: 

))  die  äussere  Aehnlichkeitsaze  a^;  (der  äussere  Aefcs- 
UcfaJkeitspunkt  ^  ergiebt  sich  nach  §.  3L  und  nnunekr 
die  Axe  aV  selbst  nach  §.96.); 

2)  den  äusseren  Aehnlichkeitskreis  ^  (§*39.)»  welcher  ik 
gegebene  gerade  Linie  aW  entweder  schneidet  oder 
nicht  schneidet 

3>  In»  ersteren  Falle  (wie  Fig.  7.)  b«slteine  man  zn  eiaeD 
der  DurchschnUt^mkte  O^CO'O  «»d  dna  sa  ber6hreide8 
Kreise  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  eigiebt  »kl 
als  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  SosfCfa 
Aebnlichkeitsaxe  aSC  der  Pol  p  der  Berdhmngspiiihe 
des  Kreises  m.  Im  letzteren  Falle  lege  man  aus  ^ 
Hauptpunkte  O  der  äusseren  Aebnlichkeitsaxe  eineTu- 
ge^te  au  den  äusaeren  AabsKofikeitskreia  9t»  hescMt 
Qpit  derselben  als  Balbnesser  aus  dreyn  Baoptpfvktt 
einen  Kreis,  den  Hanpthreiii  der,  äusseteo  Aebnlichkeits* 
axe».  and  bestimme  zq  diesem  und  dem  zu  berfihfeodci 
Kreis  m  die  Linie  gleicher  Potenzen;  so  ergiebt  sieh  di 
Durchschoittspunkt  dieser  Linifi  mit  der  äusseren  Ad»' 
lichkeitsaxe  aSC  der  Pol  p  der  zu  dem  Kreis  m  gehurka 
Berährungspunkte. 

4)  Aus  dem  gefundenen  Pol  p  beschreibe  man  mit  dwf 
an  den  Kreis  m  gelegten  Tangente  pb\==.pb*l  als  RaU>' 
tßß8set  ißw,  Bestimmungfsk^ei^  der  Beruh^figapiiBi^^ 
so  evgeben  sich  die««  1^  Purf  hechatttapu^kta  A'  und  P 
beider  Kreise  p  und  m. 

5)  Durch  die  gerade  VerbindudgaBnie  <dbf  gsfiadam  B» 
rfihrungepunkte  b'  und  6*  mit  dem  Mittelpunkt  desge* 
geVenen  Kreises  m»  resp.  deren  l^erlängenmg^  ergvbei 
stell  als  Durchschnittspunkte  mit  der  gegebenen  Gefid«f 
aftf  zwvl  Punkte  M^  und  VP-,  weldhe  die  MKtdpia^ 
xineier  Kreise  etod,  di^  beM^  der  dnf|^  leoi^ 


mMer  ärtt  fieieH»  Kretu  ieriUUrt,   3.  AMeU.  4|i 


S.  IIB. 

1)  Der  zn  der  gegebenen  Linie  M^MP*  (§.  114;)  gebSrige 
Berilhrungspol  P  (Fig.  7*)  jbestiinnit  sicii,  weil  (nach  $. 
53.  3.)  för  einen  gegebenen  Punkt  (O')  und  eine  Gerade 
{M'M")  letztere  selbst  die  sugebSrige  Linie  gleicher 
Potenzen  ist,  die  Berührungspole  fOr  gleichartige  Berfih- 
mng  aber  in  der  äusseren  Aehnlicbkeitsaxe  aV  liegen, 
als  DnrchscbDittspiiokt  der  an  berübreoden  Geraden 
Jf  Jf^'  mit  der  änssefen.  Aehnlicbkeitsaxe  aV» 

Da  nun  die  Süssere  Aebniidikeitsaxe  aX  die  Linie 
gleicher  Potenzen  der  conjngirten  Beriibningskreise  W 
und  HP  ist  (§.54.);  so  ergiebt  sich  der  Halbmesser  (yP 
(=  (y^P)  des  SB  der  gegebenen  Geraden  BfM"  gebSrigen 
Bestimmungskroses  P»  f&r  den  Fall,  dass  der  Süssere 
Aebniiohkeitskreia  9C  die  gegebene  Gerade  anschneidet, 
alsbald  durch  die  gerad#  VerfciMhiDg  des  Peles  P  mit 
eioem  der  Dnrcbscbnittspunkte  O!  oder  O^.  Hierdurch 
bestimmt  sich  ein  Paar,  und  zwar  das  der  gegebenen 
Geraden  StM*'  zugehörige  Paar  Berührungspunkte  B' 
und  B^  schneller,  als  nach  §.  114. 3.  das  dem  Kreise  m 
angehorige  Paar  Berührungspunkte  b'  und  6*. 

2)  Für  den  Fall  aber,  dass  der  äussere  Aehnlichkeitskreis 
%  die  gegebene  Gerade  aV  nicht  schneidet,  und  man 
die  Bierührungspuokte  B  und  ß^  unabhängig  von  den 
Berührungspunkten  b'  und  6*  df^  fi^reiaes  m  bestimmea 
i^oMte,.  nehme  man  in  Betracht^  dass  die  gegebene  Lioii) 
a'a"  die  Linie  gleicher  PQtei»^«^^  ist  zu  dem  äusseren 
Aehnlichkeitskreis  9C  und  dem  Bestimmangskteis  P  der 
Berührungspunkte  B'  und  B^»  und  suche  zu  dem  äussere 
Aehniicbksitskreis  3C.  der  gegebjsnen  Geraden  a'a'^  aU 
gegebene  Linie  ..gleicher  Potenatn^  und.d^m  Pole  P  als 
Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises*  diesen  zweiten  Kreis 
P  selbst ;  so  ergeben  sich  dann  die  Berührungspunkte 
B'  und  B^  als  Dnrcbscbnittspunkte  desselben  mit  der 
gegebenen  Geraden  ItPM* 


fu 


§.  llft 

Airfgaba^  Ein  Krei»  m  und  wmwk  gMwle  Lmmb  Jf^JT  mA 
V  sind  gegeben  (Fig.  &) ;  man  soll  einen  Kreis  Bt  beschreibe^ 
aMen^^Ofitt^ni^ J^  «9P0r<  di6p  g«CfÜlJmeii.Cfe«lli^n.  afa'f  Ueg^  und 
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der  die  andere  gegebene  Geiade  M'M"  und  den  gegebentn  Kvoi 
m  npgleichartig  berfihrt,  d.  b.  den  Kreis  m  etnecblieeBt  eni  «fit 
Gerade  Mfllt*  ansacblieesii 

Auf  19 sang.    Man  bestimme: 

1)  die  innere  Aebniichiceitsaze  a%  (der*  innere  Aebnlidikeiti' 
punkt  3  ergiebt  sich  nach  (.  31.  und  nonmehr  die  ixa 
a3  selbst  nach  $.  103.) ; 

2)  den  inneren  Aebnliebkeitekreis  3  (naeb  §«dO.).  Der  Haipt« 
punid  Q  der  inneren  Aebniicbkeitsaxe  erglebt  neb  ab 
Durcbschnittspnnkt  dieser  Axe  mit  der  g^ebeaei  Gc> 
raden  a*a"  ({.  110.  2.)>  nnd  nun'  bestimme  man  den  Haapl> 
kreis  Q  der  inneren  Aebniicbkeitsaxe  (nach  §.  110.1). 

3)  Zu  diesem  Hauptkreis  Q  und  dem  gegebenen  Kreise  a 
bestimme  man  die  Linie  gleicher  Potensen;  so  ergiekt 
sich  deren  Durchschnitt  p^  mit  der  inneren  Aehnüchkeb- 
aze  a3  als  Pol  der  Beribmngspunkte  6'  und  b\ 

Schliesslich  verfahre  man  ganz  nach  {.  1141.  4)viid5l: 
so  erhält  man  in  der  Geraden  u'a"  zwei  Punkte  SP  n^ 

■ 

Bt^t   welche  die  Mittelpunkte    zweier  Kreise   sind,  & 
beide  der  Aufgabe  genügen* 

5.  117. 

Um  auch  für  ungleichartige  Berfibrung  die  der  so  berikft' 
den  Geraden  M'M"  zugehörigen  Berflbrungspunkte  A'und  ^(aer 
log  j.115.  fllr  gleichartige  Berfibrung),  unabhängig  too  dee  Bi- 
rfibrungspunkten  6*  und  6^  des  Kreises  m  zu  beslimoiea,  Iqt 
man  Ton  dem  Durchschnittspunkt  P^  der  zu  bertibrenden  Gcnfa 
tfM"  (Flg.  8.)  mit  der  inneren  Aebniicbkeitsaxe  a3  dne  TaagOb 
an  den  Hauptkreis  Q  und  beschreibe  mit  derselben  efnea  Krdi 
P^\  so  schneidet  derselbe  die  zu  berührende  Gerade  liff*^ 
den  verlangten  zwei  Punkten  B^  und  B^. 

}.  1I& 

Wird  der  Halbmesser  des  Kreises  m  (Fig.  7.  und  8.)  uocBdU 
klein,  geht  also  der  Kreis  m  In  einen  Punkt  Aber  (Fig.9.);*<^ 
fallen  mit  dem  Punkt  m  zusammen :  der  Xussere  Aehnlicbkeitspa^ 
%  und  der  innere  3»  ebenso  der  äussere  Aehnlicbkeitskreis  9»^ 
der  innere  3  ({•  42.). 

Da  nun  sowohl  die  äussere  Aehnlidikeitscife  M,  wie  wä 
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nere  o3  ahf  k'a"  senkrecht  stehen;  so  fallen  aiich  diese 
I,  so  ^ie  ihre  Hauptpunkte  O  und  «Q  in  einander.  Eä 
nn  der  Fall  ein«  dass  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  9 
(gebene  Gerade  aW  nicht  schneidet;  daher  ist  znr  Bestim- 
des  Hanptkreises  O  Ton  dem  Haaptpankte  O  eine  Tangente 
n  äusseren  Aehnlichkeitskreis  ^  zu  legen  (§.114.  3.) »  also 
liegendem  Falle  O  mit  ^  (d.  h.  dem  gegebenen  Punkte  m) 
eine  Gerade  Om  zu  verbinden. 

&mer  ftllt  V(ß")  mit  3  (d.  h.  dem  gegebenen  Punkte  m) 
men  und  man  erhält  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  des 
kreises  Q  die  gerade  Verbindungslinie  Qm  des  Hauptpunktes 
dem  gegebenen  Punkt  m,  so  dass  also  auch  die  Rauptkreise 
I  Q  zusammenfallen. 

s  geht  hieraus  herTor,  dass,  wenn  der  Kreis  m  (Fig.  7.  n.  8.) 
en  Punkt  fibergeht ,  die  Aufgaben  der  $$.  114.  und  116.'  sich 
Igen. 

§.  119. 

ufgabe.    Es  sind  zwei  gerade  Linien  ci'ii'%  M'M"  und  ein 
m  gegeben  (Fig.  9.);  man  soll  einen  Kreis  M  beschreiben, 
\  Mittelpunkt  In  der  gegebenen  Geraden  afa*'  liegt,  der  die 
e  >lf'^"  berührt  und  zugleich  durch  den  Punkt  m  geht. 

uflosuog  dieser  Aufgabe  folgt  nach  {.  118.  leicht  aus  den 
i.  und  116.,  daher  die  einfache  Regel: 

an  fAlle  durch  den  gegebenen  Punkt  m  auf  die  Gerade  a!a*^ 
enkrechte,  welche  diese  Gerade  a'a"  in  O  und  die  gegebene 
e  M*M"  in  P  schneidet,  beschreibe  aus  O  mit  Om  einen 
lege  an  denselben  von  P  aus  eine  Tangente  und  beschreibe 
3rselben  aus  p  einen  Kreis,  so  schneidet  dieser  die  gege- 
Gerade  in  den  Berührungspunkten  B'  und  B^  zweier  Kreise 
d  SP,  welche  beide  der  Aufgabe  genfigen.  DielMittelpnnkte 
d  ItP  dieser  Kreise  erhält  man  als  Durchscbnittspunkte  der 
^'M**  in  den  ßerfihrnngspunkten  B*  und  B^  errichteten  Senk- 
!n  {BW.  and  P^^VP)  mit  der  gegebenen  Geraden  a*a'\ 

• 

$.  120. 

8  ist  aus  den  §§.  112.  und  119.  leicht  abzuleiten,  wie  man 
ren  misse,  wenn  die  Aufgabe  gestellt  sei:  Einen  Kreis  Dt 
schieibcB,  dessen  Mittelpunkt  in  einer  gegebenen  Geraden 

fil  XXVni.  28 
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t^a'*  ZV  liegen  mid  der  einen  gegdbenen  Kreis  Jf  (öm  m 
CSerade  M'M")  in  einem  beetinmtten  Vmakt  m  n  kerOiei « 


S.  121. 

Behält  der  Kreis  m  (Fig.  7.  und  8.)  in  seiner  Peripherie  \ 
einen  festen  Punlct«  wird  aber  dabei  sein  Halbmesser  use 
gross  gedacht;  so  geht  der  Kreis  m  in  eine  gerade  Linie 
und  zwar  in  die  Tangente  seines  festen  Pimktee  iilier  (F4 
und  die  Aufgabe  verwandelt  sich  in  die  Bestiramang  eioesi 
10,  dessen  Hittelpunkt  in  einer  Geraden  aV  U^ge  ood  da 
Gerade»  M'M'*  und  m'm'\  zu  berühren  habe.  Bierbd  Mn 
serer  und  innerer  Aehnlicbkeitspunkt  9i  und  3  aneadlidi  wi 
und  zwar  in  Richtungen,  welche  den  HalbirungsUnien  der,  v(J 
zu  berührenden  Linien  M'M**  und  m'm"  gebildeten,  Nebesi 
{m'NM'  und  m'NM")  entsprechen  (9*  36.)- 

Nehmen  wir  an,  der  äussere  Aehniichkeitspankt  9  (ilfe  i 
Richtung  der  den  Winkel  m'NM'  haibirenden  Linie;  so  fSI 
innere  Aehnlicbkeitspunkt  3  in  die  den  Nebenwinkel  m*St 
birende  Richtung  (§.  37.)* 

Unter  dieser  Voraussetzung  fällt  der  äussere  AehiiU 
kreis  %'^"  mit  der  Halbirungslinie  dieses  Nebenwinkels  f! 
und  der  innere  Aebniichkeitskreis  mit  der  BalbirnngsKiHe 
Winkels  mfNM'  zusammen  (§.  50.).    Da  der  äussere  Aeho 
puokt  %  und  der  innere  3  unendlich  weit  wegfallen,  so  bt 
auch  der  Fall  mit  der  äusseren  Aeholichkeitsaze  M  und 
inneren  a3  und  folglich  auch  mit  deu  Hauptpunkten  0 
dieser  Axen  und  mit  den  Polen  P,  (P^,  p,  (p')  der  B 
punkte  als  Punkte  dieser  Linien  aX  und  a3. 

Nun  schneidet  der  äussere  Aehnlichkeitskreb  %*%**  ^i 
bene  Gerade  a'a*'  in  dem  Punkt  O*  und  der  ihnere  Aehs^ 
kreis  3'3"  schneidet  sie  in  dem  Punkt  Q*  und  die  cmM 
Durcbschnittspunkte  O"  und  Q"  fallen  unendlich  weit  wc^ 

Da  aber  der,  der  gegebenen  Geraden  M'JU^(m'n^  m 
chende  Pol  P(p)  der  Berührungspunkte  In  der  Linie  ßflt^ 
unendlich  weit  wegfällt;  so  ist  für  gleichartige  Berühnicf'' 
Bestimmungskreis  der,  der  Linie  M*M"{m'mf')  entsprich 
Berührungspunkte  die  durch  O'  auf  die  Gerade  Jt3t{m'^ 


*)    Ein  elgeoüieher  GoDttrodlanfl^-UiitenchM  awisehta  glii^ 
BBd  UDgleicharliger  Bernhraog  kaia  hier  Oisch  S.f^)  mMttt^ 
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Senkrechte  P'P"(py%  also  ihr  Durchachnitt  B\b*)  mit  der 
eo  M*M*'(m*fnf*)  ein  Berähraiigsponkt  dieser  Linie.  Es  folgt 
9«  das8  der  Mittelpunkt  W  des  entsprechenden  BerObrungs- 
3  mit  dem  Punkt  O'  zusammen «  der  Berührungspunkt  B^ 
ler,  also  auch  der  Mittelpunkt  21P  des  entsprechenden  mit 
sjugirten  Kreises >  sowie  dieser  Kreis  XtP  selbst,  unendlich 
Fegfallen.  Ebenso  erhält  man  fSr ungleichartige  Berührung"^), 
weil  der,  der  gegebenen  Geraden  M* M*\mfm**)  entsprechende 
^^(pO  dei*  Berührungspunkte  in  der  Linie  M*3r'{in*m")  un- 
h  weit  wegföllt,  der  Bestimmungskreis  der,  der  Linie  M*M** 
I  entsprechenden  iBerührungspunkte  die  durch  Q*  auf  die 
e  M'M'Xm'm")  gefällte  Senkrechte  P^'P^"(p''p^")f  al«o  ihr 
schnitt  J5'(6')  mit  der  Geraden  M'M'\fn'm")  ein  Berührnngs- 
dieser  Linie  Ist  Dnd  ferner  folgt,  dass  der  Mittelpunkt 
IS  entsprechenden  Berührungskreises  mit  dem  Punkte  Q' 
men,  der  Berührungspunkt  B^  aber,  also  auch  der  Mittel- 
Di^  des  entsprechenden  mit  W  conjugirten  Kreises»  sowie 
Kreis  selbst,  aneodlicfa  weit  wegfallen. 


§.  122. 

^ufgabe.     Gegeben  sind  drei  gerade  Linien  M*M*\  mW, 
'Fig.  12.);   man   soll   einen  Kreis  beschreiben,   der  die  zwei 
en  Geraden,  M'M"  und  m*m" ,  berührt  und  dessen  Mittel- 
in der  letzteren,  aV,  Hegt. 

uflosnng  dieser  Aufgabe  enthält  bereits  $.  121.  und  ans 
tiesst  die  einfache  Regel:  Man  halbire  den  von  den  gege* 
1  und  TM  berührenden  Linien,  ]U*M*^  and  m^m^',  gebildeten 
el  mfNM",  sowie  seinen  Neben wink^  tmfNM',  so  schoefden 
ntspreehenden  Halbirungsllnlen,  9t'9i'^  un4  3^'^  die  gegebene 
le  afaf*  in  zwei  lenkten  Vt  und  ]H^  welche  die  Mittelpunkte 
IT  Kreise  sind,  die  beide  der  Aufgabe  genügen. 

)ie  entsprechenden  Berührungspunkte  S\  b'  und  ß^^  6>  er- 
)  sich  als  die  Durchschnittspunkte  der  von  den  gefundenen 
Ipunkten  VI'  und  Dt'  auf  die  gegebenen  Geraden  M'M"  und 
geßUten  Senkrechten, 


leite  Abtheilnog  dieser  Abhandlang  folgt  in  eisen  der  D&ciieten 

Hefte. 


)  S.  Torige  Seite. 
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Ueber  den  Gebrauch  der  Spiegel- Sextanten  b« 

dätischen  Messnngen. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Dass  za  allen  geodStischen  Messungen  der  die  Wiokd 
gleich  auf  den  Horizont  projicirende  Theodolit  das  geeie« 
and  beste,  die  meiste  Genauigkeit  gewährende  lostram^ 
kann  keinem  Zweifel  unterworfen  sein ;  aber  freilich  nnteflifetj 
Gebrauch  nicht  unerheblichen  Schwierigkeiten  ond  Cobeq«* 
keiten,  ond  namentlich  ist  der  Transport  auch  des  leicbte^ 
einfachsten  Instruments  dieser  Art  immer  beschwerücfa  oril 
unter  allen  Umständen  leicht  bu  beschaffen ,  aach  mit  U 
▼erknflpft,  weil  er  immer  einen  Hiilfs-Arbeiter  voranssetxt  | 
namentlich,  wie  der  Heraasgeber  dieser  Zeitschrift,  selbst  m 
Spaziergänge,  sei  es  auch  nur  zu  seinem  Vergnfigen,  zo  g«^ 
liehen  geodätischen  Aufnahmen  benutzt,  um  sich  nach  miij 
ein  Bild  der  Umgegend  seines  Wohnorts  zu  Terschaffen,  iK^ 
wendig  auf  die  Anwendung  eines  anderen  Instrumentes  hitm 
Ben,  Kein  besseres  Werkzeug  zu  diesem  Zwecke  besitzt! 
jetzt  nach  meiner  Meinung  die  Wissenschaft,  als  den  t^ 
Sextanten,  der  Ton  mehreren  geschickten  KSnstlero  g^g^H 
bei  ungemein  kleinen  Dimensionen  mit  sehr  grosser  Vollem 
und  Genauigkeit  angefertigt  wird.  Aber  freilich  hat  diaei 
strument  fflr  den  rorliegenden  Zweck  den  Nachtheil,  da« 
nicht  die  auf  den  Horizont  projicirten  Winkel,  sondern  <fi( 
stens  in  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebenen  üegend« 
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geniesseD  werden,  so  dass  dieBeiben,  bevor 'sie  in  die 
QDg  eingeAihrt  werden  Icunnen,  immer  eret  nocb  auf  den 
•nt  projicirt  oder  reducirC  werden  müssen»  wozu  die  Messung 
eigungswinkel  ihrer  Schenkel  gegen  den  Horizont  erforder- 
te Diese  Neigungswinkel  lassen  sich  bekanntlich  allerdings 
nit  dem  Sextanten  messen»  wozu  aber  erfordert  wird,  dass 
inen  QueAsilber  -  Horizont  bei  sich  ffihre,  was  zwar  nicht 
eschwerlich  ist,  da  diese  Horizonte  bekanntlich  in,  die  Grösse 
inlicher  runder  Tabacksdosen  nicht  fibersteigende  Dosen 
»chlossen  werden,  aber  in  der  That  nicht  viel  nfitzt,  weil  die 
ichtung  vom  Quecksilber  -  Horizonte  auf  freiem  Felde,  wo 
len  Horizont  unmittelbar  auf  dem  Erdboden  aufzustellen  ge* 
^t  ist,  hSuflg  nur  mit  grosser  Beschwerde  ausgeführt  werden 

viele  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  und  die  oscillirenden  Bewe- 
n  des  Quecksilbers  nur  selten  vollständig  aufhuren,  wozu 
aber  hauptsächlich  noch  kommt ,  dass  die  entfernten  terre» 
ben  Objecto  meistens  so  schwach  beleuchtet  und  die  zu 
mden  vertikalen  Neigungswinkel  meistens  so  klein  sind,  dass 

Bestimmung  mit  dem  Quecksilberhorizont  ganz  uotbunlich 
anausführbar  ist.  Daher  ist  nach  meiner  Meinung  dieses 
mittel  zur  Messung  der  vertikalen  Neigungswinkel  bei  geo- 
:hen  Messungen  mit  dem  Sextanten  ganz  zu  verwerfen,  und 
ist  daher  genüthlgt,  noch  ein  besonderes  Instrument  zur  Aus- 
ng  dieser  Messungen  bei  sich  zu  flOhren,  was  zwar  leicht  in 
ichender  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  erdacht  und  construirt 
en  kann,  aber  den  Beobachter  auf  seinen  einsamen  £xcur- 
n  doch  unter  allen  Umständen  sehr  belästigt  und  beschwert 
nem  so  ganz  ebenen  Lande  wie  das  Küstenland,  welches  mir 
f^'orsebung  zum  Wohnsitze  angewiesen  bat,  lässt  sich  frei- 
die  Reductioo  der  gemessenen  Winkel  auf  den  Horizont  mei- 
(  ganz  vernachlässigen,  ohne  die  Genauigkeit  der  Resultate 
Diticb  zu  beeinträchtigen,  und  der  Sextant  ist  in  der  That 
D  häufig,  namentlich  früher,  bei  Landesvermessungen  wohl 
ieser  Weise  mit  Vortheil  angewandt  worden,    worüber  man 

die  vielleicht  fast  etwas  zu  warme  und  die  Kraft  des  Instru- 
tes  etwas  fiberschätzende  Empfehluog  v.  Zach*s  in  der  Mo - 
liehen  Correspondenz.  ThI.  UL  180L  S. 510. und S.  51L 
isehen  kann,  wenn  auch  an  dieser  Stelle  nicht  geradezu  be- 
st wird,  dass  die  Reduction  der  gemessenen  Winkel  auf  den 
zont  fiberall  unterlassen  worden  sei,  was  jedoch,  wenn  ich 
1  recht  erinnere,  ▼.  Texte r  an  einer  anderen  Stelle  in  Beaig 
seine  in  dem  tbeilweise  gleichfalls  sehr  ebenen  Westph&len 
»effihrten  Messungen  ausdrücklich  bemerkt«  In  Gegenden  ah^r, 
einigermeasseo  erhebliche  Erhöhungen  'des  Bodens  darbietso« 
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4arf  matt  die  Redaction  der  mit  dem  SeztanAni  io  gegie  doil» 
riaoot  geneigten  Ebenen  gemeseenen  Winkel  aoC  den  IMmmü 
nnler  keiner  Bedingnog  Temachlftesigen ,  nnd  da  die  bcestdot 
Biesenng  der  zur  Ansffllirnng  dieeer  RedttctionecforderlichceDiti, 
wie  ich  oben  mit  biureicbender  Deatlicbkeit  ^aal»e  dargelegt  n 
haben»  nnter  allen  Dmetänden  Beeeb werden  mancherM  Art  km- 
beiCfihrt»  so  will  ich  mir  erlauben,  in  diesem  Aafaatae  ein  WtM- 
deren  Aufnahme^Syalem  mit  dem  SpiegeIrSeztaoten  an  entviekdi^ 
welches  die  unmittelbare  Messung  der  Neignagswinkel  der  beH( 
fendeo  Gesichtslinien  gegen  den  Hnrixont  gar  nicht  erferdert,  nd 
nicbt  bloss  zur  Keaalniss  der  horisintaiettProjection  der  aifo 
nehmenden  Gegend,  ahndern  auch  sur  Kenntniss  der  Hobcftre- 
hSitnisee  aller  in  den  Kreis  der  Messung  gelegenen  Punkte  ieht 

Jede  geodätische  Messung,  bei  weicher  mittelst  des  TW 
deuten  die  auf  den  Horisont  prejieirten  Winkel  geeiessen  werdni 
Ist  bekanntlich  lauf  eine  mit  aller  nur  mOgÜcfaen  fienauigkat  ■ 
messende  borinontale  GrundKme,  Bisin  oder  Standlinie  an  gfiabj 
Bei  jeder  mit  dem  Spiegel-Sextanten  aneaufflhrenden  geedStncki  | 
Messung,  bei  welcher  nur  die  In  gegen  den  Hnrisont  geiit^ 
Ebenen  liegenden  Winkel  mit  dem  Sextanten  gemessen  wordei,»« 
taan  dagegen  ron  einem  Dreiecke  ausgeben,  dessen  auf  den  H«M 
projicirte  Selten  mit  aller  nur  mSglicben  Genauigkeit  geoM« 
nnd  ftlr  dessen  drei  Spitzen  oder  Ecken,  die  Hohen  fibernv 
beliebig  angenommenen  Horiaontalebene  oder  auch  nur  diei# 
tiven  Hohen  gleichfiills  mit  aller  nur  möglichen  GennnigMh» 
stimmt  worden  mnd;  überhaupt  also  kann  man  nagen,  dassjdi 
mit  dem  Sextanten  auszufUhrenden  geodttischen  Anfiialme.ki 
welcher  nur  die  in  gegen  den  Horizont  geneigten  Ehenei  iiegn 
den  Winkel  selbst  geraessen  werden,  drei  Punkte  zu  Gn^l^i^ 
legt  werden  mflssen,  deren  Lage  im  Räume  man  auf  irgeod  an 
Weise  mit  aller   nur  möglichen  Genauigkeit  bestimmt  bat,  d 
diese  drei  Punkte  treten   bei   einer  Messung  von   der  io  fieh 
etehenden   Art  ganz  an  die  Stelle*  der  einer  Messung  mit  im 
die  Winkel  auf  den  Horizont  projicirenden  Tbeodoliten  zu  Gratt 
SU  legenden  Basis  oder  Standlinie.    Dass   man   bei  Mesm^n 
der  ersteren  Art  nicht  wie  bei  Messungen  der  zweiten  Art  tä 
zwei  Fundamentalpankten  ausreicht,    sondern  drei  Fundancfl^ 
punkte*  liOthig  hat.  Hegt  durin,  weil  man  bei  jenen  Hessungei  «« 
hei  letzteren  die  Projection  der  Gegend  auf  den  Boiiaont  teani 
m  lernen  wünscht,    aber  nicht  die  auf  den  Borinent  projicMs 
Winkel,   sondern  die  wirklichen  Naturwfnkel,   um  so  w&nf^ 
mlsst,  und  weil  man  zugleich  anch  zur  Kennttnto»  der'llllu*^ 
blltnisae  der  in  den  Kreis  d^  Auhabme  gesogenen  CMi^  8^ 
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will»  WM  mao  bei  Axifaabnien  »it  dem  Theedolften  weoig- 
iD  den  Bieiaten  FäUen  nicht  beabsichtigt  oder  nicht  unbedingt 
Lbsichtigen  braucht.  Dies  ist  im  Allgemeiaen  der  Grund« 
te,  dem  das  Aufnahme- System  mit  dem  Spiegel-Sextanten, 
h  in  diesem  Aufsatze  etwas  nSher  zu  entwickeln  beabsich- 
leine  Entstebuiig  verdankt« 

rle  man  sich  die  Kenntniss  der  gegenseitigen  Läget  der  drei 
.mentalpunkte  im  Räume  verschaffen  kann,  braucht  hier  nicht 
ufig  aus  einander  gesetzt  zu  werden.  Bemerkt  mag  nur 
n,  dass  man  auf  einem  möglichst  ebenen  und  borizontalea 
in  drei  möglichst  weit  von  einander  entfernte  Punkte  aus* 
n  wird,  deren  horizontale  Entfernungen  von  einander  durch 
^kannten  Mittel  zur  Lfingenmessung  mit  aller  nur  ro5glichen 
aigkeit  bestimmt  werden  mflssen.  Die  Hubenunterschiede 
rei  Fundamentalpmikte  wird  man  aber,  wie  es  mir  scheint, 
esten  und  mit  der  grossten  Crenauigkeit  durch  ein  genaues 
leroent  ermitteln,  wozu  freilich  dem  Beobachter  ein  gutes 
ririnstrmnent  zu  Gebote  stehen  muss.  Dass  man  sich  auch 
er  Hfllfsmittel  bedienen  konnte,  versteht  sich  von  selbst; 
das  vorher  angedeutete  Verfahren  scheint  mir  das  beste  zu 
ond  die  grOsste  Genauigkeit  zu  gewähren,  vorausgesetzt, 
die  itt^\  Fundamentalpunkte  auf  einem  möglichst  ebenen  und 
ontalen  Terrain  angenommen  worden  sind,  was  ja  bekanntÜdh 
bei  der  Annahme  der  Endpunkte  einer  jeden  zu  messenden 
s  oder  Stan^^ie  besonders  su  beachten  ist«  Hat  man  nun 
die  Lage  der  drei  Fundamentalpunkte  genau  bestimmt,  so 
die  ganze  übrige  ""Messung  bloss  mit  dem  Sextanten  auege- 
werden,  und  redudrt  sieh  lediglich  auf  die  Auflösung  der 
nden  Aufgabe: 

Wenn  die  Lage  dreier  Punkte  Aq.  ^^i,  Ä^  im  Räume 
eben  ist,  und,  wenn  M  einen  vierten  seiner  Lage 
Räume  naeh  noch  unbekannten  Panict  bezeichnet, 
len  Punkten   4>,    A^,   A^   die    vier  Winkel    AiA^M, 

qM,  AqAiM,  AqA^M  der  Dreiecke  AqAiM,  AqA^M  ge-« 
)8en  worden  sin^,  die  Lage  des  Punktes  M  zu  be- 
nmen. 

Man  kann  diese  Aufgabe  auf  verschiedene  Arten  auflosen» 
er  aber  wird  die  AufTosung  und  die  durch  dieselbe  nothig 
achte  numerische  Rechnung  nicht  ganz  einfach  ausfallen  kün- 
Die  folg^d#  analytische  Auflosong  scheint  mir  die  gr5«ste 
Gemeinheit  darzubieten  und  insbesondere  dadurch  sich  zu 
4«hleii,  dass^  sie  ein  ZurSekgeben  auf  eine  Figur,  sowie  eine 
erscheidnng  verschiedener  Fälle,  gar  toieht  erfordert 
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Ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Gnrode  hgend^ 
wollen  wir  die  gegebenen  Coordioaten  der  drei  Pnnkte  J^  Ä^,  A^ 
reapective  dnreh 

<io>  ^0»  <^09    ^1*  ^1»  <^i»    ^9  ^»  ^^ 

bezeichnen.  Werden  dann  femer  die  180^  nicht  Qberateigeiidcii 
Winkel ,  welche  die  beiden  von  dem  Pnnkte  Aq  aosgehend  ge- 
dachten liinien  AqAi  und  AqA^^  mit  den  positiven  Tbeilen  der 
drei  Coordinatenazen  einschliessen ,  respective  durch  cr^,  ßi*7i 
und  a^  /?2>  7%  bezeichnet;  so  kunoen  diese  Winkel  und  die  bodcs 
Entfernungen  AqAx  und  AqA^  aus  den  gegebenen  Coordinateo  Icr 
Pnnkte  Aq,  Ai,  A^  leicht  auf  folgende  Art  berechnet  werden. 
Die  Entfernungen  AqA^  und  AqA^  findet  man  mittelst  der  Formeb; 


AoAi  =  V  (fli  -  «o)*  +  (6i  -  fto)'  +  («?i  -<?o)*, 

und  zur  Berechnung  der  Winkel  a^  ßi,  fi  und  <%»  ^  ]%  hatnai 
dann  die  einfachen  AusdrQcke: 

g|  —  Qq  ä        fti — ftp  Ci— Co 

^0*^11  ilQ^I  ^«0^1 


und 


d% — gp  ^       ft«  — ftp  <^--c^ 

C08aj|=-===^  ,      €IMJ?s=-==:r,       C087^=^=^=r. 
ifgil]^  <np<^S  '^^^% 


Die  Berechnung  der  Entfernungen  Jq^^  und  «^o^mi^^i^ 
obigen  Formeln  erleichtert  man  sich  dadurch,  dass  man  die 
Winkel  o)|,  Qi  und  cos,  q^  mittelst  der  Formeln 


jind 


*"«">=|^;'  *^8®»=ä:=t*"»» 


^s — Äo      A       —       Ca— Co 


berechnet;  denn  dann  ist,  wie  man  leicht  findet: 
iliili=;valrabs. — -* — ^^  ,    ]OL=:val«abs. — ^       -^^ 

^     *  COSOiCOSOi  ^^  COSOI^COSttl 

und  auf,  ganz  ähnliche  Art  kann  man  auch  noch  die  Entfei«0$ 
AiA%  mittelat  de?  Formel 
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len. 


man  non  in  jedem  der  beiden  Dreleclce  AqAiM  und  AoA^M 
nie,  -^0^1  °°^  ^0^2*  u^^  ^>®  beiden  daran  liegenden,  mit 
»xtanten  gemessenen  Winkel  kennt,  so  lassen  sieb  die  drei 
ungen  AqM^  AiM,  A^M  des  Punktes  M  von  den  Arei 
n  Aq^  Ai^  A^  leicht  berecbiien,    und  diese  Entfernungen 

also  im  Folgenden  als  bekannt  angenommen  werden.  Be* 
»D  wir  der  Kflrze  wegen  die  beiden  mit  dem  Sextanten 
teneii  Winkel  AiAqM  und  A^A^M  respective  durch  fti  und 
id  die  IW>  nicht  «übersteigenden  Winkel ,  welche  die  von 
unkte  Aq  ausgehend  gedachte  Linie  AqM  mit  den  positiven 
I  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  9»  ^9  x;  so 
wir  zur  Bestimmung  dieser  drei  Winkel  die  drei  folgenden 
iDgen : 

cos  f»|  =  cos  «1  cos  9  -f  cos  ßi  cos  tf;  -f  cos  yi  cos  % , 

cos  ^  =:  cos  «2  cos  ^  -f*  cos  ß^  cos^  +  cos  7*2  cos  2 , 

cos  9*  +  cos^*  +  cos  y*  ==  1. 

eon  die  drei  Punkte  Aq,  Aiy  A^  in  gerader  Linie  Ittgen,  so 
offenbar  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
laoder: 

rosa^= J:coso^9    cos/J^ssptcos/Si»    cos/^^sdbcos/i; 

C0Sfl9=:J:C0Sff| 

I 

ie  zwei  ersten  der  drei  obigen  Gleichungen  wQrden  daher 
e  zusammenfalleo,  also  die  Bestimmung  der  Winkel  tp,  ^«  % 
tt  der  pbigen  Gteicbnngen,  nud  daher  auch  die  Bestimmung 
age  des  Punktes  M  aus  den  angestellten  Beobachtungen, 
möglich  sein,  was  auch  ohne  diese  analytische  Betrachtung 
:b  in  die  Augen  fiillt  Man  siebt  daher,  dass  die  Punkte 
1»  A^  nie  in  einer  geraden  Linie  liegen  dürfen,  und  fiber- 
auch  von  der  geradlinigen  Lage  möglichst  abweichen  mflssen. 

ie  drei  obigen  Gleichungen  werden  nun  mittelst  des  folgen- 
choD  frfiber  in  fihnlicher  Weise  bei  anderer  Gelegenheit*) 
Ir  angewandten  Terfabrens  anfgel5st    Den  180^  nicht  über- 

Tbl  X\IV.  S.  IW. 
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steigeodeii  Wipkel  A;b«r,echiie  mf^n  mittelst  4or  Fonsel 
coxs  A :=cos a|  cos o^  -|-  cos ßx  ^^^ ß%  "f  cosy^  cosy^. 


Ibji  ttberwAt  leipM,  4«m  der  Winkel  A  der  Winkel  A^A^A^ 
Ace  Draeduft  A^xA^'wif  so  dss»  dic^^er  Winkel»  n-enn  mu 
der   v|nrh#<gehendeD  Fo.niieln   nicht  bedienen  wollte,   sidi  m 
tMitelst  der  beksnnloB  Formeln  der  ebenen  TH^onometrie  ms  d( 
drei  .na«b   den  Obi|;eii    bereits   bekannten   Selten  des  in  B< 
siebenden  Oreienk«  bereohnen  lassen  wörde.    Hierauf  beneki 
maadk  drei.  Grusseo  A»  B,  C  miUekt  der  Formeln 

* 

.     {coso^  —  «osii,oqsÄ)cos|i| -Hcnso^  — ces«!  cos A)cssf4 

siqA' 

t 

^       (COSA — COS^COS  A)C0SU|  -f  (COS^  —  C08/}|CO8  A)C0Sf4 

am  aaS 


SlO 


(cosyt — cosyaCosA)cosfH  +  (cosy^ — cosyt  cos  5^)  cos^ 
^=  sInÄ« 

und  setze 

cos9=^-|'jr,   >cos^=Ä+r,    co8x=C  +  Z. 

Dann  übenteti^t  aian  sieh  MvOrderst  leicht  ^oa  der  RidU|^ 
der  swel  Gleicbvo^    . 

Acosai-i-B  cos  ßi  +  C  cos  fi  =  cos  fii , 
Aco9a^+Bco8ß^  +  CcoBY%^^co8(i^\ 
und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

cos^  =  cosa^  C089  -|-  cos/Ii  cosi|;-|-eoSyi  cosz, 
cos  p«  =ai  ose  0^  cos  9  > -1*  eosi/St'Oos  V  ^eoa]%cte  X 
ist»,  so  ist  offenbar 

cos «1 .  JK  4- oes/3i .  r 4  cos  fi .  Z«:0, 
^  coso».  Jl-|-  cos j!).  Y+  cosy^.  Z=0; 

was  mittelst  der  obigen  Ausdrücke  von  A,  B,  C  ferner  so^ 
zu  der  Gleichung 

führt    Quadrirt  man  dann  die  drei  Gleichungen 

COBip  =  A  +  X,     COS^  =  Ä+F,    S9B%:S9C^i 


dirt  sie  kierauT-ni'iiiaaiulet.-to-drlXIt  nuui  auf  der  Stelle 
iichang 

(^+fi«+ c*)  +  (x*+  r*+ z«)= 1 

JC»+ F«+ Z>=  1  -  (i<«+ Ä«+ C"). 
ückt  man  nun  die  Grossen  A,  B,  C  aof  folgende  Art  aus: 
OS  «1  cos^  +  eoaa^  cosfi^ —  cosi^  (cosg|  coafi^+  coso^cosftt) 

OB  ßi  co0fft|  4-  coa^coaft^ —  co8&(eoai9|  cosm  -|-  coBß^  cosf^) 
iffilP = ' 

roa  Yi  ^^^  f*i  "fr  CO»  y«  cos  fi^  --  coa.^  (cosyi  cos  ft^  +  cos  y^  cos  fii ) , 

sin  A>  ' 

let   man  mittelst  leiobter  Rechnung  mit  Hülfe  der  aus  dem 
n  bekannten  Gleichungen: 

^^  ,  «^,  ^     ce8^»  + cos  fia«- 2  ceaacpff^eoe  fis 
^   +^+^- sin  52«      ' 

at  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  Grossen  X,  Y,  Z  'dte  drei 
den  Gleiehqngen: 

cosa|.iir-f  ces/Ti.  F-|*cosy|.Z=±0»- 

coiio^.JL-f  cos^s*  F-l^cosy^.Z^O) 

^    .    Y^iTf^^l_  COSfti»+COSfa«y2cOs5lcOSfa  COSfta 

lotiich  ist  eine  GrSsse  von  der  Form 

/cos^iV      /cosiiaV     „cosf*i   cos^ 

posltiy;  und!  fKiif  nun  AdcL  dte  GHTsse  Z^+T^+Z^  stets 
y  ist,  so  kann,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein 
die  vorstehende  Grösse  nicht. g]cQeiß^r..ai^  i\p  ]^l^heit  sf^iBy 
MS  wir  also 

eh  nach  4»»  Obigen 
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zu  setzen  berechtigt  sind. 

Drücken  wir  mittelst  der  Gleiehangen 

cos  ci .  jr+  cos  ßx .  F+  cosyi .  Z  =0, 
coso«.  JT-f-GOS/S^.  F-|-co8yt-^.=^0 

die  Grossen  F»  Z  beide  darch  X  ans»  so  erhalten  wir : 

cos  yi  cos  «B — cos  Cf  cos  y^  — 

cos  ft  cos  y^ — cos  yi  cos  ^     ' 

co»C| cos /?a  —  cosft cosn^  ^^ 

cos  ßi  cos  )^  —  cos  yi  cos  /S»     ' 

also»  wie  man  leicht  findet» 

jfi^  T^^X^ 1  »^ (cos «t cos g^  +  ces ft co8/8^  +  co^yk ^^^f^ 

3*  (cos  A  cos  yj — cos  yi  cos/^* 

oder  nach  dem  Obigen: 

jr»+  T^+Z^ sin  a» 

"X^        .       (cosßi  cosya — cosyj  cos^** 


Folglieb  Ut 


(cos  ft  cos  y^ — cos  yt  cos  ftj  sin  8 
^=±""  5nÄ 


und  daher  nach  dem  Vorbergebenden  Oberhaupt  mit  Beaekc^ 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

(cospt  cosya— cosyi  cos|8g)sin  S 

(cosyt  coso^  —  cos«!  cos  yi)  sin  B 

.        (cos  fft  cos  fti — cos  ft  cos  «^  sin  6 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

cosc^  cosft.       -  £2521.^ 


*  ,. 

ist  nach  dem  Obigen: 

^=^(/i-/;coaÄ)  +  JI,(/i-/ico8Ä). 
Ä=  ^  (ö'i  — ^«  cos  Ä)  +  Aj|(y,— ^Tj  cos  Ä) , 
Cs=il|(Ai  — Ajicos  .$2) -I- As(fts— Ai  €08  A); 

co8e=:W-fV— 2ili^cosi2; 

-^=±(^1*« — Ai^a)siiiÄsin6, 

F= Jt  (Ai/i— /iAj)8in  Äsine, 

Z=±(/i^a— ^j/ysinÄsioe; 

1  hierauf: 

cos9=ii-fJr«    €06^=3^4-  F,    co8;j=C+Z. 

Sollte  einer  der  Winkel  9),  ^,  ]f  der  Null  sehr  nahe  icommen, 
würde  man  sich  bei  der  Berechnong  desselben  so  zu  verhalten 
ben,  wie  im  Archiv,  Thl.  I.  Nr.  XI.  S«73.  gezeigt  worden  ist. 

Bezeichnen  or,  y,  z  die  gesuchten  Coordinaten  des  Punktes 
.  60  bat  man  zu  deren  Berechnung  pun  die  folgenden  Formeln : 


X^:^af^'\-  AqM .COBtp  t 


y  z=bo  +  JqM.  cos^j 


2  =  Co-f -^^^  cos  x; 
itelst  welcher  diese  Coordinaten  leicht  gefunden  werden  k5nnen. 

Unsere  Aufgabe  Iftsst  Im  Allgemeinen  zwei  AuflOaiingen  zu; 
lebe  der  beiden  Auflösungen  genommen  werden  muss,  hat  man 
jedem  einzelnen  Falle  besonders  zu  entscheiden,  worüber  all- 
meine  Regeln  natürlich  nicht  gegeben  werden  können.  Indess 
g  hierüber  Folgendes  bemerkt  werden,  wobei  wir  grösserer 
iQtlichkeit  wegen  annehmen  wollen,  dass  die  Ebene  der  a:y  die 
»rizontalebene  sei.  Die  Gleichung  der  durch  die  drei  Punkte 
,  Ai,  A^  gelegten  Ebene  sei,  wenn  wir  die  veränderlichen 
ordinaten  durch  jr,  9,  j  bezeichnen, 

ist 
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alsoy  vreil  nach  dem  Obigen 


Ol — Oo^AoAi.Qosois    6i7-6Q=^^j4|.co8ft,    ci— <\> — A^^^ 


ist: 

ATcos«^  -|-Xcos/)|.-f  iVco8yj=0, 

Weil  nnn  aber  nach  denr  Obig^p\ 

Xcoaai  +  Fcosft  +  Zcosy^zziO, 

Xco8a^+Yco8ß^i^ZCo»y^=0 

ist,  so  ist  offenbar 

KiL:N=:X:r:Z, 

nnd  die  Öleichung  der  durch  die    drei  Punkte  Aq»  ^'  ^ 
stimmten  Ebene  ist  folglich 

-XÖf-fla)+  I'(9-*o)  +  ^(?-«^=0• 
Bezeichnen   wir   nun    die  Coordinaten  des  Punktes,   in  wej 
diese  Ebene  das  von  dem  Punkte  JU  auf  die  HorixootaJebr^ 
föllte  Perpendikel  schneidet,  durch  J?,.y,  i',  da  die  beiden 
Coordinaten  dieses  iDurcbschnittspunktes  offenbar  mit  den 
eisten  Goerdinaten  des  Pttnktes  JU  einerlei  sind;    so  ist 
fwstehender  lUleichnng : 

aIi»o 

Z  — Co—  2  » 

nnd  daher  nach  dem  Obigen: 

JTcosy-t-  ycos^        ^ 
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Feil 

t  —  Co  =  AqM.  C08  % 

^Dfi  »an  «nbtrahirt: 

acb  dem  Obigen:  • 

,  X{A  +  J)  +  F(g-|-  F)  +  Z(C-t-Z)  -j-|^ 

ntüX   bekaantlich 


lach   dem  Obigen: 


mg .  ^ '       mmmmm  .  _      . 

* z 

IS  sieht  man,  dass  t — z'  jederzeit  mit  Z  gletcbe«  Vor* 
n  hat.  Nehmen  wir  nun  den  positiven  Tbeil  der  dritten 
Inatenaxe  oberhalb  von  der  Horizontalebene,  so  Ifisst  sich 
ides  sagen.  Wenn  fQr  Z,  welches  nach  dem  Obigen  immer 
absolut  gleiche  >  dem  Zeichen  nach  aller  entgegengesettte 
le  hat,  sein  positiver  Werth  gesetzt  wird,  so  ist  auch  x^^nf 
1  oder  i^  %* y  und  der  Panlit  M  liegt  folglich  oherfaalb'  vob 

beoe  A^A{Ä^\  wenn  dagegen  fär  Z  sein  negativer  Werth 
st   wird,   so  ist   auch  z  —  J   negativ    oder   z<^i\    und  der 

\  M  liegt  folglkb  unterhalb  von  der  Ebene  A^iA2,*    Wenn 

was  in  jedem  einzelnen  Falle  besosders  zu  beurtheilen  ist 

lie  Schwierigkeiten  unterworfen  sein  wird,    der  beobachtete 

;,    deseen   Lage   bestimmt   werden  soll,    oberhalb  von  der 

)  AqAiA^  liegt,  so  rousB  man  für  Z  seiften*  positiven  Werth 
A ;    wenn  dagegen  der  beobachtete  Punkt  unterhalb  von  der 

3  AqAiÄ^  liegt,  so  muss  meii'  fär  Z  seinen  negativen  Werth 
3;  vp^lche'  Werfte  man  aber  in  jedem  diee^r  beiden  FftUo 
\  und  F  setzen  dhisb»  kann  nun  nie  zweifelhaft  sein,  weil 
n  oben  Uft  Ä,  Y,  Z  entwickelten  AusdrCIcken  die  oberen  nnd 
en  Zeicheli  eitih  bekanntUcbv  auf  emupder  bezieheiik 
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Streog  geiiommeii  musa  man  die  sämmtlichen  mit  den  Scij 
tanten  gemessenen  Winkel  wegen   der   terrestrischen  Refiactta 
verbessern,   bevor  man  dieselben  in  die  Rechnung  einfahrt.  DJ 
zu  bedarf  man  aber  der  Kenntniss  der  horizontalen  Entferaimf;«^ 
der  anvisirten  Punkte  von  den  betreffenden  Stationspanldet  m 
der  Neigungswinkel  der  Schenkel  der  mit  dem  Sextanten  gea«« 
senen  Winkel  gegen  den  Horizont.     Diese  Data  verschalt  oiai 
sich  mit  zu   diesem  Zwecke  hinreichender  Geoanigkeit  da<hfdi 
dass  man  die  ganze  obige  Rechnung  zuerst  ohiie  Rucksiebt  aa 
die  Strahlenbrechung  fährt,    hierauf  in  bekannter  Weise  die  .N» 
gungswinkel    der  Schenkel    der  gemessenen  Winkel   gegen  da 
Horizont  wegen  der  Refraction  corrigirt  und  dann  ans  des  beob- 
achteten,  d.  h.  mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkeln  die  eat- 
sprechenden  wahren  Winkel  etwa  ganz  in  derselbeo  Weise  i^ 
leitet,    wie  der  Schiffer  aus  den   beobachteten  oder  sogeiuaetH 
scheinbaren    Monddistanzen    die    entsprechenden    wahren  Ufd 
distanzen  berechnet,  was  hierum  so  weniger  einer  weiteres  fr 
länterung  bedürfen  wird,    weil  es  mir  wohl   erlaubt  ist,  ^ 
dieses  Gegenstandes  auf  meinen  denselben  betreffenden  Ante 
im  Archiv.  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXXII.  S.  470.  zu  verweisen,  dm 
muss  man  aber  natfirlich  die  ganze  obige  Rechnunir  mit  det  t» 
besserten  gemessenen  Winkeln  noch   einmal  fiihreo.    Zarenla 
genäherten  Kenntniss  der  horizontalen  Entfernungen  der  uw 
ten  Punkte  von   den  betreffenden  Stationspunkten  und  detU 
gungswinkel    der  Schenkel   der  nüt  dem  Sextanten  gemeueMi 
Winkel  gegen  den  Horizont  gelangt  man  leicht«  weil  manifi^ 
ersten  Rechnung  genäherte  Werthe  Rlr  die  Coordinaten  de«  W- 
ies  M  erhält  und  auch  die  Coordinaten  der  Punkte  Jo»*^'-^ 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  was  hier  nicht  weiter  eiNfl< 
au  -werden  brabcht* 

Wenn  ich  auch  nicht  glaube,  dass  sich  eine  voilkomiBivm 
und  genügendere  Auflösung  unserer  Aufgabe  wie  die  n^ 
gehende  geben  lässt,  so  will  ich  doch  noch  zeigen,  wie  dio* 
auf  Indirecte  Welse  aufgelöst  werden  kann,  welches  Verfii« 
namentlich  dann  vielleicht  mit  Vortheil  in  Anwendung  gdw* 
Wk-den  dürfte,  wenn  die  Schenkel  der  gemessenen  Winkel  sek 
wenig  von  der  horizontalen  Lage  abweichen.  Wir  beieicb« 
wieder  die  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  Jo^  -^i»  4^ 
ö6.  *o»  «ö;  «1»  *i»  «i;  «•»  *»»  ^  "°^  ^'*®  Coordinaten^d(*a 
bestimmenden  Punktes  M  durch  x,  y,  z.  Die  Liuien  4oilf.  A* 
JZS  Wollen  wir  durch  üo.Ui.u^md  ihre  horizontalen  Pwjerf»- 
n^n  durch  to,%.  «,,  ihre  Neigungs Winkel  gegen  die  drj 
Ao,  Ai,  At  gelegten  Horizontälebenen,   welche  als  porifir  •» 
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in 60= — ^»    «id6|=5 -»    sin 69=: 


8in 


«0  «1  «Ä 


ÜQ  =s  «qCos  6o9    «x  =  Ui  cos  6|  9    r^  =  u^cos  6^. 

bnen  wir  die  horizontalen  Projectionen  der  Punkte  Aq^Ai^  A^ 

respective  darcli  Aq  ^  Ai' ,  A^  und  M' ^  so  kann  man  aus 

ägebenen   Coordinaten   der   Punkte  A^^  A^^  A%  leicht  die 

italen  Projectionen  Aq'Ai',  A^* A^  ^  A^ÄJ  der  Linien  J^j^ 
A^Aq  und  auch  die  horizontale  Projection  Ai'AJA^  des 
Is  AiAf^A^  in  dem  Dreiecke  AqAiA^^  natürlich  auch  die 
AqAi,  AiA^y  Ai^A^y  selbst  berechnen.  Da  man  nun  in 
der  Dreiecke  AqA^M  und  A^A^M  zwei  Winkel  gemessen 
nd  die  Seiten  AqAi,  ^2^0  dieser  Dreiecke  kennt«  so  kann 
1  denselben  leicht  die  Seiten  A^M,  AiM^  A^M,  d.  h.  nach 
ibigen  die  Grossen  tip»  «n  u^  berechnen,  welche  daher  als 
it  angenommen  werden  dürfen.    Zur  Berechnung  der  beiden 

I  Ai'AqM'  und  A^Ao'M'   hat  man  die  beiden  folgenden 

In: 


..iTHnW^  i/  i^^'At'  +  Vo  +  Vi)(Ao'Ai'+Vo^v,) 
3SM,  AoM^^I  4v,.A^'  ' 

08  Wä  Aq  M'^  Y === , 

AVq.Ao'A^ 

nen   aber   Vg,  Vi,  v%   noch    unbekannt  sind.     Den    Winkel 

'i^t'  kennt  man   aus  dem  Vorhergehenden»   und  ist  dann» 
eo  Fall  wir  hier  zu  Grunde  legen  wollen*)»   dieser  Winkel 

iroroe  der  beiden  Winkel  Ai'Aq'M'  und  A^AJW,   so  hat 
ilie  Bedingungsgletchung : 


rird  sich  nun  der  vorhergehenden  Formeln  auf  folgende  Weise 
idirecten  Auflösung  unserer  Aufgabe  zu  bedienen  haben, 
(villkubrlich  angenommenen  Werthen  von  %  berechnet  man 
st  der  Formeln 


I  Wie  man  sieh  in  jedem  anderen  Falle  in  verhalten  haben  w6rde, 
\  keiner  weiteren  Erlänterang. 

eil  xxyni.  99 
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»Hl^oSS  »    6inO|= =,    8id6^3= -3 

«0  ti|  ac^ 

die  Winkel  Sq,  6|y  82»  ^^^  hierauf  die  Grossen  Tq»  «i»  1^  nü 
telst  der  Formeln 

eo£=:tfo€os9o>    VisstftCos6|9    et=siiaOos9B, 

woraof  man  die  Winkel  A^AjlS'  and  A^A^'M'  mittelst  der  ok« 
angegebenen  Formeln  findet,  und  nun  untersucht,  io  wie  *« 
dieselben  der  Bedinguugsgleichung 


^  Ai'A^'M*  +  Z  A^Ao'M"  =  ^  A^'A^'A^ 

genügen,  überhaupt  aber  die  angenommenen  Werthe  von  3  so  bs 
verbessert,  bis  diese  Gleichung  vollständig  erfüllt  wird,  weM 
man  dann  zugleich  auch  B^^  ^|,  %^  und  eo,  e|,  «t,  so  wie  sl 

die  Winkel  A^A^M  und  A^A^Bf  gefunden,  überhaupt  iImIi 
relative  Lage  des  Punktes  M  gegen  die  Punkte  A^^  A^  Ji^)i^ 
stimmt  bat,  und  mm  auch  dessen  swei  andere  Goerdinates  i. y 
immer  leicht  wird  finden  künnen,  wie  Jeder  sogleich  nbeneki 
wird.  Vorsteheode  Andeutungen  über  diese  indirecte  AofliM 
unserer  Aufgabe  werden  hier  vollstlliidig  genügen. 


In  Be\ug  auf  den  Fall,  wenn  mail  bei  einer  mit  dem 
ten  ansgeÜHirten  Aufnahme  die  Neigungswinkel  der  Scfaeskdii 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Kinkel  gegen  den  Horisoat  vvk- 
lieh  misst,  will  ich  dem  Obigen  noch  die  einfache  BeaeAni 
hinzufügen,  dass  es  in  diesem  Falle  keineswegs  nuthig  iit,  dl 
mit  dem  Sextanten  gemessenen  Winkel  wirklich  auf  den  B(iri»<t 
ztr  reduciren,  bevor  man  sie  in  die  Rechnung  eiiif&hrt,  wiiaf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.    Wir  wollen  uns  ca  W- 

Hebig  im  Räume  liegendes  Dreieck  AqA^A^  denken,  dessesW» 
kel  Aq  und  Ai  mit  dem  Sextanten ,  und  die  Neigungswinkel  i,  %,  it 

der  Seiten  A^A^^,  A^A^,  ^i^  g^g^Q  den  Horizont  durch  iniesd 
ein  zweckmässiges  Uülfsmittel  gemessen  worden  sind.    Beidck- 

nen   wir    dann   die   horizontalen   Projectionen   der  Linien  iV4 

AqA^,  A1A2  respective  durch  Aq'Ai',  Aq^A^',  Ai 'A^',  ao kommt h be 

einer  Triangulirung  bekanntlich  immer  auf  dieBestimmungvoBiV^ 

und  A^A%   aus  der  als  gegeben  anzusehenden  horizontaleo  ßass 

oder  Standlinie  A^Ax    und  den   gemessenen  Winkeln  aa.  Rh 

hat  man  aber  in  dem  Dreiecke  A^AiA^  die  Proportaonea: 


Spiepei'Sextanteft  bei  giodätisehen  Messungen, 


4S5 


AqAi  :ilo^s  =  siii(Jo  +  ^i)-siDili, 


AqAx  iAiA^  =  010  (Aq  -f  Ai)  ismAo; 
iserdem  hat  mao  die  Fonn^lo: 


^AqA^.comi,  Ao'Ä^' ^AoA^.coaiof  AiA^'^AiA^^eonig; 


A  '  A  '     A  '  A  ' 
€08 1  C08^  ^^^  *'  * 


C08I  €08t|  V    «  ■       1/  w» 

man  zur  Berechnaog  von  AqA^'  und  A^^A^  sogkich  die 

-*>  ^   -  8ill(Jo  +  ^i)  '  C08I  "^  ^^   ' 


/  ^  / 


J    I    A    >    _  g»-^0 CQg'l       Vj    /    A 


welche  die  Keimtniss  der  Redoetiooen  der  Wiekei  A^ 
garioieht  erfordern »  sondern  die  nnmittelbare  Einfttbimg 
gemeeseneo  Whifcel  eelbat  in  die  Reebnong  gestatten.' 

in  yerglekhe  über  das  erweiterte  Po tbenot' sehe  Problem»' 
I  Messungen  mit  dem  Sextanten  auch  Anwendung  finden 
den  Aufsatz  Archiv.  Tbl  I.  Nr.  XXXV.  S.  238. 


?   f   ■: 


II  t 


«      <   • 


99 


438    Srnntfi:  iMtr  Oie  SnMeMmt»  ^trr  ^nmäV^rMln  4cr 

=  Ci  (oafts  -  *ifli)  +  ?^  («1*1  —  Ml  >  +  «^  («1*1- *i«i) 
gesetzt  wird: 

'- Ji ^+        7*        3f+         i^       ^*- 

Nun  ist  aber  Dach  der  Lehre  von  d^rVerwandlong  derC^i 
dinaten  bekanntlich' in  Tofliger  Aligemeinheit : 

8) j  ^  ~  **^  +  *t^  +  V» 

also,  wenn  man  diese  Gksichnngeb  mit  den  ^rorhergehenden  verglekte 

Oi= Ji— ''  ''•^'^^^        '  "^^        Ji        ' 

ü\           1a  _c^a8-flaCs     .  ^^fj-«^    jl —Si^dEifj. 
Ö)     .      <  ^1= jpr-  »  Ät= j^ f  0|—        j^^ 

Ans  den  drei  ersten  dieser  Formeln  ergiebt  sich  onraitteftir: 

welchen  AuAdlmck  man  mittelst  leichter  Rechnnng  sogiekk  ^ 
die  folgende  Form  bringt: 

woraus  sich  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  4)  auf  der  SUfe  ^ 
Gleichung 

.10)    ........     fi««l 

ergiebt.  I 


Dreh.  afiMf  spsi€m$  maUrMLFunkie  um  eimnfinlenPmUU,  ac.tSi 

Weil  mit  der  Zeit  /sich  wohl  or.  y,  z  ond  Ci»  6|»  C|;  «s,  69»  c«; 
As,  Ca;  aber  nicht  r,  t;,  |  Sndern^  so  ist  nach  1): 

das  ^    düi        dbi        Bci 
|v  j  dy        da^        db^  .     de« 

^    •  •  •  •   igJ=^:5F  +  ^-5r+'ar' 

dz        9as  .     86,  ,     dc^ 

Von  den  drei  Grossen 

dy       dx       dx        Bz        dz        dg 

^^di^^di'  ^^"""di'  *ä"'S?' 

bei  der  Torliegenden  Untersuchung  hauptsächlich  in  Betracht 
Dinen,  wird  es  genfigen,  etwa  bloss  die  erste  einer  besonde- 
I  Betrachtung  zu  unterwerfen,  weil  dieselbe  dann  für  die  bei- 
}  anderen  der  drei  obigen  Griissen  leicht  ganz  in  derselben 
sise  angestellt  werden  kann. 


Nach  1)  nnd  II).  ist 


dx 


;«i>f+*iV+Cil)(»^+«>^+J^-(<V+M+etf)(»^-H»^+f^). 

1  folgUcb,  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnang  sogleich 
let: 

dg        dx 
Nach  9)  ist  aber  mvOiderst: 


+i. — ji — "äf ii — 'ür 

folglicb,   weil  aus  4)  sogleich 

"»"8?+"«^+*^  07==""^*»  ^^+^"^+**"5r^' 
.  3ci , .  8i?a  .  ,  8ci        /    3*1  .     84,  ,     8ä^, 

•Ich  erglebt: 

So.         8oi    ,       .  86s     X  36i.   .  dck         Sri, , 

Ferner  ist 


8^         dot  Som         96i 

fft         'di  fft         *  IST 

+ — ^r^-it 1^ — it 

.  «» ,    3«»i  .     3«^  .      3«iv    *8 ,    8*1;     8*1  ^     34», 


,      dOg  dCi  9C|  Sffli 

(«1 -gt  - «» ar^  t  («>  W  ~  <*  "5?^ 

a^ — fti<>8  8^«     6aCi — c^bi   Bci 
(i        '  Bt  (i  Bt 

+ — r~~;^ — r^'~si    . 


Vell  nmi  aber  aiui  den  Gleichoogett  2>  auf  4er  Stelle 


m    Srun^ri:    Ü€äer  äi$ SiUmieHkm§  4»  £\  wmmmU  Ar 


folgt,    80  ist: 


(«1  -gf  —  *.  igf) +(*»  -gr*"*"  a<  ^ 


= TT  <">  ^ +««"§f +"» "gr^-^^"»  ■5r+*'»ir +"»#• 

,    au,        8ci, . ,    3e«     ,  Hx 

(ci -gi— ««-gt ) +(«!  ^ — ««-gi-J 

= ^  ^*»  i«  +  *»  1? +*»  "sr>~  ^  ^*»  ar +*»  ^ +*»  dT^' 

also  \ 

f 

a*a        .    3<»1n  1  /A   3*»        „   ^Ur« 

+  t(c.^-«.%)+(-.|»-e.^)„r 
Folglich  M  lUMdi  dm»  OUi«ir 


l'/wA.  «iMt  diiMM  i»ia«fril«ir. /M^ 


8tf        dx 

■  *  • 

9ci         de«      dcs.     «  «    861       861       86s 

— K  (Oi -jf + «t -^+<%-af ) +*•  (pi  •^+c*^+«|-g?)l>f9 : 

id  setzen  wir  nup: 

■  > 

.   801  ,  .  8a,        8a,         ,    86|  .      8&,  .     86,. 
>  ist  nach  dem  Obigen: 

der 

nd  folglich: 

8«  *     8« 
f»m(a?^-ygj)=    ai(pm(9«+j!*)-9iiijpt^— rmjrj 
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Setzen  wir 

(  J=;Bmft«+J^,   »=:2?jii(j«+T^.    «=2riii(i«+p«); 
12)   J 

(ID=^mt^,  .<f=:-Sm|r,  ^äITiiuw; 

so  erhalteo  wir  aue  dem  Vorhergehenden  onmittelbar  die  Gleidnfig 

^-rm(ar^— y^)=    a,(<;i  —  ^^-«r) 

+  ft(Cfr— «/>— ID9) 
oder,  wenn  wir  der  Kflrse  wegen 

P=il;i— ^9— «r, 

•etzen : 

und  folglich «  weil*  offenbar   , 

8< ='^« ST— = •^"»<*ä?  -*  ä?' 

iat: 

Für-  die  Bewegmig  einea  um  einen  festen  Punkt  drettv« 
Syatema  materieller  Punkte  hat  man  al>er  nach  den  von  mirifl 
Tbl.  XXV.  S.  483.  gegebenen  Entwiekelungen  die  folgendes  Qfi- 
cbnngen : 

^m(»-g^ -*g^ = ^«(xJf- *Z), 

1  1 

WO  der  feste  Drehpunkt  wie  vorher  ala  Anfang  der  Coordbates 
angenommen  worden  Ist  und  die  Bedeutung  der  Symbole  X  T,  2 
a.  a.  O.  ttnebgeeehett  wetden  mnaa.    « 


gk.  eH9€$S9steüß» mßieffUi.  PfuMe  umOnm  f€9ien  fimM,  etc.  449 
st  nacb  dem  Obigea: 

»tzea  vvir  nun  der  Kfirze  wegen: 

•j  .  ,  . 

lalten  wir  auf  ganz  fthnÜche  Art  wie  Torher  fiberhanpt  die 

>lgenden  Gleichungen: 


I    •  I 


■ 

f»^8- 1    8<         . , 

ührt  roan  aber  die  Differentiatipoen  an«,  so  wird: 

•  '  •  •  •  •  «  . 

»•^i  =  «j  äl  +  *»  äT + '^^äJ + '^^ + 9  a«  +  ^  W 

„  aP  .  .  30  .     3«  .  _8ff,  .  _86a  .  -80, 

^Af.=«i,  j^  +  6,  gj  f  c, gj- +  P  gJ  +  Q-gl  +  Ä^ , 

„  SP  .  .  3Q  .     8Ä  .  „8fl,  .  ^db,  .  „8c, 

I 
I 

btglichy  wie  man  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
ionen  zwischen  deb  neun  GrOssen  öj,  61,  c^;  a^,  b^,  c%; 
B'  ^  sogleich  übersieht: 

SP 

SR 

Wenn  die  Axen  der  r»  t^»  ^  die  durch  den  Drehpunkt  geleg« 
Hauptaxen  (Thl.  XXV.  Nr.  VI.)  des  Systems  der  Massen  sind, 
(t  bekanntlich 


and  folglich  nach  dem  Obigtpi 

alao: 

BP     ^dp       8Q     ^9g      8R       Jbr 
m-^W    li—^^'    lc=^5f' 

folglich  nach  14)  in  diesem  Falle: 

1»)    .    ]f»(*i^i+*i««+«»»«)=»^-«-iO»?». 

Wirkt  in  dem  Systeme  bloss  die  aof  die  Einheit  der  Ibsm 
besogene  Schwere  G,  so  nehme  man  den  positiTen  Thal  te 
Axe  der  s  vertikal  abwärts.  Dann  ist,  wobei  man  TU.  XXT. 
S.  449.  m  yergleicben  hat: 

X=0,     r=iO,    Z'=mC?; 
also: 

jr^O,    F=0,    Z=C; 
folglich : 

ond  daher: 

c|Jlfi+CiJir«-f-c,ilf,  Ä  CrAi<eiSf-^Ci«); 
also  nach  15): 

16)   .   .      \  fiC?:Bm(6iy-6.«)=»^-(tf-Ji)iji, 


I  >  '  '  *  a« 


fiC;Ziii(cijf — ct«)  =  €g|  — (<-»)p»; 


er   auch  3  /'    .  .r        .  . 

«  ^  • 

/»G<ai  £mjr  —  a,2jtu;) = 4 1^ — (19  -  tf)  9r , 

hr 
nG(ciZmy  —  c^Zmx)  =  tfgj  —  (Ü  —  l^pf. 

ch  1)  ist 
o: 

glich  nach  9):  i 

6,y  —  6,ar  =  fi  (ojf  -  c^r), 
ciy— c,ar  =  ^(ftajr— agt;). 

so  Ut  oaeb  16),   weil  nach  10)  bekanntlich  fi^ssl  tat:. 

G£tn(c,v  -«,?)  =  Ä  If  -  05-«)^. 
18)     ,    .      j  G-Z:m(arf-iV)=»^-(€— Ä)iy, 

er  •      .  ■    .  .f'  , 
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Sind  X,  y>  5  die  Coordinaten  def  Sehwerpankts  d 
m,  ni|,  m,,  nif....  im  Systeme  der  jr^,  ao  iat  bekaaatlU: 

Smx^XZm,    Sm=V^^»    ^»^=5^»; 

also: 

G(cb» -6,5)-^m= J  ^- (B— «)9r, 

20)  .    .    .  {  G(o,5-c,»)^«=»^ -(<—■«)»»». 

G(6,»— o,V)  ^m= tf^  — (Jl— B)j»». 

Fillt  der  Schwerpunkt  der  Massen  m,  «i,  nia»  *»•••■  ■' 
dem  Drehpunkte  znsammen,  so  ist  X=0,  "9=0,  S=0,  all*: 

Jl|f-(»-tf)fr=0, 
21) ^»^-(tf-il)i^=0. 

Cf|-(il-»)M=0. 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  aus  20)  fÖr  Cr  =  0. 

Die  Grössen  p^  q^r  sind  für  die  im  Vorhergehendeo  ^ 
wickelten  allgemeinen  Bedingongsgleichongen  der  Drehnng  »e* 
Systems  um  einen  festen  Punkt  offenbar  von  besonderer  Bed» 
tnng,  und  es  ist  daher  wichtig,  dass  wir  von  der  etgeaffickei 
Natur  oder  dem  eigentlichen  Wesen  dieser  Grössen  eine  m^^M 
deutliche  Vorstellung  zu  gewinnen  suchen.  Zu  dem  Ende  wJ» 
wir  uns  auerst  die  Frage  vorlegen ,  ob  nicht  vielleicht  zm  Zdt  \ 
gewisse  Punkte  des  Systems  in  augenblicklicher  Rabe  UeieB. 
wo  wir  jetzt  unter  Punkten  des  Systems  keineswegs  Mo»  «Tie 
den  Massen  w,  mi,  m,,  »1,.  •••  entsprechenden  Pnnkte  ^cifsfek«. 

hx   St  & 
Ist  daher  {xyx)  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems,  so  sind  ^»  §»§ 

die  Composanten  seiner  Geschwindigkeit  nach  den  Axei  ^ 
x,y,i\  und  soll  also  dieser  Punkt  in  angenbUcUicher  Bafe 
bleiben,  so  muss 

3*-n    ^*-.0    !i-0 
^=0'  gl-"'  5t-" 

sein.    Nach  11)  ist  aber 


Drtk.  eäu»<8gtitmm  mtHtrMI.  Puaäleimutium/Iutem  PtuUit,  tie.  449 

^  _  a«,       86,       Sc, 

dz         dog  .     86s  .     8c> 

I,  in  Verbiodong  mit  dem  Vorhergehenden,  so  den  CUeiehnngen 

düx       3&I       3ei     g. 

8<ii  .    86,       8e,     . 
'^  +  9^  +  ?-^="' 

-^*'»  j.«8*»  .  ,3<%  _n 

rL     Hnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst 
Cf,  c^,  e^\    dann   mit   61»  6,,  i^;.  endlich  mit  ai»  o,«  Oi; 
I  addirt  sie  in  jedem  Falle  sn  einander»    so  erhfilt  man,   mit 
deicht  darauf,  dass  nach  2) 

.  S61     .  86,        8^_o 

"'■§<■ +  "«^+''»  "ST  =" 
die  drei  folgenden  Gleidrangen: 

(^^+*.^-+*.^),  +  (6.^+64-+6.^)r=0. 
,    86.  .      86,        86j.     .  ,    8ci  ,      8c,  ,      de.         _ 

0,   wenn  man  die  ans  dem  Obigen  bekannten  AnsdrOcke  Ton 
q,  T  einfiihrt: 

jjr— pi^=0,    |if— rr=0,    r^-^^^sO 
sr 

Theii  xxYni.  ao 


4fiO    4frmmertT   üHer  4$e  IMirt^kehmg  ^1^ 


p       q      r 


f 


welches  die  Gleichnngeii  einer  durch  den  Anfang  der  Goordiiii 
ten,  also  durch  den  fssten  Drehpunkt,  gehenden  Geraden  mi 
Diese  Gerade»  deren  Punkte  zur  Zeit  t  bei  der  Drebauf 
»  Systems  sämmtlich  ia  augeablicklieher  Rohe  bleibeo,  so  dass 
also  das  System  augenblicklich  um  diese  Gerade  wie  um 
iMte  Aze  dreht»  hat  naa  die  frelwilUge  oder  aagenkrtd 
liehe  Drehungsaze  (axe  instanten^  de  rotation)  genud 
und  aus  der  Torbergebenden  Betrachlnag  ergiebt  sich  von  6cUmI 
dass  die  Lage  dieser  Axe  im  Systeme  der  ^gq;ebeiien  Pnkl 
selbst  eine  völlig  bestimmte  ist. 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  Gbersteigenden  Winkelt  vMi 
der  eine  der  beiden  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  oder  da 
festen  Drehpunkte  ausgehenden  Tbeüe  der  augenblicldichea  odi 
freiwilligen  Drehungsaxe  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Area  <ta 
t»  tf,  t  einschliesst,  durch  (p,  ^,  %;  so  ist,  wenn  F  map 
wtssen  Factot  bezeichnet ,  nach  den  vorhergehenden  Crleicfai^ 
der  in  Rede  stehenden  Axe: 

FcoHip=pt    Fco8i|;  =  9»    Fco9%:=r; 

also,  wenn  man  quadrirtnad  addirt,  nach  eber  bekannten  Rshtin: 


folglich : 


cos  9t 


.Mm     m      n*»    ■««    m      »•*    m. 


cos^=J: 


cosif=s4:    r-  "     » 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  baiekc& 

En  nes  nun  (offz)  oder  (rt^)  ein  beliebiger  Punkt  des  ^stai 
und  V  bezeichne  dessen  wirkliche  Geschwindigkeit  so  ist  befasoM 


=V(l)-+©v®)- 


Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 


VreM,  Hima§ummmaltHtlk  nmIMim  ««m»  fiatem  Punkt,  MC.4BI 

hx  _   S«!        36|       %Ci  ' 

ay  _  8«,     Wj     »c, 
8«  -'W  +  ^ai  +*8«' 


-  )8at  a6i     #o,  ^,     8o,   86i  J 

.  "  *  * 

Bezeichnet  P  die  Cotfenniiig  des   Pimlctes  (xyz)  oder  (r9|) 
der  frelwilligeD  DrfluiJi^«!^»  4^1^90  CrWichongen  wir  im  Obi- 
gefanden  haben»  so  ist  nach  den  Lehren   der  analytiscbf.n 
»metrie  bekanntlich: 

»  ist  die  sVi  i^  mit  dft  IJlQ^eneiqhffit  >iÜ8  Halbmesser  be- 
riebener  Kteteh/^gen  betrwhlete  WVikelgeschwindiglceit  des 
ilctes  (xyi)  oder  {pj})  hf\  der  Drehung  des  Systems  am  die 
willige  DjeMoofsaze,  also  naWriidi  die  Winkelgeschwindigkeit 
Systems  Oberbanpt,  bei  dieser  Drehung  offenbar: 

e t?V^p«+^^+r» 

i  ist  aber 

wir  jetEt  die  Theile  dieses  Ausdrucks  einsein  betrachtaiiSDlaD* 


4Bf    Brünett:   IMer  die  Enmt€lalm»  ätr 
Nach  dem  Obigen  ist 

dci    dcs 


+2(«tfli+***i)  "5e '"ST* 


also,   well 


und 


V  +  &,«+c,««l, 


ist: 


t  «  I 


--2c,C,-g^-g|p-2c,Cs^«^-^Ci-^.-^. 

folglich  offenbar: 

''+''=(^)*+(%)'+(^)'-'-%+-^+''t' 

also,   weil  aus  der  Gleiohvng 

Ci*+C^«+<^*»=1 

nnttiitieliNtf 


Drek,  9§M9  Sff^Mn  nuU$H§ii,  Punkte  mm  einen  /btien  PwM,  etc.  4B8 
Auf  diese  Art  findet  man  Oberhaupt: 

Fenier  ht  nach  d^m- Obigen: 


er  nt  nach  dem-Obigeo: 

-So.         a«,.      80^,,    3*1,     a*».     3<iii 

/a«,  Bbt.Bot  8ft,\ 
/a«,  86,     8a,  8A,\ 

I,  wieder  weil 

■ 


u 
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.  ^  V  /3ai    36,  .  8a,   86|\ 


folgiicb«  wic!  aMNi  leicht  findet: 


(8a,   8Ai  .  8%  8&,  .  8a,  a^\ 
.,    8a,.      80,.      3a»x/^  3*»^.  ^A^?^i 


Weil  nan  aber 


ist,  so  ist 


also  nach  dem  Vorhergeh«a4^il : 

and  auf  diese  Weise  erhält  man  überhaupt : 


Dreh.  Hne$  S^Mm$  nmtfrWi.  PtmJUe  nfli  etttm  fuien  Punki,  «/c.  4B6 

(3fti   8^1  .3^1  3c,  ,  36j   8cj\ 

(Scj    Suj  ,8c,   8a,     8C5   9(it\ 
Folglich  Ist  nach  dem  Obigen: 

+ \m*  m*  m\  "• 
*  mr*  (%)•+  (^)*!  •• 

j8ai   861     8a,  86t     8a,  Sfts^- 

+^<"8F*8r+8f  ■&"*"'8F"8rr^ 

J86i   Scj^A^  8c,     863   8cai 
J8ci ,  8ai     8c,  da^      dc^  da^  I 
1  dah«r  offenbar: 

•r 

ü=:V(^-pi?)«+(r9-y*)>+(pf-rt)*. 

Bo  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  offenbar  die  Grösse  Vp*+^*+r* 
i  Wiokelgeschwindigkeit  der  Drehung  des  Systems  am  die  frdl- 
Uige  oder  SDgeoblicUiche  Orehangsase. 

Aus  den  oben  ftlr  9*+r*,  r*+p*,  p*  +  ^*  gefbndenen  Aas- 
Icken  folgt  durch  deren  Addition  die  bemerkenswerthe  Relation : 


Xink0iin:   üeäer  ^UB0m9§mi§ 

and  flberhaapt  kOnnte  oiao  aus  den  vorher  von  mir  gegeben« 
Eotwickeinngea  noch  mancbe  and^e  merkwArd^e  Relatkieeo  alj 
leiten ,  wae  icb  aber  jetzt  der  Kurze  wegen  Dicht  wetter  aoiftl 
reo  will. 


Ueber  die  Bewegung  eines  magnetuchen  Peodek. 

Von 

Herrn  If.  Rinkelinj 

Lehrer  der  Mathematik  su  Aarborg^. 


5.1. 

Es  sei  (Taf.  VL  Fig.  5.)  MC(y  ein  Im  Schwerpunkt  C  vi» 

hfingtea  Pendel»    das  eich  um   C  frei  bewegen  kanD.   in  O'« 

Elektromagnetstab 5  ebenso  In  O  ein  fester,  so  ist,  wenn  dockt 

h      J 
ihre  Entfernung  angedeutet  wird«  ihre ,  Anziehung  = — jm<  ^ 

auf  eine  gewisse  Genanigkeltsgrenze  wird  die  Beweging  ^ 
Pendels  dieselbe  sein,  wie  die  eines,  an  einer  steifen  Um 
die  an  einem  Ende  fest  Ist,  magnetiscl|en  Punktes,  der  t« 
einem  andern  festen,  senkrecht  unter  dem  Auf bfingepuskt fei^ 
genen  magnetischen  Punkt  O  angezogen  wird. 


j.  2. 

Es  sei  (Taf.  VI.  Fig. 6.)  der  Anfbftngepunfct  in  J,  der  mp/t 
tische  bewegliche  Punkt  B^  der  in  seiner  Stellung  B*  tter  te 


itoB  M^giwthwt—'PanMt  O  ▼•!!  denseMMn  am  m  efatferfetitt» 

B  =  IL    Die*  Hoi4MDtilproj«Moo  der  Bahn  eei  MNPQy  GJi, 

F»  OZ  seien  respektive  die'dret  GoordhialeiiaxeD.   Man  beseiduie 

BAB'miia,  j^BOX=ifp,  jLBOC^'^,  jLCOX—m.  DisBe- 

»gungsgleichungen  eines  Punktes,  der  sich  anf  einer  Oberfläche 
JT,  jf,  2)=0  bewegt,  sind 

dh       du  • 

»  ü=^f(Xdx+  Tdg-t-Zdi)  das  Ansiehungspotenaial  ist,  daf  in 

iserem  Fall  =  j^-    ^^^  Gieicbmig  der  Bewegnngsflftche  des  Pank- 
B  B  ist 

g){a:,y,x)=a?«  +  y*+2«-2z(a+/)-a(o+2ö=0, 
I  dass  nun  unsere  Bewegungsgleichungen  sind: 


«Ar         <FÄ  •'• 


^— -.auf  .21-, 

.      ^  =-f,+JU(«W-«); 

0  l  eto  unbjestioiniter  Faktor. 

J.8.         \ 

Man  erhilt  hieraus  auf  die  bekannte  Weise : 

xdg — gdof  =  tidi. 


ay 


•  '  I 


.  •  ^ 
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ä^nad  ß  bedtttttmi  U«  swd  willkfili«|lo  Ko— JMtf,  •  M  dii 
Citfclnriinil^it  4es  PMkl^to  S  la  M»#i  Bmku.  Di«  «nie  GW- 
ftei«  gibt  den  FttoheoMl»  in  dev  JEF*Eb«Mw 

Um  i2  aaszudriickeii,  so  ist  ans  der  Ftachengl^cboiig: 

Was  das  doppelte  Vorseielieii  betiffi,  so  ist  sa  iMBorkes,  hm 
1  Die  grSsser  als  ilO  oder  /-f  a  werden  kann;  also  ist 

aod  somit»    da  A*=:ir*-|'3f'*f2*: 

Ä= V  <«+(/+  a)«-a(/+fl)  V  P-«*- j», 
und  es  ist: 


»     '   » 


S.  4. 

Ffibrt  man  nan  die  Goordinaten  o  nnd  r  ein,  «ro  r=sCO^ 
so  wird: 

opsrcosio»    ysrsinfl»; 
al«6: 

VP-i«'     ^""  V  /H</+a)«^a(/+a)  VP=^ 
Dies  in  die  erste  und  letzte  der  Crleichnogeü  (S)  eingeRArt,  gK 


>  •      I 


woraus  dnrcb  Elimination  tod  dii 

la  dr 


=,VFz:p* 


V^TÖ^ 


und  hieraus: 


.  (SJ 


ist  eine  willkarlicbe  Winkellwnstaote.    Dtow 
ts  Problems  hingt  voi»  d^v  Satwickeking  ei 
ala  ab. 


5.  5. 

Bw9i  ma  allgeneio  (S)  w^itßT.JMfßx^ein^  mt 
Dige  spezielle  Fälle. 

Es  sei  /  =  QD^  alsdaiiA.vriBd  ««taa»  d«b.  4er  Punkt  ist 
igt»  sich  auf  einer  Ebene  zu  bewegen ,  die  von  O  um  die  ( 
entfernt  Ist.*  t)M  W^^  der  P^ll  ttit  eloer  Kugel  yois 
esser  a ,  die  sieb  auf  der  Ebene  von  O  bewegt  Mit 
arken  Elektromagneten  k5nnte  dieser  Versuch  ansgetthrt 
an  ond  so  wfire  die  Planetenjlieweguog^  direkt  dargestellt.  In 

all  wird  Ä=V^r»+a«,  und  die  Gleichung  der  Bahn  ist: 


Hr  a=0,   welchem  leicht  berzttstdUen  wltre,   iWrd 


i0=sy— a  /  ■ 


«  »    ■ 


ro  MS-;   und  durch  Integration: 

rÄ«=:tV^Hr?^(co#vcos«+sinvsinfl))+ii*,       > 
»der«  wenn  die  ursprünglichen  Coordinaten  eingefhnrt  v^erden: 

*  Vx*i,y«  =  VW+ß?  (x  cos  v+y  sin  v)  +  a« 
(Verfügt  man  über  v  so,  dass  vs^s,   so  wird 

Es  sei  r^  die  aaftiigliche  Entfernung  der  Kugel  jB  von  O,  die 
Seschwindigkeit  des  Anftogsstossee  se^,  so  Ist  diese  Linie  eine 
ßllipse,  Hyperbel  oder  Parabel»  jenachdem  respektive 


Vf.  ■»>v^ 


Da  ferner 
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r  = 


so  folgt»   dass  Ar  die  Winkel 

CD,     0»-f2lS»     9-I-49S»  ....    o-fSfcc 

f 

der  Dämliche  Werth  wiederkehrt  Geht  der  AnfaiigsetosB  daid 
den  Ptttikt  O  selbiit,  d.'k  tat  das  Mintaram  ron  r=0,  alio  a=Ci 
so  ist 

4.  h.  die  Bahn  ist  eine  geradlinige  durch  den  Pipkt  O  Äflgt 
mein  iai  das  JMinimum  von  r  für  o=0: 


Wenden  wir  nna  wieder  der  Gtelchiäig  (5)  xa  nad  entwichh 
nacjb  Potenzen  von  a*,  ao  kommt 


V»*  +  <^ 


1  1     \ä*     Zcfi     ^^. 

VTSqptff — r  ^  j  r»  +  8  r»  ~  16  r' + 

also: 


V 


+  *•• 


3Aa«  /il— 2e^  1  . 


>•■♦ 


wenn  man  bei  der  sechsten  Potenz  von  - '  stehen  .  bleibt.     Sosad  ist 

hr-tfl      ,    ha*    1      5*a«(fi— ÄÄI. 

Setzt  man,)  da  diese  Ciirve  eine  hyperbelartige  ist,  dea^nTs' 
kel  för  ein  bestimmtes  r  bei  iit  Hyperbel  gleich  v— •»',  wfu 
voransgesetst  wird,  dass  man  denselben  vom  nämllcheD  PmU 
aus  aihlt»  so  hat  man  die  Bahngleicbung  in  der  XF- Ebene: 


rtche  einer  Hyperbel  um  so  näher  kommt,  je  gr5«ier  r  gegen« 
«er  a  ist 


$.  7. 

Ist  /}  negativ,  d.  b.  die  Curve  eine  geschloesene»  «o  tat  rot* 
ebende  Eotwickelang  unstatthaft.  Setzt  man  alsdann  elhfacAi 
ß  anstatt  ß,  so  erhält  man  dann: 

1  1  lAa*„     3a«     1 


Ausdruck  kommt  einer  Ellipse  um  so  näher,  je  grOs- 
>r  r  gegen  a  ist 


§.8.  • 

Behandehi  wir  nun  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  unter  der 
oraussetzung,  dass  die  Schwingungen  sehr  klein  seien,  so  kann 
an  (f-— a)*  vernachlässigen,  und  es  wird  dann 

id  die  Öewegungsgleichungen  mit  Polarcoordinateo  sind: 

Air*     /2k       \ 

a-4-/ 
ler,  da  nun  R^^r^—^  +  a«,  so  ist : 
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5.«. 

Machen  wir  die  ADnahme  a  =  0>  d.  h.  dacs  die  magiietiKktt 
Sehw^rpyaiikte  O  aod  &  im  Zoatafid  der  ^oka  iMnf  dnaadcr  U 
leD,   so  wird  aua  (7)  durch  Elimioation  von  eil: 

um  =  7"    ^  /. — r    ■■  - »    •    •    •    •     nw 

wfilehe.eteDraUa  eim.dUptipcbee  Jblegnd  g^bt,    Pi^see  isttm«' 
CKmiit; 


Qea^^VQOn  wir  nun  »  doreh  Approxinuiäoft.  in  der  Vemiwetos» 

ifi 

X  sei  kleiner  als  1,  ist 


Seist  man  noch  voraas«    dass  das  Pendel   kleine   GiongaliMci 
mache«  so  kann  man  anch  i|  vemachlfissigen^ifbdeswitdaUH: 

-  dr  1 «  rdr 

Stellt  man  für  r  den   elliptischeo  Winkel  durch  m* — v  vor,» 

kommt  hieraus: 

j.  ■•  .     . 


Im    P  rit 


woraus  ersichtlich»  dass  die  Projektion  der  Pendelbahn  der  ali^ 
tischen  Form  sehr  nahe  kommt  und  fOr  sehr  grosse  /  in  sie  übcr^L 

Ist  /}  negativ,  also  die  Curve  eine  elllpsenlcimiige»  wonif« 
hier  ankfipmt^  üo  kommt  htoraus  durch  btegration,  ves«  -^ 
flir  ^  gesetst  wird : 

Suchen  wir  hier  die  Punkte ,  wo  r  ein  JHaximum  oder  Miiifli* 

dt 

wird,  80  muss   ^-  =0,    also  aus  (8): 


Qttd  also 


an  bemerkt  leicht»  dasn  dien  die  nänillcbenWertb« 
welcbe  bei  der  rein  eliiptischen  Bahn  erhalten 
in.     Wae  dage^ien  die  Werthe  Von  lo  betritt,  welche  ihnen 
ecben»  eo  wird  dann: 

ie  grossennd  kleine  Aze  der  Bahn  sind  also  nm  einen 

tanten  Winkel  ^^Tr^^  den  elliptischen  Winkeln 

I.  Die  betrachtete  Bewegung  stimmt  also  insofern  mit 
liptiscben  flberein,  als  die  Projektionen  der  grossen  und 
n  Axe  die  nSmiicbe  Grösse  haben,. dagegen  um  einen  kon- 
n  Winkel  weiter  nach  vorn  gerückt  sind.  Dieser  Winkel 
im  so  kleiner,  je  gfßsser  /  und  ß  und  je  kleiner  o  und  A 
d.  b.  je  Iftnger  das  Pendc4,  je  mehr  sich  die  Bewegung  der 
bewegang  nibert»  j#  kleiner  die  magnetiechck  Intensität  und 
;gsamer  die  Bewegung  ist,  d.h.  je  kleiner  der  Stoss  ist,  der 
Pendel  mitgetheilt  wird. 


§.  10. 

Ib  sei  o  nicht  gleich  Null,  dagegen  die  Scbwingnngen  so 
>  dass  s  als  verschwindend  bmaclbtet  werden  kann^  »o 
Ät  aus  (7):      ,         . 

i  wir  von  nun  an  ß  negativ  annehmen  und  der  Kurse  wegen 

»+? 

^T—  gesetzt  wnrde.    Elimlnirt  man  ^, .  so  wird 


'  i  • 


r.=  '• 


nu 


Va«+rf6 
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welche  mit  (6)   ineofero  Qbereiniiirafllt,    dase,   wen  mm  6  =  1 
seist,  (6)  heranskommt. 

Nimmt  man  nun  a  so  klein  an,    daaa  o*....  za  vernadili;«! 
geHde  GruMcp  Hiiid,  aolst 


II« 


LSaat  man  js-  veracb winden.,   aa  wird  aiao: 

so  dass 

dr 


üdr= 


4 


I     I  w    I 


Aar     Ag* 

r 


und  'soinit: 

.  ha    P  rdr 

wo  »'  —  y  den  Werth  dea  ip^inkela  bedeutet,  wenn  die  CvreoK 
Ellipse  w8re. 

Die  Integrale  rechterhand  aind  wieder  periodjlsclie  Fnnkfina 
von  r,  mehr  einem  GKed  vo^  der  Form 

Um  in  diesem  Falle  die  Maidma-  und  Minimawertbe  wonra 


— /Sr»— c>=0 


oder 

sein.  >•   ' 


0ines  ma§neti»cAen  f^endeh.  4S> 


Diese  6l^lclNifi|(  giM  seebs  Wertbe  fSr  r,  wofoii  ab^  nur  ttvei 
)il  sind ,  wie  man  sich  leicht  Oberzeugen  kann.  Fflr  diese  Wetthe 
d  dann  wieder 

Die  Projektion  der  Bewegung  ist  also  keine  Ellipse»  dagegen 
t  sie  eine  grdüse  «nd  eine  kleine  Axe;  die  aber  den  eUipUsch^n 
bt  gleich  sind.  Dieselben  stehen  jedoch  senkrecht  auf  einan- 
*  und  sind  gegen  die  elliptischen  um  den  konstanten  Winkel 
geneigt. 

5  11. 

Bei  den  vorhin  betrachteten  Fällen  wurde  als  Babnprojektion 
e  Curve  sweiten  Grades,  resp.  eine  Ellipse  annfihernd  gefun- 
11,  deren  Brennpunkt  in  O  liegt,  tiir  welche  der  FIfichensatz 
t  und  die  somit  die  planetarischen  Gesetze  ziemlich  aoschau- 
1  darstellen.  Lamont,  von  dem  diese  Idee  herrührt,  mactito 
iron  im  Winter  lS53/5i  Gebrauch  in  seiner  Vorlesung  über 
^uläre  Astronomie.  Wir  wolleu  zUm  Schlüsse'  diee^r  ersten 
tbeilung  noch  den  Fall  betruchfen,  wenn  0=00,  d.h.  wenn  die 
gnetische  Kraft  seiikrecht  auf  die  Ebene  XY  wirkt. '  %k'\ki 
»  der  Fall  eines  in  Folge  der  Schwerkraft  fVeischwingenden 
ndels.  Die  beschleunigende  Kraft  in  der  Richtung  der  Anzicib- 
^  sei  '^Sf  so 'werden  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  der 
nrdinatenanfang  in  W  angenommen  wird: 

^=-H2A(x-/); 

-  ■  .    ••      '.     M 

raus  man  erhSit:  .  . 

dx^  4-  d%ß  A-  di* 

I  denen  c  and  t  au  elimihiren  sind.  Die  erste  Gleicbung ,  etbllt 
[i  Fläcbensatz  dar,  die  dritte  gibt  die  Geschwindigkeit  von  B 
seiner  Bahn.  Man  erhält  aus  der^  zweiten  Gleichung,  wei^i 
+  y*±sr*  gesetzt  wird: 

Theil  XXVIII.  31 
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BnhsÜtnki  nan  die«  in  die  dritte  Gletcheng  oed  b—wikt,  d« 
rdrsixdx'^ydy,  eo  geht  dieselbe  fiber  io: 

Ans  dieeer  und  der  eretea  Gleichung  dt  eUninirt»  gibt 

Man  fQhre  Polarcoordinaten  ein: 

j:=rco8o»y    y^^raiBio; 
ao  geht  obige  Gleichung  fiber  in: 

woraus  man  m  allgemein  darstellen  icann.  Wir  betrachte  ikc 
blös  den  speziellen  Fall,  wo  die  Schwingungen  sehr  kldi  M 
•o  dass  man  i^  gegenüber  i^  vernachlässigen  darf;   dann  «W 

oder 
so  dass 

und  wenn  noch  r*  neben  /*  ▼emachliseigt  wird»  durch  EfiniH 
▼on  dti 

oder,  wenn  die  GrSsse  in  der  Klaoimev  in  awei  Faktöeen  sericsti 
«%//  dr 


<ios= 


Setzt  man  der  KOrze  wegen 


I  einei  magnetischen  Pendeis.  467 


rird  durch  Multipiication  dieser  beiden  AusdrQcke  mit  einander : 

9  *     V9 


ass  nun: 


abdr  ,         .   6Vii«-r* 

»    woraus  o^v-hArcsin 


Das  Maxiroam  von  r  ist  offenbar  r  =  o.    För  diesen  Werth  sei 
0,    aUo  v=:0,    so  ist  hieraus: 


610(0  = 


108  schliesslich  I  wenn  die  rechtwinkligen  Coordinaten  wieder 
eführt  werden: 

^  +  4«  — 1, 

Bleichung  einer  Ellipse»   deren  Mittelpunkt  in  B^ ^   senkrecht 
r  dem  AnfhEngepunkt  ist»    wie  bekannt. 


.    §.  12. 

Im  Bisherigen  wurde  nur  je  Ein  Pol  der  beiden  Magneten 
cksichtigt.  Es  soll  nun  noch  kurjs  die  Berechnung  aufgestellt 
eo  für  den  Fall,  dass  beide  Pole»  jeder  als  Punkt  betrach- 
in  Betracnt  kommen.  Alsdann  haben  wir  zwei  Abstossoogen 
zwei  Anziehungen»  nfiniÜch  (Taf. VI. Fig. 7.): 

▼on  il  nach  l>y  Anziehung  = — ^^> 
von  A  nach  C»  Abstossung  =  -f  j^  9 
von  B  nach  C»  Anziehung  =**  d^» 

von  B  nach  D,  Abstossung  ==  -|-  "jd^  ' 

be  wir  näher  bestimmen  wollen»  f&r  den  Fall,  dass  In  der 
^  D  mS  Ä  DUlt. 

81  • 
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§.  13. 

AbstossuDg  von  A  nach  C*  Die  Redaktion  seekieditai 
die  Linie  DO  gibt 

COOff. 


Dies  auf  den  Punkt  D  redosirt,  gibt: 


Hfl' 


■m 


Es  ist  non: 

AC*  =  /•  +  (/— a)«— 2/(/— o)cosy 
und 

co«y~l      2^,     co8/3-JC-V/«+(/-a)«-2/(/-fl)c»? 
und  somit  aUo  die  Aliatossang  von  A  nach  jD  gleich 


f*K 


«»/+  Ä*(/-o) '  V  a«/+  Ä«(/-^ ' 


Anziehung  von  ^  nach   C.    Wird  dieselbe  anfdiefi^ 
tung  von  A  nach  A  reduzirt,  so  erhält  man  auf  ftbnliche 


Die  Abstossong  von   B  naeh  />  winder  ebenso  as/ 
nach  Z>  reduzirt,  gleich 


j»^' 


ljV^4(/«-6«)-(^^)'fi« 

$.  14. 
Die  Gesammtanziehong  von  il  nach  />  ist  sonach 
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,       il-a)R        ,       >M^      V4(/'-6«)-(^7l^ 

die  Bewegungegleichangen  sind  demnach,  wenn  man  noch  die 
»ehung  der  Erde  berOcksicbtigt : 

d^x     xT     ^ 


§.  15. 

Als  Spezialfall»  der  wohl  in  der  Prains  der  brauchbarste  ist, 
l=a9  d.  h.  der  bewegliche  Magnet  hat  seinen  einen  Pol  Im 
liängepankt;  dann  wird  blos  noch 


Gibt  man  dem  Pendel  eine  Kreisbewegung,  und  awar  macht  man 


«=«Vm- 


verschwindet  auch  das  zweite  Glied  in  7*,  und  es  tritt  der 
(ressante  Fall  ein,  dass  dann  blos  noch,  wie  beim  einfachen 
^netiseben  Punkt, 

•  T — —  — 
•  AbkflrzuDg  wurde  h  für  fi^ii'  gesetzt. 
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80  ist: 

sincsin  £  =  sin  6  sin  C  =^  sin  A| , 

sincsinJ  =sina8inC  =:8iDA29    }   .    .   .  (1) 

sin6sinil  ssinasinfi  =  sin  A3. 

Multiplizirt  man  die   zwei  ersten    Gleichungen    ond  dividirt  da> 
Produkt  durch  die  dritte  Gleichung»  so  ergicbt  sich: 


oder 


sin  b  sin  Csin  c  sin  A       sinAiSinA^ 
sin  6  sin  2I  *"       Btnk^ 


,    ^     sin  A]  sin  A« 
8incsinC=- 


ebenso  sin  6  sin  fi = 


sin  As 

sin  Ai  sinAg 

-.       , 

sinA^ 
sin  A^  sin  A3 


sinasinil=: i— 7- 

sioAi 

Sind  daher  die  drei  Hohenperpendikel  nebst  einer  Seite  oder  eeei 
Winkel  eines  sphSrischen  Dreieckes  bekannt,  so  kann  manbeöf^ 
uhgsweise'  entweder  einen  Winkel  oder  eine  Seite  mit  Holfe  ^ 
Gleichlingen  (2)  finden. 

jpividirt  man  in  (2)  die  erste  Gleichung  durch  die  zireik.s 
ergiebt  sich: 

<  sin  c      sin  C       sin  A« 

8in6      siu^      sinAi 

»s.  .„.k  sinc_sinC  _sinAi    ,  . 

wie  aucb  -r—  :^"i — i  =   »   »   »  }       ' ' 

sma     siQil       sinAt 

sinA  _  sin^  _  sinAi , 
sina      sin^^'sinAa' 

d.  h.  die  Sinusse  zweier  Seiten  eines  sphArischen  Dreieck 
stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  mit  den  Sinussen  der  ili^ 
sugebGrigen  Huhenperpeodikel. 

Ferner  ist:  i       .       .. 

eos^i  =€08  A^ain  (i(  7- fii)  =:cosA|  8io(C— *  Q), 
cosAsscQsAiSinili  =:cosAaS>nQ« 

cos  C  stcosAi  8in(il  *-  Ay)  =:  cosAiSinaBi ; 
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18  folgt: 


cos  hl  sin  Bi 

co»h%  ""  s\n(A — AiY 

cos  kl BlfiCx        » 

cos  As         SID^i  ' 


(4) 


ber 


•       sin  Bi  sin  h^  .  sin  (a  —  Ci)  sin 6 sin hx 

8io(yl— i^i)       sina  sin  6  8inasin(a«— Hi) 

und  setzt  man  in  diese  Formel  aus  (3)  f&r  -: —  den  Werth 

Bill  O 

,    SO  folgt: 

j 

siJiBi  sinÄ|         sin  6| 

sin(il — Ai)  "~8inÄa*8in(a — ii|)* 

endlich  dieses  Resultat  in  die  erste  Gleichung  in  (4)  gesetzt, 

t: 

cos  Ai sinAt  •       sin  6| 

cos As~^.  410  A^  *  «in  (a  —  ni) 


tgAg  .         sinftt 
tg^  '^  sin(a-«i)* 

tgAs  _  sin  C|  . 

tgA|       sin  Ol  ^  ' 

tgAg      sinC| 
tgÄi~sinA, ' 

Gleichungen  (4)  und  (S)  enthalten  die  Relationen  zwischen 
Huhenperpendikeln,  den  von  ihnen  gebildeten  Winkeln  und 
menten  der  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes. 

Sehr  einfach  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen: 

sin  Ol       _^        sini<| 
8in(6^(M  ""  8in(Ä— Äi) ' 

sinA| sin^i 

•  ^■■»     •     ' ^^     ••••    D*  8*  w»      ■ 

sijnci:.     sinCi  ; 


180 


>i  .  I  •     «... 
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Aus  der  bdumnteii  Formel 

cos  A  -^  cos  JB  am  C 

cosas; 1'^  . — 5r> 

amBBinC 

folgt: 

cos  a  sin  fi  sin  C  —  cos  A  =3  cos  .ff  cos  C  • 

und  vreon  man  diese  Giekskung  qasdrirt,  so  ist: 

cos'aslii*JBsia*C— 2cosacoBilsiniSsin  C+  cos^A  =  cos'ffcos'C. 

welche  GleichuDg  sich  leicht  auf  folgende  redncirt : 

sii^*£siD>Csin<a-|-2cosacos^BiDBsinC-i-sinM  =  8iD*^+8u*C 

Verbindet   man   diese   Gleichang  mit  jenen,   die  in  (1)  and  (1j 
vorkommen 9  so  ergiebt  sich: 

sin«*,    •  -.    .0  -^  siniLsjnÄs.sin^Aasin**,     sinH^-fsia^ 

-7-a— .sin*A-+2co8acosif.  — e^r — H  .  g^    «  ^  = ^"4 — '' 

sin'a  sin'a       sin^*|Sin«a  sm^a 

• 

and  daraus  ist: 

^     sin^A,  (sin^4sin*A3)--sin>AsStfi«A8(l-|-«in*A|). 
cosacosJ  = 2s]ti^sinA2siDA, ' 

ferner  folgt  aus  (2):  ^0 

,     .       sinAtsinX, 
sinnsin^  =  — ^.w    •   > 

« 

Wird    diese   Gleichung   von    der    vorhergehenden   subtrabirt,  » 
erb&lt  man: 

cos  a  cos  A  —  sin  a  sin  A  =  cos  {a  +  A) 

_  mtflhi(»iuH^'^»\nVi3)  -  (1  +sin«A|  )sin«Aa8in«A,-2sioAi  sin«A,sioS 
"^  2sin^isinAftSin'A8  ' 

Sobstltairt  mtn  diesen  Werth  von  cos  (a  -^  A)  in  die  Formel 

a  +  -4       l+cos(a  +  il) 
cos«— g—  = 2 • 

so  ist  nach  einer  leichten  Rednctiou: 


Skr/0  an:    Zur  $phari8Chen  Trigonometrie,  476 

Aach    kann    man    in    die«e    Gleichung    anstatt     1  -|-  aln  Af  . 
2sin«(45H^)  setzen,  also: 

cos  — ä —  i 

A      [(®) 
1     4/  [«lnAi(8loA9+sinÄ3)]«-[28inf a»«nA3 .sin«(45Hif )]  i 

2sinA|  8inA28inA3  ' 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  (7),  so  kann  nach  demselben 
erfahren«   wie  cos— ^ —    gefunden   wurde,    die^  Gleichung   für 

8 — ö —  gefunden  werden;    dieselbe  ist  folgende: 


cos-g- 


V 


[bidAi  (siDAa-|-siiiA,)]>-[^>'>^in^«n*(45<'-  ^)]* 


*.      '<»'> 


2sinAi  ^  sinAssinA4 

Auf  dieselbe  Weise  entwickelt  man  auch  die  Gleichungen  für 
s — ö —  ^"d  cos — 0 — • 

Somit  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

adM 


COS 


1 


V 


[8iDAi(8ioA,-|-6>nA$}]'-[2siDAa8inA,8in>(450dbf)T 


28inAi  sinAasiDAg 

6±Ä 


cos 


V 


2 

[8inAa(8inAi+sinÄ,)]«-[2sinAtsinAgsin«(450±^]«  ( 


'28inA3  '   sinAisioA} 

c±C 

€08— 5 — 

j      A/[sinAj(8inAi+slnA^]«-[2sinAislnA^in«(46o±^)Pp    ^ 
'28inAs  "  sin A| sin A, 
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Um  noch  diese  drei  Fonneln  für  di^  logaritbmiaclie  Berec^ 
nung  einzurichteo»  so  setze  man  etwa  in  (9): 

sinA|(8inA2-|-sinA3)=2sinAi.6in-^-Ä — cos^a  ^  =  gin{ 
und- 

Ssiil  A»sinA,stD<(450:Jb  ^)  =:mdi7; 
daraas  bestimmt  man  |  und  97,  wo  dann  (9)  fiir  das  obere  ZeicbiBio 

eo82i^c---i—  4/»'"*^'*'«'°*^^      ^      A/"sin(Hn)w°S-^^ 
2         2sinA|  If     sinA^siDAs       2siDA]  If  sfnA^sioii, 

übergeht,  welche  Formel  einer  Ibgarithmischen  Behandlaog  (^ 
ist.  Aof  dieselbe  Weise  verfUhrt  man  mit  (10)  und  (11).  Milb 
kann  man  mit  Hülfe  der  Formeln  (9),  (10)  und  (II)  die  dre  Sei- 
ten und  Winkel  eines  sphärischen  Dreieckes  aus  den  gegebese 
H&henperpendikein  finden. 

Offenbar  können  in  speziellen  Fällen  die  Hohenperpefilkd 
sowohl  mit  den  Seiten,  als  auch  unter  einander  verschiedew Ri^ 
lationen  bilden»  wobei  ich  auch  einlgB  anführe. 

1)    Es  sei  Aa=:A,,  so  fibergeht  (9)  In: 


cos 


^-  =  ^^  \rsin«Ai  -.sin«A,sin*(45o±|),    (li 


und  ans  (10)  und  (11)  erhält  man: 


cos 


6i:g_>l/'(>mA|+6mAa)«~shi»A|(lJ:smiy« 
"T"""*lf  sInAisinA.  '  ^^' 


.^.c±C_,4r(«m*i-t-»iP*2)^-«in«A,(lJ:sinA,)>    ... 
cos     2     -4\  sin  Ai  sin  As  ^"' 

In  der  Formel  (12)  bleibt  der  Werth  iur  cos    ^      diu  daoa  red 


wenn 


Ist. 


smA«  >  1 -^r-    ^^^  stllA.  <  y-i — r-^ 

*      4  —smAj  ^  ^  I  +  smAi 


2)    Für  As=A^==|  ergleht  sich  ans  (13),  (13)  mk  (ify 


cos 
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tt±A 


=s-in;V'""'*»-«"*(«"±T>' 


co8-^  =  4\  iÜ^ÄT"'* ' 

c±_B_    tAginAi  +  D«  -  wn«A,  (1  db  1)' 

llVeil  die  zwei  Formeln  (13)  nnd  (14)  identisch  sind»  so  ergiebt 
leicht  daraus,   dass 

6  =  c  und  B^C 

Mithin  ist  das  sphärische  Dreieck  gleichschenklig  und  die 
den  an  der  Basis  liegenden  Winkeln  auf  die  gleichen  Schen- 
^ezogenen  Hohenperpendikel  haben  eine  gleiche  Länge,  was 

in  einem  ebenen  gleichschenkligen  Dreiecke  stattfindet. 

3)    Wäre  A|=As=A8»  so  ist  offenbar  aus  (2): 

ar=zb=^c   und   A=.B=^C, 

\t  sind  die  drei  Hrihenperpendtkel  eines  gleichseitigen  sphä- 
len  Dreieckes  gleichlang,  was  ebenfalls  eine  Analogie  zwischen 
ebenen  und  sphärischen  gleichseitigen  Dreieck  bildet. 

Für  Ai=*4=*8=90o  ist 

.  cos  ^i^  =  Vi— sin*(45«+45«). 


a  +  A  =  lSO^  und   a— J=0, 
lieh 

a=Ar=W^  und  ebenso    6=f ^=^=C=^9(K>. 

r 

Wenn  man  in  der  Gleichung 

sinA|=sincsin^ 

reder  sine  durch  Ae  drei  Winkel  oder  sin B  durch  die  drei 
en  des  sphärischen  Dreieckes  ausdruckt,  so  ergeben  sich  die 
ichungen : 

sinA|  (15) 

1      . '. 1 

fn^V--co8i(ii+Ä+47)cos4(il+Ä-rC)cosi(ii+C-i?)cosl(Ä+<?-il) 

l   ,r—- ■■ 

f— V8ln4(a+6+c)8inK«+*-!«)«y>4{«+c— *)«ln4(Ä+c— a). 
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kt  das  Dreieck  gleichschenklig»  so  dass  s.  B.  6=e,  ay» 
auch  B^^C  ist,  so  ist:  , 

sioAj  =^-3 Y  -  cosKJ  +  2«)cos{<2Ä— J).ais«^ 

w 

=  jjj^V  8in4(26  +  «)«int(2Ä-o).8in«f .  ^ 

« 

sinA,= — ^  Y  — cos(i?+^)  cos  (^  —  5)       (»^ 


oder 


2sing^ 


2siii^ 

Id  diesem  Falle  ist  h^^^h^^   uod  daher  auf  dleseihe  Art: 

.  sinAs=^sinA9  (T 


=  — ^-g  y  -cosCÄ+^)cos(B-^ )  =  -^  y  sm{b\'^xTi{h\ 
Ssin-^-  28105 

Sei  noch  ii=:6  =  c,  alsdann  ist  auch  A^B^^C;  mithin  en;irf 
sich: 

sinA|=sinAa=sinA8=        ^w  — coSq  g=       ^W  Bin^,  (r 

2sinn  ^     2sin^ 


in  c;  daiil 
Smmen,  v' 


Setzt  man  A  ==  90^,  so  fibergebt  h^  in  6  und  A^ 
die  snr  Hypotenuse  gehörige  Buhe  A^  noch  so  bes&nmen 
man  erh&lt: 

(19) 
i^==Y --cos(46+^)co8(46+^)^^ 

=  4V— sin(Ä  +  C)sin(i?—C) 

=:=  i  Vsln  (6  +  c)  sin  (6  -  c). 

'  t     Wa#  nnn  die  Entfernnng  'des  Punktes  O  von  den  drei  Seil 
anbelangt,  so  setze  Ich  0£=:fii9  OF=fis»  O()r=:^;abdaoii'fc 

•  lgfiisrtgB^slda^\: 
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ber 

_-  cotff  C 


^flkl 


so   folgt : 


*8<*i  =  57^-cötgficotgC, 


coaa 


(20) 


^beo  sb: 


'"  ^^  ^  -^^^  ^  o6tg  C ,  (21) 

!$etzt  man  in  diese  Gleiciiungen  anstatt  der  Cosinusse  der  Sei- 
lie  ihnen  angebßrigen  Winkelfunctionen ,  so  ist  nach  der  ge- 
;eD  Redaktion: 


daraus : 


so: 


sin  (hl  —  fi| )       €08  ^ggsAt 

sinfi|        "~  cos  ß  COM  C  *  ^^ 

sin (^  —  fta)  _^  cosÄCosÄa  .«- v 

sipf*a     .  ■"  cos-^lcosC  '  ^    ^ 

sin(^  —  fta)  _  cos  C  cos  A,  . 

8infi3       -  cos Jl cos»-  <25). 


. '  • 


§.2. 

Halbirt  man  die  Seiten  a,  b,  c  des  sph&rjscben  Dreiecics  ABC 
:  VI.  Flg.  fr.)  ond  errichtet  In  den  Halbiriin^spunkten  D,  E,  F 
Normalbögen  OD=pi,  OE^p^,  OF=p^;  so  ist  der 
:hschnittspankt  dieser  Normalbögen ,  0\  der  Hittelpunkt  des 
)as.  Dreieck  il^Ci  beschriebenen  Kreises,  wobei   0'B=(yc 

VA  =  q  Ut. 

Setzt  man 
^<yBC^4^(yCBr=rB,,    ^(yAC=.^0'CA.:zA^ 

^B&Ci^^,    ^AO'B^^l  ^A(yC^X\ 
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8Ö  ist  leicht  zu  erweisen,  das« 

uDd  C—  Äj  =  il|  =  — T-H 

ist.    Wenn  man  aas  dieser  Gleichung  In  die  bekannte  Formel 

den-  Werth  Rir  Bi  sobstitairt  ond  dann  sins*    mittelst    der  im 
Winkel  des  Dreiecke^  ansdrflckt,  so  folgt: 


Nach  deoMelbeD  Terfabren  gelangt  man  x«  dea  Gleicbongea: 


tg|».=  tSi(^+C-Ä)Y  siiAHlnC •<*' 


tg^.tg«.+B-C)V^:^^^±^:^^-±«=e.(. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  aus  den  drei  Winkeln  des  spün- 
schen  Dreieckes  die  Abstände  des  Mittelpunktes  des  nmgesckie 
benen  Kreises  berechnet  werden  können. 

Es  lassen  sich  folgende  Gleichungen  ganz  einfach  abieites: 

m  fl  tj;  C.»a»»  2  ^ 

cos^  =  cosh-  sin Bi ,    cos^ = cos  gsm  (B -^  Bi) ,   co8|=zGos^6ii;i . 

verbindet  man  diese  Formeln  mit  jepeo  in  (26)  .und  suhstiinirt  & 
die  Cosinusse  der  Seiten  die  bekannten  Winkel -AusdrGcke,  f^ 
ergiebt  sich  nach  gehöriger  Redu9|ion: 

cos2=«n4(ß+C-il)\  sini^sinC ''^ 

cosj =«oUi<+B-C) V  sin^sieJg '  ^^ 

cosj=sinU^^■0^il)V  ^-«V^-^^^y'^il^^.  (« 
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ie  man  üub  ans  deo  gegebenen  Winkeln  des  Dreieckes  die 
lungeD  des  Pnnktes  O'  von  den  Seiten  bestimmt  hat,  so 
sich  auch  die  drei  gleichen  Entfernungen  des  Poaktes  (V 
o  Ecken  A,  B,  C  des  Dreieckes  sowohl  durch  die  Win- 
Is  auch  durch  die  Seiten  ausdrücken.    Denn  es  ist: 

cotgp=cotg/»iCos^sscotg|^cos|  =  cotg/^cos^f       (33) 

snn  man  aus  den  fr&heren  Gleichungen  flir  pi   und  ^  die 

3  substituirt,  so  ergiebt  sich  nach  einer  leichten  Reduktion 
rmel: 

(34) 

coBi(A  +  B+C) 
— co8i(ii+i?+(7)co8i(il+Ä— C)cosi(ii+C— il)cos4(Ä+C-i)* 

id  die  Seiten  des  sphärischen  Dreieckes  gegeben,  so  lässt  sich 
Formel  mit  Hälfe  bekannter  Gleichungen  der  sphftrischen 
ometrie  leicht  auf  folgende  bringen : 

(35) 

2sin5.smö*sm^ 

V  sin  4(a  +  6  +  c)  sin  i(a  +  6 — c)  sin  i(a  +  c —  6)  sin  (6 + c— a)* 

enn  die  drei  Abstände  Pi»  p%»  Ps  nebst  einem  Winkel  des 
kes  bekannt  sind,  so  lässt  sich  das  Dreieck  auflösen.  Denn 


t  folgt: 


s1np9=rsin^sin(i4 — Ji), 
sinpa  =  sin  q  sin  Ai ; 

sin(i<— '^t)  _  sin/ig 
siuili       "^  sinp2 


riüA  cos  Ji  —  siniit  cosi<  ^  siup^ 
BinAi  "^  Binp^* 

*^*«^»- sinftsinil     ' 

iber  cotgil|S=singcotgjp^  ist,  so  muss  auch 

11 
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,  b     siii!0«cosi#<|-^i>|%  ' 


wd\lX^    vftfCt 


2  cosp^elnA 


0iiadrirt  tM»  Me^&Gtemhntg,  «o  folgt  t 


i«^tf0«r  itfatf  ärhSft: 


w 


4  cos'jpa*^^*^ 


I 


OB 


II        II 


91 
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Itoer  GleichaDgen  bedient  man  sich  hauptsächlich  dann,  wenn 

lern  gegebenen  Winkel  ge^enObe^Kegende  :Slptte  gesucht 
SoHte  hkiMiAiine  Seite  gesucht  wenden,  welphe/dem  gf^^- 
Wlnkel  im  Dreiecke  nicht  gegenüber  liegt,    so  iSsst  sich 

Doch  ans  £a]  eine  etwas  einfachere  Formel  herstellen.    Jbenn 

»rmel  (a]  taalet: 

,   6       sin  «2  cos  2I -f  sin  00 

sin;»  =  r^-vi — — » 

enn  beiderseits  die  Einheit  addirt  wird,  so  folgt: 

'       2  cospadn^   . 

er  \  -h«laxc32sin^5-f  <l5<'j  ist,   so  jnuas  auch 

r 

wi.^5  +  45« j=     co«y,Bin>l  ' 

« 

\2  •        /      ^  sin^cospa 


Hieraus  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  zur  Bestimmung  der 
6  ausser  dem  Winkel  A  nur  z\yei  Abstände  p^  und  p^  er- 
lidi  Mid* 

urch  Vereinigung  der  Formeln  (38)  mit  (36)  ergiebt  sich  leicht : 

cos  Q  (40) 

jVsinUil+|Jta4Ä)si*i(ii-^-^3,)«o8i<il+/i4-pi)cosi(^-pa+^ 

i  V  sini(i}+pi  4|>a)«»U^*/>i-Äicosi<i?+i?j-iycosi(Ä-Pi  -tft) 

rvVW4(C+p,+/^a)sin^C-Pi^)cosKW4h--Pa)cosi(C-Pi+^^ 

1  einem*  gleichsch enfcWgten  Dreiecke  sind  offenbar  die  zu  den 
len  Schenkeln  gehörigen  Abstände  des  Punl^tes  O'  einander 
i;  ebenso  sind  in  einem  gleichseitigen  Dreiecke  alle  drei 
inde  des  Punktes  Cr   vpn  den  Seiten  unter  einander  gleich. 

»t  das  sphärfsehe  Drdeck  reditwhiklig,  so  verwandelt  sich 
'ormel  (27)  Hk  folgende,  wenn  Asz90^  gesetzt  wird: 

32*  ^   •  '  * 
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äüTSÜBÜ 


*«=<^-«')V- 


oder: 


Ferner  folgt  «»  (28)  und  (29) : 

(43) 

tg|»i  =  tg(48« j-)\  jij^^ 

Ä_  r  4 /  -«WC460 + ^4^)  alii(460  _  £z^ 
tgp,=tg(48o  +  £^)V  TäSÄ 

Die  Gleichungen  04)  nnd  [a]  gestalten  eich  so  naehfolgiids 

2.co«(45o  +  ^Y^ 
**^'~V-coe(Ä+^)cos(Ä-0'  [  la 

.  6      ein  ps 

Endlich  folgt  ans  der  Gleichnng  (37)  die  Gleichong  Or  £•  ftp 
tennae,  nimlicb: 

coa?  =  ^Viin(0Ö»+p,+ft)aln(9O«'+p,-j^    H 

= -— ^  Vcöä(j5J+^)M8(S^:^. 

Da  im  gleichaeitigen  apbSriachen  Dreiecke  ji|=|ia=:|i|  M,< 
folgt  ans  der  Formel  (27)  vregen  AssB=sCi 

SA       A 

Ana  (30)  •rhllt  man: 


}='**^V;gira?** 


a^  ♦-IM». 
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Aus  (33),  (34)  and  (36)  f^,  mit  BefOelttichtigviig  der  letzton 
nei: 

cotg^sicotgiit 


»  aach: 


tgpi:tg^=l:2.  (47) 


ZA 

coe-ö 


^^     ^4/  3^         ^^i:;^^  -CO.-5-.C0.5,  (48) 

€000*  w  — cos-^.coe-g       '5®*  J 


Sein^l 


*8^=77=r=S-  («) 


4  r  .    a      .3a 
w  siD  ^  .  sin  -sr 


Endlich  erhält  man  ana  (37): 


2eosa 
a 
coa  ^  = 


2-co.p..oV""(^+^H|-'^)         ^ 

COSpi  810  ^ 

bt    in   ein««   Dreiecke   a  =  As;e  =  M)i*,   «o  ergiebt  sich 
(49): 

aus  (47): 

tgPi=iV2. 


$.  3. 

Wenn  man  die  Winkel  A,B,C  dea  Dreieckea  ABC  (Taf.  VL 
10.)  balbirt»  und  die  halbirenden  Traaaveraalen  AO^t  BO", 
^  mit  Ol  9  Os,  Oy  bezeichnet,  ao  iat  bekanntlich  Of  der  Mit- 
nnkt  dea  In  daa  Dreieck  eingeachriebenen  Kreiaea.  Daher  aind 
b  die  Abatände  VDy  O^F,  O^E  dea  gemeinachaftlichen 
chachnittapanktoa  (y  der  Tranaveraalen  von  den  Seiten  unter 
»der  gleich.    Setzt  man  nun : 
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so  siod  auch  folgende  Gleichungeq  bekannt: 

AF=ÄE=mi  =  \{b-Ve—a),  \ 

C£=CD  =  «i8=i(o+6-c).  ' 
Wenn  man  in  die  Gleichung  cotgCi=cotg«i  .co«  j  flir  «i««^l 
den  Wertb  setzt,  nebst  dem  aiich  cos^  mittelst  den  drei  Seiia 


2 

des  Dreieckes  ausdrückt;  «o  folgt: 

.  ./*j_        ■  4 /  sin i(a  -t- ft  +  c) sin i(6  +  c-O. ^ 
cotgt>i  =  cotgl(6+c-a)\  giD6siae  '* 

elMBSo  ergiebt  sich: 

cotg»,  =  cotg4(a+c-6)\  • amaaiue  ' 

*  ./    tA     .  4  /  «'"  K«  -fr  ft  +  c)sin 4(a -f  ft— e)  „ 
cotge,  =  co^i(o+6-c)\  Big a sin 6  ' 

Hiermit  ist  die  Aafgabe  gelSsi ,  ans  den  dfei  Seiten  des  if^ 
sehen  Dreieckes  die  winkelhaibirenden  Transversalen  xn  fiata- 

,  A 

Wird  in  der  Gleichung  cotgr=^.^^^^^^_^^  diecot^fc^ 

die  drei  Seite»  des  sphärischen  Dreieckes  ansgediOckt,  aogiM 
man  nach  einer  leichten  Reduktion  zu  der  Formel: 

,       sinKa-frfe-frc) g 

COtCT — =r= —  ■■         — ■-■■■■  -■-■--  " .  — -.  im 

^      V"flini(a+6+c)8ini(a+6-c)sin4(a+c-6)«ioi(6+c-«) 


nun  ist  aber  auch 

6in4(6 +  c—a) 

2 sing  cos -5- cos Y 

mithin  kann  man  aus  der  obigen  Formel  Cfbenso  erhalten: 

eetgr  ^ 

^      A       B       C 

2coa-(r  cos  -s  ^fi*Tr 


V-co»i(^H|-Ä+6')cos4(il+B— f:)co»i(il+C-Ä)cosi(Ä+C--'' 
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ise  Formeln  '  «tl^lleo  die*  Relatioii0Q  vw .  swinohen  den  Seiten 
er  Winkeln  und  dem  Abstände. des  Mittelpunktes  eines  in  d^s 
bärische  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises. 

ßezeichnet  man  die  Winkel  A  0"F,  O^BD,  CO"E  mit  (»i,  m^  cos» 
ist: 

»1  +  »1  +  »j  =  iw^- 

;  nun 

,         r      .      X      cosa— cosr^cosrs 
cos  »i  =  cotgüi  tgr    und  cos  («a  +  (Oj)  = sinpa»iiY^ 

,  ebenfalls  aber 

CO8COi=COS[180^  — (llOsi-  »3)]  =  —  C0S((»4+  (Öj), 

rauss  aoch  ^ 

cos  V«  COS  o« — cosa 
cotirvi  tgr  = -, 7 ^ — 

in.  Daraus  erbSit  man  nach  einer  leichten  Reduktion  die  Gleichung : 

cos4Ei.=  sinvasiovacotgr^  [tgui  cotgr;jCotgr8'—  tgr].       (57) 

itzt  man  hier  tgotootgr^^otge,  =:=  tgSi,  so  (fbergcM  die  «For- 
sl  in: 

sino«stntvcotgei     .   ,.         ,  ,^^. 

icb  demselben  Verfahren  getangt  man  zu  den  Gleichungen : 

sinptsinoscotgoa     .   ,^        .  ,^ß, 

cos  6  = fc        .  sm  (la  —  r) ,  (59) 

cosrcosla  \»»       /•  \    / 

obei  tg  ^  =  tg  v^  cotg  v^  cotg  V3  ist ;    endlich 

sinpjsinracotgr,     . 

cos  c  =x = -T • »"» ($•  — r) ,  (oO) 

cosrf;os£3  ^^^-       '  ^     ' 

id  hier  iaK  tgg,  =:tg93Cotg.«|Cotgra. 

Mit  diesiBn  Formeln  lassen  sich  die  drei  Seit<|n  ^les  sphäri- 
shen Dreieckes  berechnen ,  wenn  ausser  den  drei  winkelbalbiren- 
en  Transversalen  noch  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  in 
HS  Dreieck  eingeschriebenen  Kreises  ^e^eben  ist. 

Ist  das  Dreieck  gleichschenklig,  wobei  a  =  6  wäre,  so  mos« 
ich  ej  :5  0a  %^\Vk\  dann  erhält  man  aus  (57): 


^cosr*  .^' 

cos  «  =  -r —  .  cos  (tg  — r) ,  (üT) 


sinr 


Bd  aus  (60)  folgt: 
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cose«cotgOg[tgf»a— a+tgr)8iii%,];  (O) 

ebenso  erhält  man  aas  (52),  (54)  and  (55)  die  Gleichoogen; 


cotg»! 


8in(a-f  ,^8ro(a— -) 
cotg0^  =  eotg(a— ^%/     ; : . 

«n(a+|) 
cotgr  = i-  r.  M 

In  einem  gleichseitigen  Dreiecke »  wo  a=:A=zc  ist,  massted 
«i^f%  =  ea  sein,  wofär  sich  die  zuletzt  entwickelten  Fofsdi 
(61),  (63)  und  (64)  in  nachfolgende  amwandeln: 

cos  ©1         . 
cosa=:  if^-cost^i  -»•)»  (® 


2sln*^ 
2 


woraus  noch  folgt :  sin  e^  =  -^  •  sin  5- ,  somit  sin  9| :  sin  4=  2. V3^ 

(67) 

•    2V*"2        F  2    f         *2    ^'"^ 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  (66),  so  ist: 

^^=i  oder   tge,=2tgr, 

also  tgr:tg9|  =  r.2. 

1         a 
Ebenso  findet  man  leicht  ^ior^wQ-tg^  oder 

sinr:tgA=^l:  V3. 
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Die  Whk«!  «i*  ^»  ^  ^nd  in  einem  gleldweitlgeD  Dreieekie 
oander  gleich,  dalier  betrSgt  jeder  60^. 

WeoD  das  sphfirische  Dreieck  rechtwinklig  ist,  wobei  ^=90^ 
tetit,  alsdann  erh&lt  man  aus  den  frflheren  Formeb  folgende: 

cotgvi  ==  cos  2  •  cotgmi  =  y2"^^*8l(*  +  *""*) 
«r  tgei=V2.tgKÄ  +  c— a),  (70) 

»icbes  die  Formel  ffir  die  den  rechten  Winkel  halblrende  Transver- 
le  ist.  Ebenso  erfaflit  man  ans  der  Gleichung  tgr=tgi^.8int(6'f  C'-a): 

tgr  =  8ini(Ä  +  €r-a),  (71) 

d  ans  (52).  ergiebt  «ich  gans  einfach ; 

B      C  ' 

2V2.C08-oC08^ 

V  — cos  {B  +  C)  cos  (Ä— C) 


5.4. 

Vergleicht  man  nnn  alle  in  $.  2.  und  §•  3.  entwickelten  Glet- 
angcD,  so  ergeben  sich  noch  einige  Relationen  swischen  den 
»timmnngsgrOssen  des  Mittelpunktes  sowohl  eines  eingeschrie- 
nen,  wie  auch  des  umgeschriebenen  Kreises,  fflr  dasselbe  sphä- 
«he  Dreieck. 

Betrachtet  man  zuerst  die  Seitenabstände,  sowohl  des  Punk- 
1  O'  wie  auch  iy ,  Ar  welche  die  Formeln  (27)  bis  (29)  und 
S)»  (66)  aufgestellt  wurden,  so  erhält  man  aus  (27)  und  (50) 
cb  einer  leichten  Redaktion : 

ABC* 
2co8  o  cos -2  cos  -o  •  tg4(A  +  C-^A) 

Pi  cotgr  s=    r  *  L    .  ■  ^     ""■   (73) 

^         Vsin  B  sin  C.  cos  \{A  ^B-C)con\{A^C---B) 

Ist  das  Dreieck  rechtwinklig  und  il  =  90^,   so  bt: 

* 

^       B       C^   rB+C    ^^A 

2cos^cos2  tgl  -^-46M 

*gPiCotgr=  ^ 


\  sini7siQC.sin(45o  +  ^^) 
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iMdÜr  bi»  gltfich^iMIfge«  IH«iatk»  wo  also  A^Bzs^C  irt: 

'  2co8»^.tg^ 

sin  ^.  cos -5 

folglich 

tg|>,  =  tgr.  (74) 

oder  pi=r,  vras  fSr  das  gleichseitige  Dreieck  voraosxoselieii  «v. 
Da nuD in (6^  tgsi  =2tgr  Ist»  SMut  iii«ss  aacb  ^Uspi  ^t^h^^ 

Bezaglicb  der  Abstände  der  Punkte  O'  und  O'  tob  Jea 
Ecken  des  Dreieckes  erhält  man  aas  (35)  nnd  (52)  nach  eiser 
leichten  Redaktion: 

2siB  2  sin  5  sioscotg^KA  +  c — a) 
tg^cotgri  =  y^3j„ft  gi^^gin  i(a  +  c  — 6)sin  i(a  +  *  — «)' 

In  einem  gleichseitigen  Dreiecke,  wo  a=  6  =  c  ist,  ergiebt«^: 

tg^cotge|=:l,  \^ 

also   p  =  Vi  >   ^as  ffir  das  gleichseitige  Dreieck  evident  ist 

Bildet  man  das  Produkt  aus  den  Gleichnngen  (34)  ondS. 
so  gelangt  man  zu  der  Gleiclong: 

*8  »»B»-  = Ä B C'  *^' 

2C08  jCOS-oCOS  rt 

Ii'erner  folgt  aus  der  Forme!  (55)  und  (35): 


tjsinäsin^sinx 
*S^*5''=    sini(fl+6+^ 


r*' 


Ist  a=,k^e»  so  folgt: 


tg^tgr  := 


2sinSA 


.  Sa 
sin^ 


Endlieh  sd.  noch  «=6=€s=9(y»»  so  ist: 

'  tgpcolgrss  V2* 


ikripan:    Zur  ^phärUeken  Triffon^^firte*  491 


'  ;  •  . 


»der 


cos  a  —  CO«  (f  CO«  2=  ^®*  h  ^®®  2  ""  ^^ 


2co8^co85=cosa-|-cosfr, 


iiithin: 


co8#i-|-co«6       cos  {(g-fA)  cos  i(fl— &) , 
cos<B= ^=  ^  » 

2  eos  2  ^®*  5 

ebenso  folgt:. 


J    ,. 


§.5« 

Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten  a,  6,  c  des  spb^' 
Bchen  Dreiecke«  i<lW7.  (Tif.  VI.  Fig.  JL)  mit  den  gegentoerlie- 
inden  Ecken  dieses  Dreieckes,  so  schneiden  «ich  beksiBBÜieb 
ese  Traneversalen  gemeinschaftlich  in  einem  Punkte  O- 

Setzt  mail  Bim : 

AD^ix,    BE^i^,    CFzpU; 

OD  =  fix,   OEr=zri^  OF=Y, 

>  auch: 

^CFB^fPi,    j^ADC^fHf  ^AEBtsxfp^', 
^CAD^Ax,    ^CBE^Bt,  ^BCF=^Ci; 

bdann  ist  im  A  CFB : 

c 
cos  a — cos  ig  cos  5 

co«^  =s . "^        » 

sin  (3  sinn    . 

od  im  A  AFCi  .    .  . 

coto  — ^  cos^-cos  q ' 

co8(1800— 9i)=— c<>»^  = ^ • 

sili^SiniC 

)urch  Gieidisetzting  dieser  Formeln  erbfilt  man: 


(81) 


cosa+cosc       cos;(a-f>)cos}(ft— c)  . 

«os«i=- ^= — ' 6 :•     •    <82) 

2cos^  co«^ 


•'•» 


cos  6  +  CO«  c  _  cosl(6  +.c)co«t(6— c)      ,        ^,^ 

2C0«3  CO»j       ; 


4n  8kri9en:   Zur  •pkärtieUn  Mgonameirie, 

Mitteist   diesen    Gleichungen    lassen    sich    aus    den    drei  SeHeo 
a,  b,  c  die  diese  Seiten  halbirenden  TransTersalen  berechne». 

Femer  erglebt  sieh  aas  den  behannten  Ganss'schea  GW* 

cosUa-ft)cosi(ii  +  6>^  ^a''^'"'^^^"^ 

e  sinC 


res, 


und  substitoirt  man    diese  Formel   in  (81)»    wobei   nodi  aaititt 
eosö  dessen  bekannter. Wiokelausdrack  gesetzt  wird,  so  folgt: 


sin(i<-f  g)4rcosi(i?-f  C— ^eosU^+C— ^ 
sin  C     1  sin  AbIüB 


•benfalls: 


*"■*•=     sinA     V  SiTZiSC '    ^ 

'^"'  -      siD^     V  sin^«tn  Ü <* 

Nun  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

sin  5  sin  C                                 sin  a  Mn  JB 
sinilts — r-z —    und  sinM  — ^i)= r-r — • 

woraus  foli^t: 

sin  Ai : sin ( J  —  ^|)  :=  sin  C: sin  fi ;  (ST* 

auf  fihnllche  Art  findet  man: 

sin  Bf :  sin  (I?  —  ir^)  =  sin  C:  sin  i4 ,  <ß} 

slnCi  :md(C — Ci)  =:sinA:sini4.  (S9\ 

Es  wird  daher  jeder  Dreieckswinkel  mittelst  der  seitenhalbirci 
den  Transveriuile  in  swei  solche  Winkel  getheilt,  deren  Siootfe 
sich  XU  einander  so  verhalten ,  wie  die  Sinnsse  der  auf  dersellMi 
Dreiecksseite  mit  ihnen  anliegenden  anderen  Dreieckswinkel. 

Multiplizirt  man  (87)  mit  (89)  und  vergleicht  die  so  enistu- 
dene  Proportion 'mit  ^8^,  so  gelangt  man  zu  der  GlddiuBg: 

sluilisin Qsin(J}-iri)^sln  jrislD(C-Q)sin(il-^,)s=a  (^ 


SMi^inrnn:  Zur  $pUrtieh£n.Jti99mmtfi^  4M 

eiche  bloss  die  Relationen  swiscben  den  Wiokelo  eDtbllt,  die 
Nt  den  Transversalen  ans  den  Dreiecksirinkeln  gebildet  wurden« 

Aus  (87)  ist  auch: 

sin(^- Ji)       sinJB 
siuili       ~sinC 

COtgi«!  =  COtg  A  +  jrj^  ,  (91) 


1er 


lonso: 


■ 

cotgi?,=cotgB+^,  (92) 

'V 

COtgCi=COtgC+jrj^-      •  <98) 


ind  daher  die  drei  Winl^el  des  Dreieckes  bekannt«  so  kann 
it  diesen  Formeln  auch  die  Winkel  An  Bi,  Cx  finden. 

Es  Ifisst  sich  aus  den.  Dreieeken  BOD  und  OAE  sehr 
cb  die  Gleichung 

h 
sm^  sin  x»i 
Gleiten;   da  jedoch  sln9)g  = r —  ist»  so  wird  auch: 

?!=4^=^=2cos|, 
sin  Hx  2 


,  •  k 


•  =s  £  cos  5"  • 

siuf},  2 


V«  diesen  Gleichungen  erh&lt  man  leicht  folgende:.. 

eos^T^Seoss- 

■  «•*«*= — sir% — '  <«) 

•*^*" — "ssa —  •  ^ 


4iM  Mripan:^  Zw  ipUnUkeM  M^ommetru, 

.        .  COBtt  +  2C<HIJ- 

eotg„= j^ .  (97 

Eodlicb  ergiebt  sich  d^oh: 

61111^^  sin  ^'     siDijs'^'sin^'     sini^s'^siii^* 

Ist  das  Dreieck  gleiebscheniklig,  so  verwandeln  sidi  ginia« 
facb  die  hier  entwickelten  Formeln  in  nachstebende,  wenn  isl 
gesetzt  wird: 

cosd  ^  .      cosa  +  cosc  ^ 

C0S<3  = ,      cos  Ig  =  cos  <|  SS f  (Wj 

.cosg^  2cosJ 

ebenfalls 

B\nCi\AhiC^Ci)^BhiA:B\nA, 
daber 

i^  Ä=  C — *  <i « 

mithin  ßillt  die  basisbalbirende  Transversale  mit  dem  sor  Biii 
gebSrigen  Perpendikel  »uemnien.    Weiter  ist  auch  ans  (Sßji 

cotg  Vi  =p  1  ^-cotgC  = -^^ .  I 

Wenn  aber  ifzszb  =  c  ist»  a»  folgt  aus  den  obigen  Formeln  {■ 
einfach : 

^                 .                 ^           COSfl           COSif  ,^ 

COSfi=:COS<|S=COS^:= S=  -T.  (IW 

Scos|       •in'2 

Endlich  ergiebt  «eh  für  ein  recbtwinldl^^es  Ureieek,  wenact^ 

iÄth^OO  gesetzt  wird»  da  oos«s:Cos&  dose  Ist: 

•     < 

c  6 

cos^  ^  ScosAcosö»    €Qai^^ap:,2.l^accos5»         (1 

welches  die  Gleichungen  sind  filr  die  Trainsversalen  den 
angehOrig.    Ebebao  ls< 


I  >  « 


•         •    ,./'•••••      •     '  «I 


.        sin  C 

Ist  noch  a=:6=c=fi(r,  #o  ist  offenbar  ancb  1^=^=^^^ 
und  cotgi^  =s  yS.      ;^ 


] 
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./'■•!•  .  '«./»•     '1    ',   I  1      ^        .J 
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tehende  Noti*  isC  mftr  iar  TeröffentlichaDg  sngetandl  wordefl. '    CL 

New  Orfeaws;  F«hruary  16^  iSSM.  - 

i'he  undersigned  irould  re^ectfuITy  ioTÜe  the  attention  of 
imentors  to  the  foHowing 

AntaKCAtiiii^  elecivlciil  eKFertoftcnt« 

i'rom.  ^  tfondoetor  .4>f  an  eiefitfical  macbine  aMpend  by  a 
or  cabatei  4  amall .n^taUic  ball  (pne.or\T<Md'Covere4  i*^tb 
>il),  am4  .ttoder  the  ball  place  a  ratbaf  wUa  m^taitic  baaia 
inin^  aonit'  oU  ef  tarMiUioej  at  tbe  dieUnce  eC  about  j  Ipcb. 
i  handle  of  Ibe  macbine  be  now^  lained  alo^vly,  t^e:  iiqnid  i^ 
basin  will  begin  to  ino?e  in  different  directionsy  and  form 
uools.  As  the  electricity  on  the  conductor  accumulates^  the 
led  liquid  will  elevate  itself  in  the  centre^  and«  at  last»  be- 
attacned  to  the  ball.  Draw  off  the  electricity  from  the  con- 
r  to  M.  the  Tiquid  ? eaame  ita  pDsitidn :  a  portlan  o(  the  tnr- 
ne  remains  attached  to  the  ball.  Turn  the  handle  again  very 
y,  and  observe  now  the  few  drops  adheringto  the  ball  aasume 
lical  aharpe  wllh  the  apex  dowoni'ards»  ^hUet  tbe  liquid  ander 
sume0  ako  a  eooieal  abape»  the  apex .  mpwarda  ^  until  beth 
.  As  tbe  liquSif  doea  wmi  accumulate  oo  tbe  ball,  tbcnna  mnat 
Bsarily  be  as  great  a  current  downwards'as  upwards»  giviog 
:olunin  of  Uquid  a  rapid  ckeular  inetioa»  which  continuea  untu 
siectricity  from  the  conductor  is  nearly  all  discharged,  silently» 
ntil  tt  t»  diaobargad  by  a>  apark  deacandteg  iato;  the  llqaidi 
same  phenomena  take  place  with  oil  or  water.  Using  the 
r  liquid  9  the  ball  moal  be  brought  Much  nearer,  or  a  mach 
ter  qnantity  of  electricity  ia  necessary  to  raise  it. 

Those  who  had  occasion  to  obaerve  the  subtinife  pbehonlenan 
water- apout,  will  at  once  perceive  in  this  experiment  a  faltt 
ninature  Fapreaentation  of  the  gxa4Ha|*  ..forma^ion,   progreaa, 
breaking  up  of  tbat  grand  phenonienon. 

If,  in  thi9  cftperfiWitt/  we  UX  th6'^(>VR's^lÄ^  fö  hxA  fro,  the  little 
<r-spaat  mUiravel  over  ita  roioature  aea^  carmng  its  whiripoola 
?  mth  it  mtero  tt  breA^  trp,  a  portloit  <i\  tbe liqäd,  And  Witlj  It 
hing  it  may  contain,  remains  attached  to  the  ball.  The  fish»  aeeda» 
»8,  etc.  etc. ,  that  have  fallen  fo  the  earth  in  rain  squalls,  may  have 
1  their  elevation  to  the  clouds  to  the  same  cause  that  attachea  a 
dropa  of  the  liquid,  with  its  particiea  eflmpuritiea»  to  the  ball. 

It  v^  «^eli  koöwi»  that  water- sponta  geaerally  form  'eb  bot 
mer  daya  in  aootbern  climates,  atrd  kf  so-cillra^  deadcalDda; 
never  form  oii  rainy  daV^a,  nor  m  frtndy  tveatb^r.  tf>  In  o|ir 
sriment/we  bloW  upon  the  äurface'of  the  liquid,  tbedi^harge 
ke  electricity  from  the  ball  ia  thereby  ao  tnuch  facilitiited»  all 


1 

to  prevent  the  deration  of  the  liquid  enüntf,  «r,  al  leut, 
retard  it  very  moch.  By  holdlng  a  poinfed  coadoeCor  aear 
liquid,  the  elevation  of  it  la  eotirely  preTeoted.  It  aecms  i 
forced  deduGtioa  that  lightnine-roda,  and  not  tlie  iriag  of  eai 
are  the  proper  aafegnarda'  a^Mnat  the  forroation  aad  the  disaife 
efecta  of  water  •apouta.  When  vre  eootemplate  tbe  effedi 
electrical  attraction  od  liquide ,  our  attentiou  ia  naturally  drs*i 
Its  efecta  with  regard  to  gasea,  and  eapedaUy  ataioapherici 
The  nonconducting  air  will,  like  other  fluide»  beattracted,  elei 
fied,  and  repelied,  to  aeek  ile  diaeinilar  elecCrieily,  gtvn^j 
to  Gurrenta  and  counter-currenta.  and  at  the  electrical  inaa 
to  the  phenomenon  knovrn  aa  the  ele<^ical  wind,  whilat  by  the  «fi 
tion  of  the  grand  electrical  machine  of  the  clouda,  itproduceii 
fearfui  and  oeetructive  earreata  knewa  aa  whlrbrhida  aod  toni 

Tbe  table  lande  of  Mexico  are  never  wetted  by  r«n,  uil 
tery  aparingly  by  dew.  It  la  in  these  elevated  and  dry  n& 
that  wnirt winde  are  moat  frequent  W^ater-apoata  aad  wkiM 
aeem  to  be  the  lightning-roda  that  natura  oonatmeta  to  afd 
the  electricity  of  tne  clouda  a  paaaag»  te  the  earHi. 

Dr..  M.  F.  Bonaaeo. 


Beweise  f3r  den  Pythagoräiaehen  Lebraatz. 

Von  Herrn  Hofrath  Marx  in  Brnantch  weig. 

1.  Daa  A  ^BC  (Taf.  IV.  Fig.  8.)  sei  an  B  recbtwiakrif;.  I 
lege  an  A  ei»  Lotb  AD  zu  AC  und  Terlängere  daaaeihe  kiii 
die  Terliagerte  BC  m  D  trifft.    Daaa  tot  l}C^AC^ACl^ 

und  atoo        ; ^_ 

AC^^DCxBC=:SC^+DSxBa 

Setat  maa  hier  AB^  ftr  DBxBC  an  den  Plata»  ao  iat 

3.  Daa  \DAC  sei  an  A  rechtwinklig  und  AB  ein  Lotk« 
A  auf  DC.    Dann  ist 

ÄC^  ±^  DCxBC^  S&  +  DBXBC, 

ÄCß=:DCxDB=DS^  +  DBxBC, 

folglich  ACH^ABhsJSS^^WBxBC^Mh=(DB^iC]^ 

i         '  .       ■ 

B  e  r  I  o  h  I  i  g  a  a  g» 

TU.  XlfUI.  S.  IIT.  niQM  die  re^Ce  Mtn  4ev  Gleidmag  (IS) 
-*a;  t^MeUB  <^«r(l— cosf)  heiMen. 

Tbl. 'f  XVIII.  S.  341.  BttM  ifit  AuftatB  pUebnagsaalgthei' 
^VnL.  ••  bcieichnet  werden,  da  der  Torheirj^heBde  ^alnts  m  T« 
aach.Nr.Wni.  erhalten  bat.  .       -      < 
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Erwiederung  an  Herrn  Dr.  Carl  Pf  äff 
W.  Sartorins  t.  Waitershausen. 

err  Dr.  Carl  Pfaff,  der  Herausf^eber  des  Brierweeliaeh  mo 
Pf  äff  und  dem  Herzoge  C.  iron  WOrtemberg,  beklagt  sieb 
18  Bitterste  in  dieser  Zeitschrift  (27.  Thell,  3.  Heft) »  dass  In 
r  Schrift  .»Gaass  zam  Gedftchtniss"  das  VerblHolss 
t  Vaters  zu  dem  grossen  Mathematiker  falsdi  und  umrUrdig 
asst  sei.  Er  bescboldigt  mich,  dass  ich  aas  fibelvrollender 
ireibuDgy  aus  Eitelkeit  ond  Anmaassung  das  Verhaltuiss 
r  Männer  entstellt  habe  und  zweifelt  sogar  an  der  wahrheits- 

ssen  Beschaifenheit  meiner  Mittheilungen. 

* 

'8  ist  unter  meiner  Wfirde  die  persönlichen  Angriffe  xo  ^^r- 
TU,  um  so  mehr,  da  sich  jeder  ßilligdenkende  sogleich  über- 
a  wird,  dass  ich  als  Biograph  nur  die  Aufgabe  habe  in  die- 
^ngelegenheit  den  wahren  Sachgehalt  darzulegen  und  dass 
anz  unbetbeiKgt  ausserhalb  der  Schranken  stehe,  in  denen 
MeinnngsTerscbiedenhelten  einander  entgegentreten. 

Venn  ich  in  meiner  Schrift  klar  und  bestimmt  hervorgehoben 
>  das  in  jenem  Briefwechsel  das  Verh&ltniss  von  Pfaff  zu 
18«  als  das  eines  Lehrers  zu  seinem  Schiller  durchaus  un- 
g  hingestellt  sei»  so  geschieht  dieses  nicht  in  meinem 
^f  sondern  im  ausdrficklichen  Auftrage  unseres  unsterblichen 
ides. 

}m  den  Leser  dieser  Zeile«  von  der  Rfcbtigkeit  aseiner  Auf- 
i.xxviii«Hrti.  1 


2  UUrmtiicker  Berieki  CIX. 

fftMnngswetiie  sn  flbersengen ,  werde  ich  nicht  wie  Herr  Pfaff 
dorch  HSreneagen  vererbte  Machrichteo  vorbriDgeo,  eondem  wdi 
auf  uDtrOgliche  Qoellen,  auf  schriftliche  Aoasageo  von  Gaoss 
fttutseo»  80  wie  auf  AeueserangeD»  welche  Gauss  nicht  nur  gegen 
mich,  sondern  auch  gegen  mehrere  hier  anwesende  FreaBdeg^ 
macht  hat 

GlQcicIicber  Weise  befinde  ich  mich  seit  einigen  Moofttnis 
Besitze  des  Briefwechsels  zwischen  Gaussund  dem  am  20.\it. 
verflossenen  Jahres  verstorbenen  Wolfgang  von  Bolyai,  weider 
Yiel  Interessantes  enth&it  und  uns  namentlich  über  das  Veitilt- 
niss  Ton  Gauss  zu  Pfaff  belehrt. 

Indem  ich  aus  diesen  Briefen,  welche  ich  den  Herren  Professores 
Lejeune-Dirichlet  und  Wilhelm  Weber  zur  Einsicht  m^ 
theilt  habe,  die  wichtigsten  Stellen  im  Bezug  auf  die  vorliegei^ 
Frage  hervorhebe,  hoffe  ich  von  der  einen  Seite  die  Ricbtigbf 
meiner  Ansicht  darzulegen,  von  der  andern  aber  die  AnscbÜ' 
gung  von  mir  abzuwenden,  als  wolle  ich,  um  Gauss  VerdM 
SU  beben,  die  Leistungen  und  Tugenden  von  Pfaff  in  den  Sdi- 
ten  stellen.  Gauss  Leben  bedarf  keiner  Folie,  nur  der  SpM 
der  Wahrheit  soll  es  beleuchten,  ich  werde  daher  die  Ausspitde 
von  Herrn  Carl  Pfaff  auf  das  Entschiedenste  zaruckweisei, ad 
das  wahre  Verbältniss  von  J.  F.  Pfaff  zu  Gauss»  niclif^ 
das  eines  Lehrers  zum  Schüler,  sondern  wie  das  zweier  gektai- 
verwandter  Naturen  hervorheben,  die  in  einem  Freundschii' 
aber  keinem  Schulmeister-Verbältniss  zu  einander  gestanden  hi^ 

Ich  überlasse  es  nun  dem  einsichtsvollen  Leser,  zn  beorM- 
len,  wer  von  uns,  Herr  Dr.  C.  Pfaff  oder  ich,  das  VerfaÜtMi 
dieser  Männer  zu  einander  würdiger  und  f&r  beide  Tbeile  ehres» 
voller  aufgefasst  hat. 

Die  Stellen  aus  Gauss  Briefen  an  Bolyai,  die  för  onsse 
Frage  von  Wichtigkeit  sind,  lasse  ich  zunächst  folgen: 

I)    Braunscbweig  30.  Sept.  1798. 

(Gleich  nach  der  Ankunft  von  GöttingeB.) 

,»In  etwa  acht  Tagen,  wenn  meine  Reithose  fertig  sein  vii 
denke  ich  nach  Helmstedt  zu  reisen ,  alsdann  hoffe  ich  aach  ^ 
meinen  übrigen  Verhältnissen  niehreres  schreiben  zu  konnexu" 

2)    Braunschweig  d.  29.  Nor.  1798. 

,9 In  Helmstedt  bin  ich  gewesen  und  habe  da  sowoU  kei 
Pfaff,  als  bei  dem  Aufseher  der  Bibliothek  eine  sehr  gateii'' 
•ahme  gefunden.    Pfaff  bat  meinen   Erwactungen  entapncfei 


UtermrHektr  Bericki  CtÄ.  3 

i|^  das  QDtrfigUche  K«0nzei6lieo  4«8  Genies»  eiee  Melerfe 
eher  sa  TerheseD,  aie  bis  er  sie  womOglicb  ergrflbelf  bei 
t  mir  mit  grosser  GefUligkeit  den  Gebraacb  seiner  Bibliothek 
oteo  und  ich  werde  iu  einigen  Tagen  an  ihn  scbieihen  nim 
»rscfaiedenes  ansaubitten/* 

3)    Dec.  30.  1798. 

ßr  (der  Herzog)  wünscht  femer«  dass  ich  Dr.  der  Philoso- 
verde,  ich  werde  es  eben  so  lange  aufschieben,  bis  mein 
fertig  ist»  wo  ich  es  hoffentlich  ohne  Kosten  nnd  dte  ge* 
icbe  Harleqninerie  werde  werden  kOnnen.  Mit  dem  Abdruck 
s  Baches  geht  es  noch  immer  langsam,  in  einigen  Tagen 
te  ich  die  Correctnr  des  Uten  Bogens." 

4)    Braunscbweig  d.  22.  Apr.  1799. 

Vielleicht  werde  ich  indess  im  Kurzen  eine  andere  Piece 
(inigen  Bogen  abdrucken  lassen,  die  Ich  nach  Helmstedt 
;en  werde  um  mir  die  Dr. -Würde  zu  erwerben.  Der  Ber- 
at es  so  gewanscht»  sonst  wurde  ich  vielleicht  schwerlich 
in." 

5)    Helmstedt  Iß.  Dec.  1799. 

Lass  mich  nicht  viele  Zelt  verderben  um  die  Ursachen  mei- 
päten  Antwortens  su  erklären.  Die  vornehmste  ist  die,  dass 
rst  im  October  bestimmt  wusste,  dass  ich  meine  damals 
lirte  Reise  nach  Gotha  noch  nicht  ausfOhren  werde;  nnd 
ich  Dir  erst  bestimmt  schreiben  zu  können  wünschte,  was 
neo  andern  Ort  ich  nun  einstweilen  damit  vertauscht  habe; 
;ann  ich  jetzt;  er  Ist  Helmstedt,  wo  ich  vor  wenigen  Tagen 
angt  bin.'' 

»Du  erinnerst  Dich,  dass  ich  schon  damals,  als  wir  uns  In 
thal  zum  letzten  Male  sahen ,  einen  Aufsatz  an  die  pbiloso- 
he  Facultät  in  Helmstedt  eingesandt  hatte,  um  damit  den 
in  eines  Doctors  zu  erwerben.  Dieses  Geschäft  hat  seitdem 
n  Fortgang  gehabt  und  die  Facultät  hat  mir  diesen  Namen 
S.  Julius  ertheilt  ohne  mich  mit  den  meisten  sonst  fiblichen 
lichkeiten  zu  belästigen." 

,Dass  meine  Reise  nach  Gotha  rfickgängig  geworden  Ist, 
i  ist  vornehmlich  eine  schwere  Krankheit  des  von  Zach 
d,  an  deren  Folgen  er  noch  jetzt  leidet.  Gegenwärtig  ist  es 
sehr  lieb,  weil  ich  nun  erst  mit  Eifer  meine  disquisitiones 
neticae  zu  vollenden  wünsche.*' 

*  Da  ich   vor  der  Hand  wol  noch   nicht  bald  in  die.  Kelten 
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^kmm  hmlUm  tnkfm  werfe  vmA  m  duuMohweig  m 
Uäm  M  mB%  HiUnilM  Imtte,  m  faaal»  ich  den 
aHch  hierher  neeh  HeJaehMlt  m  hegebee«  «•  leb  «ral  b«  Oiin 
Melhea  «Hrde.<« 

,»Ich  wohne  hier  bei  dem  Proreesor  Pf  äff,  dea  ich  ebess« 
eehr  ale  einen  ?ortrefflicheD  Georaeter,  wie  ale  einen  gnteulleft- 
ecben  end  meinem  warnen  Frewid  rerehre;  ein  Mmna  tob  eben 
erglos  l^indlicheo  Kacaktei«  ohne  eile  die  Leideneebaften,  die  hi 
Menechen  eo  «ehr  entebren  ond  bei  GelebfleD  9^  gewUheiich  «i* 

BraunscbweiK  3.Uec«  1802. 

,  Jch  lebe,  eeltdem  ich  1800  Ostern  Helmatedt  Terlaaeeii  libt 
biaher  beständig  in  Braonacliweig,  haapta&chtlich  IHr  meiMGi- 
tinneo«  die  Wisaenachaften.  Bla  in  den  Sommer  1801  hat  mk 
die  Arbeit  an  meinem  grossen  Werbe  beechäfllgf 

Ana  den  hier  mitgetheiiten  Stellen  dieeer  Briefe  «gibtü 
fotgendea : 

6 au aa  war  in  jenen  Jahren  zweimal  in  Helmatedt;  nentii 
October  1798,  nach  dem  Intervall  der  beiden  eraten  Briefe  a » 
Iheilen,  nnr  Ar  einige  Wechen.  Er  dachte  aiea  nicht  darubrt 
an  atudlren  oder  Torlesottgen  so  hOren,  da  er,  wie  ans  eiMra- 
Am  Stelle  jenea  Btiefea  hervergeht.  In  Brannachweig  aifh 
WendeMtraaae  eine  feate  Wohnung  gemietbet  iMitte«  Gihi 
bat  ateh  gegen  mich  In  voller  UeberelnatiouBiing  mit  im 
Briefen  iber  didae  Relae  nach  Helmatedt  ao  aeagciprwhi 
nhb  ritt  Htt  Herbat  1708  nach  Helmatedt,  um  die  doHigeUb 
thek,  welche  namentlich  die  rerachiedenen  Societitaarhrifat  wfr 
atfindig  enthielt,  zu  benutzen.  Bei  dem  Bibliothekar  Br aas  ia' 
ich  eine  aehr  freundliche  Aufnahme,  auch  machte  ich  Pfiffi 
Bekanntachaft,  in  deaaeo  Hanae  ich  wohnte.  Ich  war  indeub* 
mala  ao  mit  der  Heranagabe  der  Diaquiaitionee  beadftftigt,  a* 
feh  Pfaff  oft  den  ganzen  Tag  Ober  nicht  au  aehen  befcaaL^ 

8um  zweiten  Male  kam  Gau  aa  etwa  ero  halbea  JabrN^ 
aelner  Promotion  nach  Helmatedt  in  der  nämlichen  Abaickl  va 
daa  erate  Mal,  ala  fertiger  groaaer  Mathematiker,  ala  der  SciSf^ 
der  Diaquiaitionea»  die  wenige  Monate  darauf  ecacbi^ai  ^ 
Er  war  der  jugendliche  Herauageber  daa  Werkea,  welchea  aik 
eine  aeiner  grosaten  Leiatqngen  öfter  bezeichnete,  von  daicr 
aagte,  daaa  ea  der  Geachichte  angebfire;  er  war  acbon4i>^ 
der  Erfinder  vieler  neuer  Theoreme;  die  Methode  der  kldi^ 
war  aehen  tf  Jlahfw  Mher  in  aeineni  Bealtaw 
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r»«s«  wurAe  tribvMU  «Hatear  svi^eiten,  3  bis  4  Moaate  Ing 
«id0D  Attfciifhrit««  InrHdmtftedt  mit  Pf  äff  erst  otter  befcMml^ 
1^  mir  ha  Batng  «nf  dieses  VerbtttAtes»  wss  ich  aalii 
benrorbebeo'  mn§»,  dass  er  mit  Pf  äff  auf  alieDdliebeii 
iiergäogeD  sich  mit  Ihm  Ober  mathematische.  GegesstSiide 
halten,  dass  er  aber  dabei  glaube  mehr  gegeben  als  empfan- 
u  haben. 

Joter  solchen  Verhältnissen  betrachtete  sich  der  ernte  Ma- 
ättker  zfreler  Jahrhunderte  mit  vollem  Recht  nicht  als  einen 
ler,  sondern  als  einen  Freund  Pfaffs  und  beanspruchte  nur 
Parität,  deren  sich  dieser  letxtere  nicht  au  schämen  brauchte. 

ko80er  jenen  briefltchen  Mittheiinngen  haben  wir  nua  auch 
Saussy  knrs  vor  dem  Schlosse  seines  Lebens  eine  Reihe 
Mittheilungen,  welche  geradezu  in  Abrede  stellen,  dass  er 
»chuler  Pfaffs  gewesen  sei. 

Nachdem  der  Briefwechsel  von  J.  F.  Pfaff  mit  dem  Herzog 
von  Wfirteml>erg  erschienen  war,  besuchten  IVilhelni 
er  und  Ich,  wie  wir  es  Sfter  zu  thun  pflegten,  Gattss  In 
Abendzeit.  Er  war  heiter  und  sprach  über  vielerlei  Gegen- 
e,  namentlich  über  die  historische  Glaubwürdigkeit,  und  hob 
if  die  Unrichtigkeiten  ans  Pfaffs  Briefwechsel  hervor,  ganz 
le   es  von  mir  dargestellt  worden  ist 

n  ähnlicher  Weise  hat  sich  Gauss  gegen  meinen  Collegen 
I  Professor  Stern  ausgesprochen,  der  mir  darüber  folgende 
leiluog  gemacht  hat,  welche  ich  hier  einschalte; 


„Nicht  lange  nach  dem  Erscheinen  der  Schrift,  „Sammlung 
Briefen  gewreehselt  awischeo  J.  F.  Pfaff  n^s«  w/<  sagte  mir 
SS,  wenn  ich  vielleicht  die  Absieht  hätte,  diese  Schrift  In 
Sdttinger  gel«  Anz.  su  besprechen,  so  mochte  ich  nicht  über* 
D,  dass  der  Heranageber  sein  Verhältniss  au  J.  F.  Pfaff 
mus  nariehtig  dargestellt  habe,  er  sei  nie  ein  Schüler  Pfaffs 
>sen,  habe  andi  keine  Vorlesungen  in  Helmstedt  geb^^rt  Es 
ies,  setzte  er  lächelnd  hinzu,  nicht  die  einzige  Unrlclitigkei^ 
be  in  dieser  Schrift  vorkommt,  denn  8.228«  in  einer  Note 
Kirsten  als  Mathematiker,  ordentlicher  Professor  in  Gdttin* 
Kästners  Schwiegersohn  bezeichnet,,  während  er  weder 
eine  noch  das  andere  war.*' 

Endlich  habe  ich  hervorzuheben,  dass  sich  in  demselben 
e  Gauss  gegen  seinen  Arzt,  unsere  Freond  und  Collegen 
•  Baum,  und  gegen  seinen  Assistenten,  Observator  Dr.  Klin- 
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kerfüfls  ausgesprochen  bat,  welcher  letst«e  id  den  aatroMu- 
sehen  Naehriehteo  nächstens  aber  «Utssen  Gegenstand  seiae  Er- 
klimng  abgeben  f?if4. 

Dieses  sind  die  Thatsachen«  welche  unabänderlich  Torfies«L 
Dias  wissenschaftliche  Publicnm  wird  nach  Verdflentfichong  dfi* 
selben  am  Besten  benrthellen  kSnnen»  auf  welcher  Seite  Anua^ 
sang  und  Eitelkeit  zu  suchen  sind. 

65ttlngen,  d.  20.  Januar  1857. 

W.  &  ▼.  W. 


Ich  danke  Herrn  Sartorius  von  Waltershansen  ^k 

obigen  Mittheilungen,  und  habe  dieselben  so  bald  als  mogficki 

das  Archiv  aufgenommen,  indem  ich  glaube,  dass  sie  auch  Hai 

Dr.  C.  Pfaff  und  der  Wittwe  des  seeligen  J.  F.  Pf  äff,  diii 

eine  fiberans  wfirdige  Matrone  mit  dem  einzigen  Sohne,  wdds 

das  Schicksal  ihr  noch  gelassen,    die  letzten  Tage   des  Absk 

ihres  Lebens  in  dem  kleinen  Heldruugen  in  Thüringen  in  stäUv 

Zurfickgezogenheit  verlebt,  nicht  unangenehm  sein  werden,  di» 

den  trefflichen  J.  F.  Pfaff,   der  eine  durchaus  edle  Natura; 

von  Neuem  nur  in  vortheiihaftem  Lichte  erscheinen  lassen.  M 

ich  selbst  noch  ein  Wort  in  dieser  Sache  sprechen,    so  eiUe 

ich  mir  zu  bemerken,  dass  Herr  S.  v.  W.  seinem  hfibscben  Beb 

gewiss  nicht  geschadet,   sondern  nur  wesentlich   genfitzt  Un 

wflrde,  wenn  er  die  von  Gauss  gesprochenen  Worte :  „e  r  g  la  nbiii 

Helmstedt  bei  seinemUmgange  mit  Pfaff  mehr  gegeki 

als  empfangen  zu  haben''lieber  ganz  unterdrückt  hätte.  Ika 

dass  diese  Worte  durchaus  nur  eine  ganz  vertrauliche  Aeusscm^ 

gegen  einen  jüngeren  Freund  waren,  sieht  jeder  OnbefangeM  J 

den  ersten  Blick;  und  dergleichen  ganz  vertrauliche  AeossersiSfi 

grosser  Männer  scheinen  in  der  Tbat  sich  nicht  für  die  Oefe^* 

lichkeit  zu   eignen.    Der,   gegen    welchen  sie  gemacht  wvfo 

wird  immer  am  besten  thun,   sie   in  seinem  eigenen  Herzein 

verschliessen,  oder  zu  vertraulichen  MittheUungen  für  ganz  Hb 

Freunde   aufzubewahren.    Gauss  selbst,    in   dessen    Ciiarate 

gleichfalls  Edelmuth   der  vorherrschende  Grundsug  war,  wd^ 

wenn  er  noch   lebte,   gewiss  selbst  Herrn  S.  v.  '^.   wenig  Diik 

wissen,    dass  er  jene  ganz  vertrauliche  Aenssenmg  vor  äs 

Oeffentlichkeit   brachte.    Wir  aber  danken  Herrn   S.  v.  W.  o«^ 

mala  flir  die  obigen  Hittheilungen  und  überhaupt  f&r  sein  hSbect^ 

Buch,  wie  wir  schon  frfiher  in  wärmster  Weise  gethan. 

& 
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jeschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

as  ständisch  -  polytechniscbe  Institut  xu  Prag, 
amm  znr  fünfzigjährigen  Erinnerungs-Feier  an 
Sroffnun^  des  Instituts.  10.  Noyenibe#  18B6l  Im 
age  des  Lehricorpers  redigirt  von  Dr.  Carl  Jelinek» 
rd.  Professor  der  Elementar-  und  höheren  Mathe* 
i  am  polytechnischen  Institute.    Prag.  1866.  8. 

Btiranstatten,  welche  wie  das  ständisch-polytechnische  Insti- 
Prag  vorzugsweise  einen  mathematischen  Charakter  haben, 
sie  mit  Recht  die  Mathematik  nebst  den  Natnrwissenschaf- 
t  die  wichtigsten  Grundlagen  der  gesammten  höheren  Technik 
hten,   verdienen  wohl  in  einer  hauptsächlich  der  Forderung 
lathematischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift  vorzugs- 
Berficksichtigungy    besonders    wenn  die  Geschichte    ihrer 
ihnng  und  Fortbildung,  und  die  Darstellung  ihrer  gegenwär* 
Einrichtung  in  so  lehrreicher  und  interessanter  Weise  ge- 
wird, wie  in  dem  vorliegenden  366  Seiten  starken  Programm, 
lolytechnische  Institut  zu  Prag  feierte  am  10.  November  1856 
ubeifest .  seines  fünfzigjährigen  Bestehens.    In  Prag  bestand 
*  eine  auf  Veranlassung  und  durch  die  Bemflhungen  des  da- 
BD  landschaniichen  Ingenieurs  Christian  Joseph  Willen- 
von  den  böhmischen   Ständen  gestiftete  Ingenieur  -  Schule, 
Eröffnung  am  7.  Januar  1718  durch  öffentlichen  Anschlag 
nur  in  Prag,  sondern  auch  in  allen  Kreisen  Böhmens  kund 
cht  wurde.     Bei  der  allmäligen  Entwickelung  dieser  Ingenieur- 
e  trat  ihre  fortwährende   Annäherung  an  den  Zweck  einer 
tlichen  technischen  Bildungsanstalt,  an  welcher  es  damals  in 
irreich  durchaus  fehlte,  deutlich  hervor,  so  dass  es  natürlich 
dass  bei  einem  so  thatkräftigen  und  für  sein  Vaterland  so 
Sterten  Manne,  wie  dem  nachher  auch  in  wissenschafUicher 
hang  so  berühmt  gewordenen  Franz  Joseph  Ritter  von 
stner,    der  Gedanke  zur  Reife  kommen  musste,    in  Prag 
igentliches  polytechnisches  Institut,  —  wohl  das   erste  in 
»chland  neben  der  älteren  so  berühmten  öcole  polytechnique 
TIS,  —  in's  Leben  zu  rufen.    Und  in  der  That  ist  auch  die- 
1  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  Mann  als  der  eigent- 
Gründer  jener  trefflichen  Lehranstalt  zu  betrachten,  wobei 
ch  übrigens  von  selbst  versteht,   dass  eine  so  grossartige 
^U  in's  Leben  zu  rufen  ohne  die  kräftige  Bei  hülfe  der  höh- 
ten Stände  einem  einzelnen  Manne  nicht  rodglich  gewesen 
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sein  wflrde.  Eröffnet  wurde  die  Anstalt  mit  einer  entspieiberiw 
Feierlichkeit  am  10.  November  1806»  and  bat  seitdem  loifEpt 
gewirkt  für  die  FGrdemng  der  gesammten  Technik  and  iuct 
sämmtlichen  Grand-  nnd  Hffirswissenscbaften.  Eine  ansftkiic^ 
Darstellung  der  frfiberen  and  g^enwftrtigen  Einrichtnng  der  trel 
liehen  Anstalt  liefert  die  Torliegende  sehr  interessaate 
Lebensbeschrelbangen  and  Verseichnisse  der  s&mmtlieben 
ten  aller  frAieren  und  jetzigen  Lehrer  verleihen  derselbeo  ad 
in  literar-historischer  Rficksieht  eine  Bedeatong,  da  sich  dansiff 
Männer  wie  Frans  Joseph  Ritter  von  GerstDer,  dorn 
schdn  ausgerahrtes  Bildniss  der  Schrift  beigegeben  Ist,  dek- 
kanöte  Astronom  Bittner»  der  jetzige  Director  der  Aostakbc. 
Lumbe,  Doppler^Matzka»  Koristka,  Jelinek,  Schttkerfkj, 
Ballingj  Zippe  und  andere»  die,  wenn  auch  keineswegiis 
geringerem  Verdienst,  uns  doch  weniger  als  SchriftsteUer  bckai 
geworden  sind,  befinden.  Wir  empfehlen  die  interessante  Si^ 
allen«  die  sich  filr  polytechnische  Lehranstalten  intercssireo,  dk 
Angelegentlichste,  and  wünschen  dem  trefflichen  polyteiAoiite 
Institute  in  Prag  bei  dem  Antritt  des  neaen  halben  Jakrhaite 
seines  Bestehens  ferneres  segensreiches  Wirken  nnd  Immer  f^ 
sere  Klfltlie. 


Druckfehler. 

In  diesem  Hefte  erfordert  Taf.  I.  folgende 
Taf.I.  Fig.  I.  Ist  xx*  und  aa*  noch  zn  ziehen. 


9* 

t 
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Fig.  3.  uod  Fig.  4.  fehlt  der  BuchsUbe  f,  und  die  Pmhli 
wo  derselbe  hiogehOrt«  sind  leicht  von  selbst  ersidtbk 

Fig.  3.  statt  m'  muss  m  gesetzt  werden. 

Fig. 5.  moss  das  oberste  f  bloss  <  beissen. 
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Literarischer  Bericht 


ex. 


Arithmetik. 

»org's  Freiherrn  yod  Vega  Logarithmisch-trigo- 
risches  Handbacb,  Vierzigste  Auflage.  Neue 
ändig  durcbgeseheDe  und  revidirte  Stereotyp- 
ibe.  Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bremiicer.  Berlin.  Weid- 
1866.  8.    1  Thir.  1%  Sgr. 

s  wir  im  LIterar.  Ber.  Nr.  I.  die  von  Herrn Hfllsse  be> 
neue  Aasgabe  der  y^Sammlang  matbematiecher  Tafel« 
^ega"  anseigten,  bemerkten  wir  a«f  8.4t  »»Wir  b«« 
n  sebr,  dass  der  Heransgeber  nicht  dnrch  den 
n  Quadranten  die  Winicel  von  10  i«  10  Seennden, 

B.  in  den  Callet'scben  Tafeln,  bat  fortschreiten 
n.  Wäre  dies  der  Fall»  so  würden  wir  seine  Ta- 
illen übrigen   vorziehen";   nnd   wir  haben  bei  aüeo 

Ausgaben  namentlich  anch  des  ,,¥ega'schen  Hand* 
**  wiederholt  lebhaft  bedauert,  dass  diese  von  nns  schon 
re  1840  gemachte  Bemerlning  bisher  ganz  nnberOcksicfattgt 
en,  und  l>ei  den  Tafeln  von  Vega  bisher  Immer  ihre 
d  Teraltete  Einrichtung  beibehalten  worden  ist  IVer  wirk- 
igonometrische  Rechnungen  mit  Eleganz»  Schärfe  und  6e« 
:.U  m  ffibien  versteht»  eioe  Fertigkeit»  die  keineswi^s  se 
gefunden  wird»  wie  Mancher  wohl  glaubt;  wem  bei  diesen 
iDgen  immer  dSe  Regel  vorschwebt»  die  Gauss  sieh  zur 
Dhnur  gemacht  hatte»  jede  Rechnung»  so  klein  oder  se  gf  ose 
h  sein  mochte»  so  scharf  zu  führen»  als  es  die  tc? bandeoen 

ixyiii.Hft.s.  a 
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< 
Hülfsmittel  irgend  gestatteten^:  der  wird  eich  wehl  ecftst 

müssen  y    dass  von   10   zu  10  Secanden    fortsehreitem 

metrische  Tafeln  ein  so  wichtiges  Hfilfsmittel  xar  Eilttch 

nnd  znr  Erhöhung  der  Genauigkeit  aiier  betrefenden  Recimiiif 

sind  9   dass  man  es  geradezu  f&r  eine  SQnde  halten  moss, 

maiv  namentlich  auch  der  Jugend  bei'm  unterrichte  in  der  Tn;i 

nometrie  dieses  so  ungemein  wichtige  Hfilfsmittel  mit  einem  sdvt 

begreiflichen  Festhalten  an  dem  Alten  nnd  Veralteten  in  D 

land  bis  jetzt  vorenthalten  hat     Denn  in  Frankreich  z.  E 

seit  länger  als  fünfzig  Jahre  kaum  noch  eine  andere  ab  die 

liehe  Ton  10  i^u  lOSecunden  fortschreitende  C  all  et 'sehe  Taiel 

die  bekanntlich  auch    die    erste  Veranlassung  znr  Erfindung 

Stereotypen  durch  Firm  in  Dii^ot   gab»  gebraneht» 

auch  von  den  Seeleuten  und  allen  fibrigen  PraktikenL    Seit 

Jahre  1840,  insbesondere  bei  dem  Anblick  jeder  von  Herrn  Hill 

besorgten  neuen  Ausgabe  des  guten  alten  Vega,  haben  wirli 

trachtungen  wie  die  obigen  6ber  unser  liebes  deutsches  Tatolri 

und  den  mathematischen  Unterricht  auf  dessen  Lehranstibtti 

angestellt»  und  wurden  daher  in  der  frendigsten  und  angeoehaü 

Weise  Gberrascht»  als  ganz  unverhoiTt  die  von  Herrn  Doctorln^ 

miker  in  Berlin,  besorgte  vierzigste  Auflage  des  Vega'idfl 

Handbuchs  vor  Kurzem  in  unsere  Hände  gelangte.    iM^ 

hat  die  atisgezeichnete  Verlagshandlung  in  Herrn  Doctor  BTeai- 

ker  ganz  den  richtigen  Mann  getroffen»  der  eine  solche  Hd 

zu  machen  verstand,  und  wir  gratuliren  Allen»  die  sich  mh^ 

nometrisehen  Rechnungen  zq  beschäftigen  haben»  nnd  namrid 

auch  allen  hSheren  Lehranstalten»  wahrhaft  tm  dem  trefflickab 

schenk»  welches  Herr  Doctor  Bremiker   denselbeB    mit 

neuen  Ausgabe  des  Vega'schen  Handbuchs  gemacht  hat 

bedauern  nur  lebhaft,  dass  dies  nicht  schon  weit  frfiber 

Ist.    Alle   Vorzüge»  welche   diese   mit  Recht   dem  pre 

Minister  ßlr  Handel,    Gewerbe  und  öffentliche  Arbeiten, 

von  der  Hey  dt  Ebicellenz,  der  sich  bekanntlich  durch  F6i 

und  Veranlassung  vieler  dieVerbesserung  des  mathematiarhen 

riehts  auf  praktischen  Lehranstalten  beaweckender  wiss 

llcher  Arbeiten  schon  so  sehr  verdient  gemacht  ba^  ge 

neuen  Tafeln  vor  allMi  älteren  ansngeben»  würde  hier  sn  wotA 


^  M .  ■.  Literar.  Ber.  Nr.  CIV.  S.  2.  In  der  Ansage  der 
Schrift:    Gauis  iura  Gedachtnitt  von  W.  Sttrteritt«  v.  M 
t'arthaoten. 

^'Die  ente  Ausgabe  wird  Yom  Jahre  1796  mIb*    Die  hs 
gende  Ausgabe  trägt   wenigstots  -  diese  JahtessaU  aril 
»Tirege  18»;« 
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id  ist  ftiicli  uDoSthig»  da  das  den  Tafeln  voraaageschickte 
rt  ond  die  KiDleihing  so  densetben  darüber  alle  erforderliche 
nft  geben.  Wir  begnflgen  una  daher  mit  folgenden  Bemer- 
I.  Der  wichtigste  Vorsiig  ist  unstreitig  der,  dasa  in  der  ganzen 
metrischen  Tafel  die  Winkel  von  10  zu  10  8econden  fortschrel- 
^ie  sehr  dadurch  die  Berechnung  der  Proportionaltheile  erleich- 
rd,  wird  wohl  Jeder  wissen,  wer  nur  einmal  eine  trigonome- 
Rechnung  mit  solchen  Tafeln  gemacht  *  bat.  Durch  die 
ik er* sehe  Tafel  Ist  aber  die  Mühe,  welche  diese  Berechnung 
.  geradezu  fast  auf  Null  redudrt,  nämlich  dadurch,  dass 
>octor  Bremiirer  noch-  kleine  Hultipitcationstfifelchen  bei* 

hat,  weiche  die  aoszul&brendeo  Multiplicationen  in  -hohem 
erleichtern.  Alles  zugleich  in  solcher  Weise,  dass  die  hCchste 
ifeln  Ton  sieben  Declmalstellen  fibefhanpt  zu  erreichende 
igkeit  auch  wirklich  erreicht  wird.     Für  das  Intervall  von 

4^  schreiten  die  Winkel  durch  die  einzelnen  Secundeo  fort 
nicht  bloss  die  trigonometrische  Tafel,  sondern  auch  die 
der  Logarithmen  der  Zahlen  hat  vor  .den  älteren  Tafeln 
erlei  Vorzüge,  in  welcher  Beziehung  wir  nur  hervorheben 
,  dass  die  Bremik er' sehen  Logarithmentafeln  bei  ziemlich 
sfigen  astronomischen  Rechnungen,    die  wir  mit  Hälfe  der- 

kürzlicb  auszufahren  Gelegenheit  gehabt  haben,  uns  nie 
lie  bei  Berechnung  der  Proportionaltheile- zu  nehmende  Dif- 

in  Zweifel  gelassen  haben,  was  in  den  älteren  Vega' sehen 
I  leider  so  häufig  der  Fall  ist.  Eine  kleine  Tafel  zur  Ver- 
iing  der  natflrlichen  Logarithmen  in  gemeine,  und  umgekehrt; 

zur  Verwandlung  der  Sternzeit  in  mittlere  Zeit,  und  um- 
rt;  Tafeln  der  astronomischen  Refraction;  und  ein  sehr 
b^olles  Verzeichniss  der  in  der  reinen  Mathematik,  Geographie 
Lstronomie  zur  Anwendung  kommenden  Constanten,  welches 
1  Interesse  der  Gymnasien,  Real-  und  Gewerbscbulen  gern 
mit  den  wichtigsten  physikalischen  Constanten,  die  in  der 
9  bald  ersobeinenden  41sten  Ausgabe  noch  nachzutragen  sein 
n,  vermehrt  gesehen  hätten,  sind  beigefägt  In  dem  Vor- 
hat der  Herr  Herausgeber  sich  in  lehrreicher  Weise  über 
aheren  Ausgaben  logaritbmiscb*  trigonometrischer  Tafeln  und 

verschiedene  Vorzüge  verbreitet.  Wir  erlauben  uns,  dazu 
1  bemerken,  dass  die  von  William  Gardiner  bearbeitete 

Ausgabe  der  sch5nen  Sherwin'schen  Tafeln  nicht  vom 

1741,  wie  die  Meinung  des  Vorworts  zu  sein  scheint,  son- 
Fom  Jahre  1742  und  zugleich  die  correcteste  Ausgabe  dieser 
en  Tafeln  ist,    da  die  im  Jahre  1770  von  Clark  besorgte 

und  letzte  Ausgabe  sehr  fehlerhaft  gedruckt  sein  soll.  Die 
kfalls  in  unserem  Besitze  befindliche  grosse  und  prächtige 
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Gardiner'tche  Tafel  in  Quart»  «a»  wie  wir  var  iaagiiU 
eiomal  in  des  bekannten  früheren  Berliner  AatsoaeaMn  Jokftii 
Bernonlli  aatronomiacben  Briefen  geleaen  an  haboa  gbdbai 
¥on  der  Berliner  Sternwarte  acboa  au  damaligar  Seit  la  cm 
ungemein  beben  Preise  erstanden  wmde,  ist  gleichfalls  fsa  Jik 
1742,  wie  ancb  das  Vorwort  riofatig  aogiebt»  und  die  ad« 
ÄTignon'scbe  Ausgabe  demselben  Tom  Jabve  177Q,  wobei  «ir  ■ 
bemerken  wollen,  dass  man  selbst  in  Fraakreich  ai^iebtt  du 
diese  letztere  Ausgehe  nicht  so  correet  sei  wie  die  eoglMfe 
die  in  den  ersten  vier  Geradea  beigefiDgtsn  logartthmischcn  Sn 
und  Tangenten  ffir  die  eiaselnen  Secnndaa  aiad  in  detaeUMi  w 
Blouton  berechnet,  der  sonstige  Herausgeber  hpt  sich  abcraki 
genannt  —  Druck  und  Papier  sind  gana  den  neueren  Aasfirkle 
welche  man  jetat  an  die  Ausgaben  solcher  Tafeln  maeht,  geal^ 
und  der  fUlbere  sehr  geringe  Preis  von  1  Tbir.  7^^  Sgr.  ist  dl 
erbi^ht  worden«  —  SoUen  wir  nun  hiemach  noch  Etwas  aarh 
sonderen  Empfebinng  dieser  trefflichen  Tafeln  biDsufägen!  (• 
wies  nicht«  Aber  wünschen  wollen  wir»  dass  namentlich  Wiii 
matbematischen  Unterrichte  auf  Schulen  der  bisherige  SchMsi 
bei  dem  Gebrauche  der  filteren  Tafeln  endlich  aufhöre,  undla^ 
neuen  ausgeseichneten  Tafeln  unversöglidi  Eingang  findca  il 
wünschen  dies;  ob  wir  es  aber  auch  in  der  erforderlicbMi» 
dehnuQg  hoffen  dürfen,  müssen  wir  nach  den  bisherigeii Uk 
rungen  sehr  dabin  gestellt  sein  lassen.  Daher  wünschen  wir^äi 
auch  die  höheren  Uoterrichtsbehdrden  das  Ihrige  tbun  moga.« 
der  trefflichen  Bremiker 'sehen  Tafel  recht  bald  miglicbit# 
mein  Eingang  au  Terschaffen.  G. 


Geometrie. 

Ift^  Iaetitot#  Teemte^  4L\  Vorfm«.    Sui  pritrt' 

p\\  geometrici  de  Disegno  e  speclalraento  deti'  in- 
nometrico  dalte  lezioni  dl  Geometrie  appllcate  tl^ 
arti  dl  %ulB«iiio  8^11». 

Dieses  lithographirte  uad  deshalb  wohl  nicht  in  den  B^ 
handel  gekommene  Memoire  über  die  Priocipien  des  geometrisiB 
Zeichnens ,  welches,  wie  es  scheint  (m.  s.  pag.  1.),  dem  Üatcnkhi 
auf  dem  Königlichen  techniscben  Institute  zu  Turm  aar  Gm^ 
läge  dient,  scheint  uns  sehr  au  Yerdienea,  in  einem  weaa 
Kreise  bekannt  au  werden ;  dem  dasfelbe  entli&lt  in  sehr  tti- 
ger  Kflrae  eine  aehr  deutliche,  ^gaiia  elqnentare  DatateUof'^ 
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Arteo  dm  gtoaMMflebm  MebiiM«,  tMbi  Umv  all 
der  syttlhetiieliMi  Gaonelriei  tbeik,   im  m  die  gitDMere 
»  geb«ty  mit  Hfilfe  4«  aealylkdie«'  GeovietiMi    Allks,  waü 
rfelgreicben  fttekllsciiMD  Aii«reii4tmK  «tfordcriiclhwl,  ht  nMb 
er  M«iniiog  in  dittiem  Rkbi^iKe  eoCbait«»»  md  ün  erlSetate^ 
Beiepieifii  fehlt  e«  in  domeelbon  gleieb&lk  nicht/  u-enbaib 
ieeer  Schrift  woU  eine  Deberttngia^  in'n.Denteehe  frOns^shen 
ten»   da  wir  dieeelbe#  itle  geengt»  nnmenlUebfeiehr  nweek« 
ig    ror .  Pf«htfker  halten«   um  Sn  in8glieb«t  knraer  Zeit  ebM 
elende  Uehetaicbt  der  versohiedeaen  Arten  der  graphischen 
telleng  za  gewinnen.    Cm  diesen  anner  UrtlMtf  nifaer  zn  be^ 
ieD,    geben  wir  im  Fo^nden  eine  Cebemicht  der  einseinen 
^tabschnitte :    Piurte  t«.  PeicorntBiMiieaie  dbeUer  fenoiii 
»nlBione  dl  mi  eerpe.    Capo  l®.  Posizione  dl  an  panto 
a  UD  piano.     Capo  2^.    Posizione  di  un  panto  o  di  an 
\o  neliospazio.   Parte  •«.  Dinegne  del  eerpt  delle  enl 
e  e  delle  enl  nnperilele  nl  eenenee  1»  peslBleae  e  la 
n».      Capo  l^'.  Piani  qaotatL    Capo2o.  Geometria  de- 
ttiva.  Capo3^.  Prospettiva.   Capo  4^.  Disegno  axono- 
rico.  Diese  zweite  Abtheilung  ist  ;iiit  besonderer  Sorgfalt,  Dent- 
:eit  und  bündiger  Kfirze  bebandelt,  im  Tierten  Kapitel  mit  sehr 
^Icmässiger  Anwendung  eioiger  allgemein  bekannten  Formeln  der 
^tischen  Geometrie,  and  erläatert  durch  die  Darstellungen  einiger 
chinen,    insbesondere  auch  eioes  Planimeters.     Wir  glauben 
t  ^  diäs^  man  alle  oben  genannten  Metbeden  der  graphinehen  Dar- 
ong  an  einen  anderen  Orte  zoeeeunen  so  knrz  und  deotNcb^  aber 
inglich    ansföhrlich  fOr  die   pnaktiscbe  Anwendung»    erläutert 
9t 9    wie  in  diesem  verdienstlicheo  Menrnrn  des  Herrn  Qnin- 
o  Seile,    weshalb   wir  dasselbe  znr   Beachtung   wiederboM 
»fefal^i. 


Physik. 

« 

Chronologischer  Katalog  der  Nordlichter  bis  com 
bre  1866,  saromt  einer  Bibliographie  über  diese  Er^ 
leinung.  Von  Dr.  Amt  Beo^»  wirklichem  Mitgliede 
r  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  su 
en.  Aus  dem  Octoberhefte  des  Jahrgangs  186^  der 
tzangsberichte  dqr  mathematiscb-natnrw.  KUsse. 

OieMt  «broMtifiMb*.  Sktalog  dar  NortflMiter  bis  imia  SAt^ 
»  M  jedeiiUU^«ia»lynerat  vwllen^dlelie  Arfcelt,  iHr  (««Iclie 
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A0  WiMenschaft  dum  Herrn  VerfsMcr  m  ÜMik  imiifclilii  M, 
wmm  maff  Danientlich  liedenkt»  wto  unendHclie  MQIm  die  Aiier* 
tigmig  deaaelbeo  gemaebt  haben  nraM,  nnd  welche  Uimlil  der 
TefBcbiedenärflgsten  Sehriflen  der  Herr  VerTaaser  dabei  ean- 
aehea  genOthigt  war.  Deshalb  halten  wir  uiia  Dir  verplickM, 
elncin  Jeden',  wer  sich  flbr  die  Eracbeinnngen  dee  Nordlichts  be. 
aondera  Intereaairt  oder  aieb  der  weiteren  Anabildmig  der  Tbeem 
dieses  so  flberans  merfcwitrdlgeii  Phftnoraens  au  widnen  gedo&t 
auf  diesen  yom  Jahre  600  ▼.  Chr.  Geb.  bis  zvm  Jabie  I866retckh 
den,  mit  der  kleinsten  Nompareil« Schrift  aof  74  Seiten  in  gna 
Octar  gedruckten  Katalog  dringend  aufmerksam  zu  machen,  Ür 
dessen  Pnbilcation  wir  im  Namen  der  Wissenschaft  den  Ben 
Verfasser  nochmals  nnsem  Dank  aussprecheo. 


Vermischte  Schriften. 

Annali  di  scienze  materoaticbe  e  fisiche,  compiliti 
da  Barnaha  Tortolioi.  (Vergl.  Literarischer  Bericit 
Nr.  CVI.  S.  9.) 

Agosto  18B6.  Calcnl  des  expresslons  gdndrales»  ^^  ^ 
nent  ia  ▼aleor  des  divers '  dldmants  de  la  parabole.  Par  Ger« 
gas  Dos  tor«  (Continnaaione  e  fine.)  p.  289.  •—  Teoremi  iot» 
all*  attrazione  di  alcone  snperficie,  e  aolidi  omogeoei  sopri  s 
pnnto  roateriaie  sitoato  aal  loro  aase«  Nota  di  B.  San  tili 
p.  293.  —  Sul  principio  di  reciprocita  nella  teoria  delle  fönt 
Nota  di  F.  Brie  sc  hl.  p.  304.  —  Sopra  i  resti  di  Storni.  ^^ 
di  F.  Faä  di  Bruno,  p.  314.  —  Moto  del  doppio  cono  \m 
due  direttriei  rettilinee  poste  in  piani  ▼erticali  tra  loro  conTcrgei^ 
Nota  dl  Mattia  Azzarelli.    p.  318. 

Settembre  1866.  Moto  del  doppio  cono  longo  due  dirett»: 
rettilinee  poste  in  piani  vertieali  tra  loro  convergentL  Nota  ä 
Mattia  Azzarelli.  (Cootinuazione  e  fine.)  p.321.  —  Sar  T» 
daction  diectroatatique.  Troisi^me  lettre  de  M.  F.  Volpiceliii 
M*  Begnault.  p.  335.  — -  Elogio  dl  Carlo  Gustavo  Jacob  Jactä 
Tradnaione  dal  Tedesco  di  G.  Novi.    p«  34*2. 

Ottobre  1866.  Elogio  di  Carlo  Gnatayo  Jacob  Jacobi.  fr 
dn^ione  dal  Tede«eo  di  6.  -NotI.  (Continaasioae  a  fina)  p^S 
— •  Salla  quadratara  della  auperüde  pawJlela  ad  .vaa  ^Mpcifc«' 


tUmmHmdkr  ß0hM  CZ. 


'  ordUM  jooiiMciata  uoii»  U  «ovo  di  aa^ßtfm^ü  eUgiirito  ■ 
oria  di  &  TortoÜBu  p.  07%  *<-  LeUre  de  M^  b  Profil»- 
J.  J.  Sylvester  «  le  Reductour*    p-  3fi6. 


$itzoDg«bericbte  der  Kaiaerlicbeo  Akademie  Apt 
äenschafteu  xa  Wien.  (Siehe  Jjiterariacher  Beirielit 
GVL  S,  100 

JabrgangI856.  Band  XX  Heft  2  und  3.  Littrow:  Drei 
len  fiber  den  Kometen  von  I55Ö.  S.  3Ö1.  '—  ResTfrober: 
^r  Professor  Stampfer's  Licbtpunkt  •  Mikrometer  im  Fem- 
t  des  Meridiankreises  der  Sternwarte  zu  KremsmOnster.  S.  314. 
tampfer:  Zusatz  zu  vorstehender  Abhandlung.  S.  3S^.  — 
i  I :  Ueber  die  Bestimmung  der  Seehuhe  aus  dem  beobachte« 
LaAdrucke.  S.  353.  —  Stark:  Ueber  die  Methode  des 
peltsprecheos  in  derselben  Richtung  auf  einem  Drahte.  S.  53]* 
» e  1 1  i :  Ueber  das  am  22.  März  zu  Pavia  beobachtete  Meteor. 
iO.  —  Härtenberger:  Bestimmung  analytischer  Gleichun- 
für  die  Seiten  von  KegeisdniittB- Vielecken  und  Anwendung 
elb«n.    S.  541. 

Jahrgang  1856.  Band  XXI.  Heft  1.  Struve:  Ueber  die 
tengradmessung  zwischen  der  Donau  und  dem  Eismeer.  S.  3. 
>eltzen:  Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aua  den 
:eiander*schen  nördlichen  Zonen  in  anderen  Quellen.  S.  19. 
I)  b  n  e  r :  Ueber  die  Anwendung  der  Reibungs  -  Electricität  zum 
ien  TOR  Sprengladungen.  S.  85.  —  Kr  eil:  Erste  Ergebnisse 
magnetischen  Beobachtungen  in  Wien.  S.  157.  —  Fial- 
^ski:  Rotation  ohne  Grnndriss.    S.  181. 

Jahrgang  1856.  BandXXL  Ileft2.  Zantedeschl:  Dei 
>  rotatorio  dell'  arco  luminoso  dell*  elettromotore  voltiano« 
36.  —  Zajutedeschi  e  Berlin etto:  Delle  difierenze  che 
cedono  fra  gli  effetti  prodotti  dalla  luce  e  dal  calprico  sopra 
oruri  e  joduri  d'argento.  S.  243.  —  Reslhuber:  Unter* 
tnngen  über  das  atmosphärische  Ozon  (sehr  interessant).  8. 351. 
^11^:  Opposition  der  Calliope  im  Jahre  1857.  S.  379.  — • 
ikler:  Neue  Theoreme  zur  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
en  (sehr  beachtenswerth).  S.  389.  —  Grailich:  Ueber  eine 
heilang  Professor  A.  Beer's,  die  graphische  Darstellung  der 
>iitaden-  und  Phasen -Verhältnisse  der  Reflexion  geradlinig 
risirten  Lichtes  enthaltend.  Auf  Veranlassung  de«  Herrn 
tioosrathes  W.  Haidinger.  S.  427.  —  Brficke:  Object- 
jer    TOD  Canarienglafl»    S.  430.   —  Pohl:    Oeber  die  Ver* 
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ifMdbtvkeiC  dM  Mi|»cherllek'«clieD  PetariMlIoM-SMdmw- 
Unm  stt  oheniwck-technlscheii  Pfoben.  8.  49S.  —  Zanted^tekt 
e  Borlioetto:  DtUa  firradtaiAiHii  eliteiehe»  •  della  «ecenlta 
del  loro  foco  separato  da  qaello  delle  irradiasioBi  cabriiche  e 
lomiooaa  al  eonegnimeoto  delta  paresao  e  perfedone  delle  pme 
fotografiche  negative  ottenüte  coHodati  d'argento.  S.8SL  —  Heger: 
U^b^r  die  AuMattng  eloes  Systems  von  mebrereo  unbesliimtei 
GleicbuDgen  des  ersten  Grades  in  gansen  Zahlen«  weide  cae 
grossere  Anzahl  tdo  Dnl>efcannteB  In  sich  sdiliessen,  ab  mb 
bestiinnien  vermögen.    (Sekr  b^htenswerth.)    S.  560. 
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litermlHher  BMeAt  Cif. 
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Systeme,  Lehr- und  Wörterbücher..  ,      . 

« 

ilatik'aniätlscbefl  Worterböcfc.  Alp6abeti'0cbe  ISü- 
nensleilvng  «ätnmtlicber.  In  -  d-te^  irtattjfematiscben 
9eb8<i1»äft6ii  g«ebo:r^h<t^r  Gegeh^tKnde  in  erklären' 
and  beviretsefftdeiiy  «yatbetiscb  und  analytiticb  be- 
iteten  AbbaDdlangen.  Ton  Ludwig  Hoffnianliv 
n^isteri'»  Berlin.  Verlag  voö' fluslav  Bosselmann 
ertth.  1857.  8.  (Bratee  Heft,  o^bis  Aiftlkauattacbe 
e.) 

iine  8b  schvracbe  Production,  wie  sie  in  Bezug  auf  das  ZieU 
es  das  Buch  sich  selbst  zu  stecken  scheint,  auf  dem  Felde 
nathemafischen  Literatur  uns  seit  lange  nicht  zu  Gesicht 
(inien  ist»   und  derselben^  namentlich  dem  Auslande  gegen- 

wenn  dieses  irgendwie  davon  Notiz  nehmen  sollte,  was  wir 
ins  weder  hoffen  noch  wünschen,  keineswegs  zur  Ehre  gereichen 
Man  lese  z.  ß.  den  so  ungemein  wichtigen  Artikel : . ,» Alge- 
he  Gleichung.''  Rein  Wort  von  dem  Fundamentalsatze  der 
ra,  obhe  den  jede  Gleichungstheorie  nichts  ist;  von  dem- 
ilteh  der  Wurzeln  zu  den  Coefficienten  der  Gleichung;  von 
Newton' sehen  iSatze;  von  der  Anzahl  der  reellen  und  ima- 
*n  Wurzeln,  dass  nämlich  die  letzteren  immer  nur  in  gera- 
Lnzahl '  und  paarweise  vorhanden  seih  können ;  kein  Wort 
den  Satz  ton  Harriot  oder  Decartes  über  das  Verhalten 
^nzabt' der  positiven  und  negativen  reellen  Wurzeln  zu  den. 
enfoTgen  und  Zeichenwechseln  in  der  Function  der  Gleichung  ;• 
kVort  ober  den  herrlichen  Satz  von  Sturm;  über  Fourier's^ 
fe*6.  und  Ai^derer '  Aufiusungsmethoden  der  höheren  Glei« 
ett,  u.s.'w.  u.  8.  wi  Also  nichts,  was  eine  Einsicht  in  ^ie 
li<ihe  Natur  d^r  algebraischen  Gleichungen  gewährt.  Dagegen, 
ef trivialsten  Dinge,  die  berühmten  Courier-Aufgaben,  die  Auf- 
fifiet'dti'e  beiden  Bomben  werfenden  Artilleristen  u.  s.  w.  aus 
r-Birscb,  und  dergleichen  Schulfuchsereien  mehr,  die  an  sich 
Fr  ihren '2weck  ganz  gut  sind,  aber  nur  nicht  den  fast  alleinigen 

eln^b 'solchen  Artikels  ausmachen  können  und  dflrfen»  Oder. 
ODtiss   Äich,   wie  wahrscheinlich   dieses  Wörterbuch,  Scbul- 

.  XXVni.  Hff.  S.  8 


^  M^mriMCker  SerUäi  €M^. 


m  AnJEu««  ehe  Ansaiil  i»}dUmn'  .SMse.«4ir.  AdRik«. 
Aodf^eKseiU  fei^i  es  aber  wich  a^l|«iii'ii|i.V0iiiegeii4«o  Tkek 
]Uuq(«i»l|^ich.»oi  ßikde  dfr  eioselaeu  {^arf^mplieii»  oiclilaBW 
aoywii^  iUe  .selbst  4#iii  ScbOler  der  obei^a.Stiif»  ai9ek*^Blof  ^ 
NachdeokeD  bieW  Die  Benseise  und  AQflusmgffiijdpd  liigMis 
XQllfltäodig  gi^eben»  w«b#i  aber.horM  AnflmitiipgM.^ti^  ^"^ 
zweckmiasige  H^Dweieungen  auf  Frühere»..  mcM- -ADlilea«  ük 
grossere  Anzahl  gaoz  kurzer»  oft  sehr  zu  Batehrang  ulk- 
läuterung  dieneoder  Fragen  ist  den  einzelneo  NonoierB  Md^ 
beigeftigt  NaineoUieb  unter  den  Lehrsitzen  finden  sich  maAr 
den  Herren  Verfassern. jedepikHs'eigfBthiiinliche  interessante» 
metrische  Beziehungen »  wie  sie  sich  bei  einer  solchen  sorgCiIii^ 
vM  mfiherollen  A^b^it'iitiihet^'von  selbst- zu'-ergeheto  (»flegeo,!« 
in  dein  ungemeinen  R^ichthuro  derfieometrilfty  der  nie  au  enc^ii 
-ist,  seinen  natürKchen  Grund  bat  Ausser  der  g^sssfr  Reidi^ 
Ügksk  dieser  Sammlatig  finden  wir  ihr  Haat^t^erdienstin  der  ioa^ 
sorgftitigen  melhodibcben»  stets  In  folger^hter^^tse  Vom  Leicte 
zum' Schwereren I  dem  Eünracheren- zum  SKusamneo^aeeUteraitf' 
schreitenden  Anordnung  der  Lehrsätze  und  Aufgaben « *^  im$^ 
Qberzeugt  sind»  dafs  das  Bjicb  ni^bt  bloss  intdeRmmiaiBesgttGkis* 
teil  Lehrers  bei'm  Unterrichte  Blutaen  i^ft^niiSO^dera.selbstsd 
Ton  einem,  -gut ,  Torberelf^ten ,  Anftoger.  baiiiiii  .SelbsIslHdiua  w- 
theilhaft  bef^ntzt  frefdao- kanpi .  Paf  Bwch  isl.za.  xQichhaltig.äi 
^4ass  wir  sfninan  ^  Inhalt  hier :  awJi  wir.  in  veintin  JElaqptsniee 
iwzugebea.wi.äit^nd^w&req«.  JAqge  fss  dabiVi  allen«  L^^^rai^ 
mals  zur  Beacbt^pigi  empfohlen  sein  und;  der  svp^itev  4»  Lh 
voa  den  Proportionßo.  .voraussetzende  Tbeil  bald  erssheineo. 


Physik. 

Jahresbericht  jllrer  die  .l|«)b<9i;e  sBürg^rwJhnliii 
Frankfurt  a,n,,der  Oder  von.  Oajt,erji  lÜSS.  BiA^eiiif 
Abhandlung:  Velier  verepliled^iie  vtAtliemiAtBi* 
pla7Sllc*lUcli,i^  Pr«>Icii^«p  .WPt  Bf.  Clv  Bpismü» 
ITrankfur»  a.  i,  O.  1887,    4P.    .    .  .  ;    i  ,     .  . 

.  '  WiribiIHgen  die  Wahl  des  idhato'z»  dieste^SdlMproiHü 
gatiz  undi  wönsdwnr  dass>vlidere  Lefa^anslsiteii ^4eit: Äbfirt 
Jhfer  Programme  Cfters'gleiehieGeslchlsftt^kts -^erfcll^bfttBigd*^ 
l>et  Herr  Vetiasser  behaiidelt  nimlfeh^  rhrm^U^iwmnkmplff 
«ikidisch -mathematischer  Prabieme,  dienia  4mg6mntmKkkmjlt 
sUmlischen  Eldmentaibfldhei^  Mv  sehr  obhrliiaiiiB^r.hibilf 
fv«rden,  fai  eingeheoder  grüadHcber  Weis»  so,  dbss  diesett«^ 


,Ufrmi9eikr  anMU  CXi.  B 

esü  Qto'ideD  rCS«aiabt«fc»ei9  der  Scbfikor  UMiiiigtliit  unddiwe 
leioe  «ebr  «vrackwiMifcisiir  O^hongiderselbm:  beaatsi. werden 
en,  wodarch  er  aigleicfar  efifineliiit  der  Qiieriifenl'?5Uig  Mei^ 
immende  Ansieht  über  «$)iet  keeoufdere  «Wichtigkeit  der  netbe» 
»cken  Seite) den  pliyeikalieelien.ScbplaiktenricIits  an  deü  Tag 
;t  hat  Wir  Italien  eat^ehoi»  oft,hnrrergehobeil«.«nd«^iUer> 
1  a«  nach  t»ei  dineer  Cetegeaheit,  duae  aaCSehnlea  der  hlHrhre 
ikolieehe  Unterricht  yorangewetee  matheniatiaoh  ertHeÜt  frer^ 
und  das  Experiment  zwar  keineswegs  ganz  vemacbiäsa^ea» 
sich  da1>ei  nur  auf  das  Noth wendigste  beschrftnicen  pius^s/venn 
einen'^ZweGk  erfüllen  und  wahrbaft  befruchtend  and  anregend 
en  soll,,  wozu  eine  so  grosse  Anzahl  'der  trefflicnsteni  Eie* 
te  in .  demselben  liegen.  Auf  den  UmyersitSten,  wo  der  phyr 
lische  Unterricht  leider II    oft  nur  zu  sehr,  ja  nicht  selten 

ond  gar  im  Dienste  der  Medicfn  steht  und  derselben  als  sei« 
Gebieterin  huldigt»  wird  die  mathematische  Seite  der  Physik 
en  gewöhnlichen  Vorlesungen  Ober  diese  herrliche  Wissen- 
ift,  —  einige  sehr  rfihmliche  Ausnahmen,  auf  die  der  Kundige 
t  besonders  hingewiesen  zu  werden  braucht,  natOriich  abge- 
net,  —  oft  ganz  vernachlässigt,  was  dann  aber  auch  meistens 
zu  bedauerlichen  ResulClitea  fuhrt  Auch  deshalb  haben  die 
$ren  Lehranstalten,  auf  denen  wahre  Grfindlichkeit  und  Strenge, 
mit  einer  elementaren  Betrachtungsweise  sehr  wohl  zu  verei- 
D   ist,  das  erste  Haupt-  und  Grnndeleroent  alles  Unterriehta 

muss,  um  so  mehr  die  Verpflichtung,  die  in  Rede  stehende 
e  des ,  so  bildenden  physikalischen  .Unterrichts  hauptsächlich 
'orzuhelien »  and  jede  Schrift,  welebe  dazu  ftirdemd  zu  wirken 
it,  wird  von  uns  jederzeit  mit  besonderer  Freude  und  Aner- 
nung  begrOsst  werden.  Deshalb  auch  das  vorliegende,  gan^ 
nentar  in  sehr  grfindlicher,  völlig  flQr  den  Schulunterricht  ge- 
leter  Weise  verfasste  Programm i    Die  Auswahl  der  betrelfen- 

Lehrep  ist  sehr  zweckmSssig  getroffen,  und  überall  bat  der 
r  Verfasser.«  wie  z.  ß.  bei -der  Bestimmung  der  Bre<;h9ng9- 
laltniase,  auf  die  neuesten  Metboden»  die  sieb  noch  lücht  in 

Lehrbüchern  finden,  Rttckeiebt  genommen>  wodurch  die  Schritt 
b  Itir  Lehrer,  denen  eine  grossere  Bibliothek  nicht  zu  Gebe4e 
\t,  lehrreich  ist  Det  labalt  Ist  Mgeadei':'  L  Die  apealfl-- 
le  Wärme.  Allgemeine  Tbeovie  and  dann  L  Die  MIschangs* 
bode.  2.  Die  Eisschmelzungstnethode.  3.  Die  *Erkalttingstne* 
ie.  Endlich:  Beachtenswerthe  Anmerkungen  über  die  Ermitteliing 

spezifischen  WSrme  der  Gase  mit  besonderer  R0cksi<iht  auf 

neuesten  Arbeiten  von  von  SeVdlltz,.  KrOnig,  Kreiners 
),  w.  —  IL  Die  Conatanten  galvanischer  Rheomoto- 
I.     Voa   dem   Öhm'schetr  Gesetze  'ausgebend:     Tangenten- 


B  Uiermrüek^r  BertdU  €Xi. 

boüisUe',  elektreiiMtoififtclie  Kraft»  Wideratsnd.  Bhihril  to  U* 
tngswkleivlMideft/LeMmftwiderfttiBd  der  Driftfe,  «p«^tfMh0 
LettmgswMerateiid;  q.  s.w.  *i—  III.  Die  Dectinetien  der  Nif- 
Detnmdel^.  ^  IV.  Der  BrechangeexponeDf,  mit  Rfi<liiekt 
eof  die  Methode  oad  das  Iiietrament  v^m  Meyereteln«  -*  V.  Du 
Bild  bei  «pliärteeben  Spiegeln  «ird  Lineeii.  Die  gcwih 
üeben  einfaclisteti  eptieclien  Formeie  eb  bekannt  vorane^cftaHi 
baupteSchlicb  Aber  Lage  der  Bilder  in  Bezog  auf  die  Q^Kk, 
Vergrteserong  n.  s.  w. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lesern  znr  Beacbi; 
nnd  haben  es  namentlich  deshalb  etwas  nSber  als  sonst  gew^b* 
lieb  besprochen,  weil  es  die  wichtigste  Seite  des  pliysikaliKki 
Unterrichts  In  geeigneter  Weise  hervorhebt  und  die  Fdrdenf 
dieses  wichtigen  Unterrichts»  der,  nach  richtigen  Gmndsit» 
ertheilty  so  viele  treffliche  Biidnngsmittei  enthilt,  aber  bei  ma^ 
figer  Behandlung  seinen  Zwecis  auch  ganz  verfehlen  kann,  n^ 
dieser  Seite  bin  sich  angelegen  sein  lisst. 


Optische  Inslnimaite« 

Je  mebr  die  aenea  SteinheiPecheB  Fernrölire  n&d  übrigen  optiiia 
Apparate  bei  ihrer  grossen  Yortrefflichkeit,  die  wir  ana  den  Gtfarancl  e« 
in  amterem  Besiixe  befindlicKea  solchen  Fernrohrs  ^oUstlndiffcrbirget  k» 
AMI,  und  ihmn  Terhilthissmlaiig  sehr  niedri^n  Preise  die  allyieiMUe* 
w&rmste  Empfehlung  znr  Anschaffung,  namentlich  auch  für  die  Apparate k 
Schulen  Terdienen:  desto  mehr  halten  -vrir  ca  fftr  unsere  Ffll^t,  den  mb- 
•len  Freis-Courant  der  Sleinheil'schüii  Wcrkstfitie  in  Munclttft,  für  iaa» 
Zuaendnag  wir  ihrem  berfihmUn  Vorsteher  Terbindlichat  dan^«n,.a«duiM 
unseren  Lesern  sogleich  mitxntheilen«  (Den  früheren  Preis  *  Conrant  ta. 
Tht  XXV.  Literar.  Ber.  Xr.  XCVU.  8.8.)  G. 


*)  Die  hier  entwickelte  Melhode  tor  BeetiromaDg  der  Decli 
leC  gans  die  leichte  nnd  genaoe  Methode,  welehe  der  Heran^gclNr* 
ArchlT.  Tbl.  XXIV.  S.  135.— S.  137.  mit  Berückeiehtigaag  dea  E10- 
tridldtsfehlere  dee  Inatroments  aagegdben  hat,  wae  iistAflidl  aodi 
der  TOffliegenden  Schifft  bemerkt  iet  Der  Hcrsttageber  eilaaki  lA 
anr  sn  bemerken,  daea  ia  neuerer  Zeit  von  Herrn  Breitbanpt  w' 
Sohn  in  Caieel  aehr  aehöae  nnd  genaue  Peidmeaeer-Beaaeoica,  t" 
dan^B  dae  Femrelir  eich  gana  dnrebeolilagen  Matt»  TerlMigi  ««'^ 
in  dem  Terbältnleimiaaig  geringen  Preiae  tob  80  Rthir,,  weiche  ^ 
snr  Attsfnhmng  aeiner  Methode  cur  Bestimmung  der  DedfaMticB  ^ 
Magnetnadel  Tortreffitch  eignen«.  Da  diese  treffllelien  LirtrauitjUt  «k 
▼ielen  Zwecken  sogleich  cntepredwn,  nnd  ale  FeldmeMer^Haavda 
m'agneäaobe  I>eciinatorien  b.c.w.  benutit  werden  konaen;  tm  n^ 
Ben  eie  eebr,  ia  die  pbytikafitcben  Kabinette  dw  bohfM 
aafgenammen  sn  werden.  6. 
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Dimeiifljoi^eo  sind  Im  Pari«er  DoodecMMlnSMae ,  die  Pr»Ue  Im  Moni- 
ein«-GiUdeiif«tie  franeo  Manchen  nngeteUt.  Eiuelne  PreUerhöhun« 
I  i^ei^en  den  Ceorant  Ton  1A55  haben  in  Contlmctienaverbecterongen 
»n  Grand.  Die  WerIcstaICe  arbeitet  aar  aal  PetteHongen.  Diene  «alle  nuiil 
ert  an  die  Anstalt  richten.  Verpaclcnngtkoaten  werden  baeaadere  berechaat. 
r  allea  ObjectiTfa««ungea  iit  die  Firma  n.  das  ProdactiiNif-M'umero  gravir^ 


I 


L  AbthefloDg*    Fernrohren. 

m.     Tuben  ohne  Statir,  mit  fonrntrlem  Holirohr. 

Wtetrmetor  von  108^  Oeffounar»  ISi  Fuaa  Brennweite» 
mite  Okularen  von  80. 107. 160.213. 320. 480maL  Vergr. 
n.  Sonnenglaa,  dann  Sucher  v.  33'"'  Oeffn.  u.  42*  Brennw. 
Mefractor  von  00^  Oeffnong  und  11}  Faaa  Brenn  weite, 
6  Okulare  von  W.  92. 138. 184. 276. 414mal.  Vergr.»  Son- 
nenglaa,  dano  Sucher  von  27*^  Oeffn.  n.  27 Zoll  Brennw. 
Befraefor  von  84"^  Oeffn., 9;  Fugs Brenfivr..  6 Okulare 
von  Sa  77. 116.  155.  232.348nial.  Vergr.»  dann  Sucher 

von  24"'  Oeffn.  u.  24  Zoll  Brennw.    . 

Aef  raetor  von  78^  Oeffn.,  9  Fuaa  Brennw.,  mit  6  Oku- 
laren von  54.  72.  108. 144.  216.  324mal.  Vergr.,  dann 

Sucher  von  24^  Oeffn.  und  24  Zoll  Brennw 

liefraetor  von  72"^  Oeffn.  und  8  Fuas  Brennw.,  mit 
5  Okularen  von  64.  96.  128.  192.  288mal.  Vergr.,  dann 

Sucher  von  21'^  Oeffn.  und  21  Zoll  Qrennw 

Zu  diesen  Refrartoren  werden  anf  Bestellung  entspre- 
chende parallak tische  Anfstellnngen  mit  und  ohne 
Stnnden  und  Deklinationtkreise  geliefert.  Der  Preis 
richtet  eich  nach  der  Groeie  and  nach  dem  Grade  der 
Elegans,  die  verlangt  wird,  worüber  man  «ich  ver- 
etandigen  wird« 

TvlNifl  von  60^  Oeffn.  und  78  Zoll  Brennw.,  die  6  astron. 
Okulare  vergrSsaern  52.  78.  104«  166.  234mal,   da« 

terr.  Okular  78mal,  Sucher  von  ygy 

Tobu  von  48^  Oeffn.,  60*  Brennw.,  astr.  60. 80. 120. 

12^ 
180.  240,  terr.  60,  Sudier  -gr 

Tabiui  von  42*  Oeffn.,  60*  Brennw.,  astr.  60.  80. 120. 

180,  terr.  60,  Sucher  gi    •    • .    . 

TmUmB  von  39*  Oeffn.,  60*  Brennw. ,  astr.  80. 190. 180, 

9* 
terr.  60,  Sucher  gs 

T«taM  v.33*Oeffn.,42^Brennw.,aetr.B6.8&  126,terr.54 
Tnbue  von  27^*  Oeffn.,  27''  Brennw.,  astr.  54. 81,  terr.  34 
Tnlbu  von  24^^  Oeffn.,  24*^  Brennw.,  astr.  48. 72,  terr.  30 

Zn  den  Tuben  jiff  0—12  werden  anf  Bettellaii|r  ent- 

•preehende  Pyramidalttatlve  mit  uad  ohne  Kreiee, 

von  eialaaier  oder  «legaater  Arbeit,  oder  anch  pa- 

f  raUakHAnlUellnBgaanmvereinbartaPlraiaegalietet. 
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M 

13. 
li. 

t 


k.  Xwhen.  JUlitf«id.8tktirJlle«idaf^  ih  ^UrtenJtakak 

Tak«a  33"  Oefii.,  42"  Bieanw.,  terr.  SO.  70,  aatr.  54.84. 

126«Mi.  Vergr.,  ^nacfliiias  Triebsteoge  .<  4  .  . 
Tobaa  27"  Oaflb.,  37'  Brenow.,  (err.  34..  aatr.  54. 8ImaL 

VerffT.,  Sonnenglag - 

21"  Oeffn.,  21'  Bremiw.,  tcrr.  Sl/astr.  42.  (tSraal. 


17. 


18. 


1§. 
20. 


21. 
22. 
23. 
24. 
2S. 
26. 
27. 
28. 

29. 

30. 
31. 
32. 


i   * 


36. 
37. 
38. 


Vörgr.y  Sonnenglas 
TnttM  15^  Oeffn.,  12''Brennw.,  terr.  28,  astr.  36. 60mai. 
Vergr.,  Sonnenglas "T^l    .    .    .    .  * 

Suchifr,  Helfi^keft  iiiid  O^s&S^feld  gram. 


c. 


Kovieienpnelier  von  27^  Oeffn.  und  27''  Brconw.» 
mit  13iniaL  Vergr..  parallaktiscb.mootirt.  Das  StatW 
mit'  3.  Fnasacbraubeo  ui^d  aus  Mesaineruhren  gebil- 
det zum  Stellen  auf  :deW  Tisch.  Die  Huhe  kann  ge- 
ftnäeH,  jede  Axe  geklen/mt  und  das  Ganze  aacb  als 
-Horizontal -Stativ  benützt  vierdeo    ....... 

BeAonderer  Hkulantilteen  mit-  Trieb  am  Jß  17 
iücb  ah  Tubus 'kab^utzedr.''B«tt|egeben  sind  terr. 
OkutaVe  von  34  und  astr.  von  54  u.  almal.  Vergr.  nebst 
Sonnenglas   .....    V '  .    .    .    . 

Sucher  von  W  Oeffn.»  12^ Brenn w.,  mit  9maL  Ver^. 

flnielter  kleiner,  von  9^  Oeffn.  und  6mal.  Brennw., 
ihttdmal.  Vergr.    .    .    .    .* 

d.     Zuigfemrohreik» . 
SvgffenarMire  33*^ Oeffn.,  42*^ Brennt.» terr.  Vergr. 54 
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27* 
24" 
21" 
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ff 
99 
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34 
30 
31 
32i 
15 
11 
7Ü 


« 


Okular  iiisaromensehietibar 
15*^  Bi'^dnn  w.»  terr.  Vergr.  3S 

J*F^*  39  •»■  »9  *^ 

12*       ,*         „       »  ,24 
9*       »         M       »     18 

9 


99 


99 

M 
99 


•» 


'Sollen  diese  ZugfenirOhre  ein  Sonnenblendrohr  er- 
halten,  so  erhöht  sich  der  Pre^  von  ISo.  21—24 nm 

'     No.%-28nm 
.'^}  N«.20-84«Ra 

Banrascbniaben,  Futterale  odeir  liedenacke  werdeu 
Mif  Verlangen  beigegeben  und  bcpomltos  y^ikmtitmoL 

Maiine-Ffh-nröhren  mit  Hblnofa^:«!!!* Somen« 
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'essante    Notis  über   eine   grosse   natheninsclift 

« 

Bibliothek  in  England. 

lern  Frennd»  der  so  verdiente  Director  der  Reabchule  sa 
),  Herr  Dr.  Brennecke,  hat  mir  folgende  allgemein  inter*- 
te  Notiz  mitgetbeilt:  G. 

Wissen  Sie,  wo  die  vollstfindigste  Bibliothek  für  reine 
Bmatik  za  finden  ist  ?  Ich  habe  es  zufällig  erfahren.  Ich  war 
»rigen  Sommer  in  England  in  Cheltenham  und  wurde  unbe- 
er  Weise  Ton  duem  Hr.  Grave  eingeladen  zu  Tische. 
3lbe  bat  mich  am  folgenden  Tage,  seine  kleine  mathema- 
\  Bibliothek  anzusehen.  Ich  kam  seiner  Aufforderung  nach, 
ihrte  mich  in  ein  von  seinem  Wohnhause  (wo  seine  Fraa 
t  and  er  seine  Gesellschaften  giebt)  entlegenes  Stadtviertel, 
bat  er  ein  anderes  Haus,  das  von  dem  Parterre  bis  ^um 
n  nar  mit  rein  mathematischen  Bflchern  in  schönster  Ordnung 
9000  BXnde)  angefüllt  ist.  Ich  fand  auch  Ihre  Werke,  z.  B. 
das  ganze  Archiv,  vollständig.  Er  hält  sieh  einen  efgenen 
»thekar." 


etik. 

Luflosungsmethode  fflr  algebraische  Buchsfaben- 
^hungen  mit  einer  einzigen  unabhängigen  Buch- 
engr9sse.  Von  Dr.  Ignaz  Heger.  Mit  einer  TafeK 
dem  XII.  Bande  der  Denkschriften  der  matben.- 
rw.  Classe   der   k.  Akademie  der  WIss'enscbafteB 
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besonders  abgedruckt.    Wien.    Aas  der  kaiserlick-ko 
niglicheD  Hof-  und  Staatsdruckerei.    I8SS6.    4. 

Diese   Abhandlung  entbftit  die  Darlegung    einer  all 
Auflosungsmetbode   fOr  algebraische   Gleichungen  von  der  Fer 
#*(;r9a)=0y  welche  nebst  der  Unbekannten  x  noch  etoe  zi 
Buchstabengrusse  a  in  sich  schliessen,  so  das«  F(x^  ü)  eine 
gebraiscbe  Function  der  zwei  Buchstabengrosseo  x  und  s  tmi 

Gestalt  5[£fa^a?']  ist  und  folglich  ein  Polynom  t^i»  Glieden  in 

der  Form  Ha  o?  darstellt,'  wofür  die  Gleichung 

ein  Beispiel  liefert.  Nachdem  der  Herr  Verfasser  in  den  Vir 
bemerkun^en  der  frflberen  Arbeiten  Ton  Newton  mit  be» 
Aerer  RSehslelit  auf  dessen  analytlsdies  Parailelognnm  *), « 
Stirlingy  Gramer,  Lagrange  und  Aiideren  kurz  Ervaba| 
gethan  hat,  ßihrt  er  auf  S.  3.  in  folgender  "Weise  fort: 

^St^XJI»  be^cbäfügte  sieb  Fourier  sehr  asgelegentfick v 
dieatm  Gef^enstM^de  und  wir  baben;  gewissem  Andeutan^sk 
seinem  Werke  nach,  allen  Grund  zu  glauben«  dass  er  eise  ^ 
meine  Auflösungsmethode  f&r  solche  Gleichungen  uDdm 
nicht  blos  fffr  eine  einzelne  Gleichung  mit  einer  einzigen  itf- 
schüssigen  Buchstabengrosse,  sondern  auch  mit  einer  biHi!| 
grossen  Anzahl  von  solchen,  und  aücii  fkr  Systeme  v«m  odft 
reu  solchen  GTelchungen  gefunden  habe.  Lerder  sfnd  die  M 
nisse  dieser  Untersuchungen,  gleichwie  viele  andere  tob  ll 
aufgefundenen  Schätze  ^^^  Wissens  RiV  unr  rertoren  ge^!^ 
Aber  auch  in  seinem  Wetke  findet  sIcH  keine  Andeotun^JHM 
eben  froher  erti' Anten  Untersuchungen  fibef  die  ÜDSitetiglfit'l 
Genügä  leistenden  Functionen." 

„fiodlifh  wurde  derseib»  GegeBstaMl  von  Palvrai  fca«! 
behandelt  Bei  sMmm  Uotersuahttngim .  fiber.  die  iM^^areslif 
ferentlalgleichungen  gelangte  derselbe  nicht  nnc  a»  # 
Reihe  von  Integrationsmethoden  fOr  dieselben,  sondeni  laad^ 
AuflOsungsmethoden  ffir  eine  algebraische  Gleichung,  wekhei^ 
der  Unbekannten  x  noch  andere  constante  Parameter  beh€fk# 
Dieser  Fund  war  auch  Mnmal  der'fi^gfehstand  seiner  9feD! 
VortrSge  an  der  Wiener  Universitlit»  i^nd  die  GruDdav^e 
Ueihode  finden  sich  In  seiaeya. Werke:  ,,Iot4^afioii  der 
DMIer^tialgteichuagenf  oiederg^legt    Dieaeii  nJ«til 
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:eB  iPieniMW  dieae  AUiandloig  Mir  Bototeben.  E»  wurde  mi$ 
h  erst  sfiftter  kund»  dMB«c|iiMi  Foorier^  mewi^hl  auf  eiaeia 
I  Wege,  denselben  Gegenstand  bebandelt  batte,  wie  sich 
9  seinem  M^erke :  ,,  Analyse  des  ^quations  d^lermin^es'^  an- 
te I  findet  y  in  welches  dieser  grosse  Mathematiker  seine  Cn- 
bungen  fiber  Gleichungen  niederlegen  wollte.  Leider  ist  der 
e  Tbeil  hiervon  fQr  uns  verloren  gegangen,  weil  die  Her- 
be des  zweiten  Bandes  durch  seinen  Tod  vereitelt  wurde, 
rschieneoe  erste  Band  enthält  glöcklicher  Weise  eine  kurze 
chtiiche  Darstellung:  ,,Expos^e  synoptique"  des  Gesammt- 
3s.  Hieraus  nun  ist  ersichtlich,  dass  das  vierte  Buch  die* 
Werkes  eine  allgemeine  Auflusungsmethode  fOr  Buch- 
»n^leichungen  und  Systeme  von  solchen  enthalten 
Daselbst  sind  in  gedrängter  Kürze  die  Grondzdge  dieser 
>de  auseinandergesetzt;  allein  sie  scheinen  bisher  selbst  ge- 
n  Lesern  ganz  und  gaf  unverstffndlich  geblieben  zu  sein, 
ithlich  wegen  der  ganz  eigenthümlichen  Behandlungsweise 
\  Gegenstandes,  und  wären  es  vielleicht  auch  ffir  mich  ge* 
n»  wenn  ich  nicht  durch  die  auf  einem  ähnlichen  Gedanken- 
!  gegrOndeten  Untersuchungen  PetzvaTs  über  die  linearen 
entialgleichungen  zu  ihrem  Verständnisse  geleitet  worden 
Es  Ist  mir  auch  gelungen,  die  Methode  Fourier's  zur 
sang  von  Bochstabengleichungen  und  Systeme  von  solcheo 
(  in  derselben  Weise  wieder  aufzufinden»  wie  sie  einst  dief 
ros«e  Analyst  selbst,  seinen  eigenen  Andeutungen  nach»  ge- 
haben mochte«  Es  lag  dies  zwar  so  eigentlich  nicht  in  der 
ünglicben  Absicht;  ich  giag  vielmehr,  so  wie  jeder  andere 
einer  Stelle,  aocb  darauf  aus,  auf  diesem  wenig  betretenen 
\  wo  möglich  einiges.  Eigentbo»  an  gewinne&  und  glaube 
ch  einiges  gefunden  zn  haben;  in  der  Mehrzahl  der  Fälle 
h  geschab  es,  dass  ich  zwar  meinte ,  einen  eigenen  Fund 
to  so  haben  und  dann,  Fourier's  Expos^e  synoptique  zur 

Bebmend,  au  neiner  Ueberraschung  gewahr  ward,  wie  der* 

darin  bereits  angedeutet  war,  mit  wenige«,  aber  so  bezeicb- 
?D  Worten,  dass  kein  Zweifel  Obrig  bleiben  konnte,  Fou- 
halie  dasselbe  bereits  selbst  besessen.  Ich  fimd  mich  dadurch 
loch  mehr  bestiroqit,   ia  dieser  Abhandlung,    welche  einen 

dieses  Fundes  aum  Gegenstände  hat,  genau,  den  von  Fou* 
eingeschlagenen  Weg  beizubehalten.    Es  ist  dies  kfiaeswegii 
ein  Opfer,  welchea.maa  den  Manen  diesea  grossen  Mannea 
t,  ich  hege  vielmehr  die  UeberaeugDog,  da«s,  diese  Darstel-«> 
(weiae  angteich  die  allgemeinate  von  all^  sei»  iedep  aie^ 

bloe  auf  eiae  eiaaige  Buchstabeogleichung  »it  einer  einair. 
f&bersaliAiaigeii  Bacbataheagilueae  Anweadong  verstattet»  aen- , 
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d»ni  aUgemeiae  Gilägkeit  besitst»  wie  «im»  «w*  die  AaiäU  ief 
GleicbnogeD  und  der  fibersehfiesigea  Boebetabengrltacn  nn  ■h." 

,,Das  in  dieser  Abbandlong  gelüste  Problem  stellt,  wie  ai 
diesen  Bemerkungen  ersichtlicb  ist,  nur  den  einfacbsten  Fall  dir. 
Die  darin  auseinandergesetzte  Anflusungsmethode  verstattet  aierj 
eine  allgemeine  Anwendung  auf  beliebig  gestaltete  algebrai$cie 
Bucbstabengleicbongen  und  Systeme  von  solcfaen  mit  bcS^ 
vielen  fiberscbfissigen  Buchstabengrussen.  Dieser  Abhanli^ 
sollen  auch  mehrere  andere  nachfolgen,  welche  die  coroplictrtsa 
Probleme  behandeln,  wodurch  die  Theorie  der  algebraUekt« 
Bvchstabengleichungen  eine  erschöpfende  Darstelloos  ^ 
winnen  wird.  Diese  Reihe  von  Abhandlungen  wird ,  wie  »c^ 
erwähnt,  zum  grussten  Theile  als  eine  Wiederherstellang  der « 
Fourier  zuerst  aufgefundenen,  aber  durch  seinen  Tod  leider if- 
loren  gegangenen  allgemeinen  Auflusuogsmethode  fiir  Bocbstab- 
gleichuugen  anzusehen  sein;  ob  und  wie  weit  mir  dies  wkiU 
gelungen  ist  oder  nichts  mag  jeder  Leser  durch  Vergieiebi 
meiner  Arbeit  mit  dem  oberwähnten  Ezpos^  synoptiqae  seilt 
entscheiden.'' 

Je  sehnlicher  jeder  Mathematiker  die  Wiederherstelionf » 
▼erloren  gegangenen  Arbeiten  Feurier's  Gher  die  Anfldstu^^r 
Gleichungen  wünschen  muss:  desto  grGsser  und  allgeoeiiNrvt 
das  Interesse,  welches  die  vorliegende  Abhandlung  erref^,  s' 
desto  mehr  müssen  wir  dieselbe  der  Aufmerksamkeit  ^ 
Mathematiker,  welche  sich  fär  diesen  Gegenstand  intcK»* 
ren,  empfehlen,  wobei  wir  zugleich  dem  Herrai  Verfasser  furM 
mühevollen  und  scharfsinnigen  Untersuehungen  unseren  wara^ 
Dank  auszusprechen  nicht  uaterlassentkOnnen,  eben  so  wie  es 
Herrn  Professor  Petzval,  dessen  Untersncbangen  mit  dfe^O" 
anlalssung  zu  dieser  verdienstlichen  Arbeit,  tob  der  wir  mit  ^ 
grCssten  Vergnügen  genaue  Kenntniss  genommen,  gegeben  luks 
Auf  eine  nähere  Darlegung  der  Metboden  ^^b  Herrn  Verfall 
können  wir  hier  begreiflicher  Weise  nicht  eingehen,  sonden* 
sere  Leser  nur  dringend  auffordern,  sieb  die  Kenntmas  dernfeB 
aus  der  Abhandlang  selbst  so  bald  als  mOgllcb  zo  Teivcfaiti- 
Im  Allgemeinen  wollen  wir  jedoch  bemerken,  das«  die  Meä^ 
auf  dIe'EntwIckelung  in  absteigende  oder  aufsteigende  Reib«  fr 
rflekkommt,  dass  aber  hfebei  die  Kunst  hauptüftchlieb  dariBh^ 
steht,  diese  Entwickelungen  so  vorzunebmefei  und  anznorte 
dass  soweU  den  betreffenden  'Reihen^ die  nOtblge  Convcn^ 
▼erschuft  wird,  als  aucb  Unt^riirecbnngen'  der  St«tfgkeit  st«c 
mid  sorgfältig  vermieden  werden,  was  AHes  aoefa  an  «elff^ 
sellr  zweckmässigen  und  lArreMi«ii  Befaqpielto  «rläalwrt-wiii  ' 
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»  Karl<.Kreil;  wirkUchem  MU||J>ed0  4er  kniMrH^hen 
».denle  d«r  Wi«4ienachitfteti.  Au«  4€m  X.  Bapde4«v 
nkaebriflen  d«r  B»atlieina»ti6el^j|.atiirwU#«iiscbaft-! 
len*  Claaüfe  d^r.kaiserlich^n  Akademe  der  Wipaeii« 
Bflen  beacbodesa  abgadruckl;.  Wi^n*  Aqa  d«r  kai- 
lich-kaii*gii«haD  U{9f-.uo4  SUatsdruckiereK   18S5»   4* 

Diese  Früchte  der  Arbeiten  der  Icaiserlicb  -  üsterreichischen 
tralanstalt  ßir  Meteorologie  und  Erdmagnetismus  in  Wien, 
rker  Herr  Professor  Kr  eil  wt  so  gfosMia  Cifer  and  tiefer 
ntniss  des  betreffenden  Gegenstandes  voraieht»  sind  jadaaCitti 
die  Wissenschaft  von  der  grussten  Wichtigkeit«  und  liefern 
Neuem  den  ßevreis,  mit  welcher  Grossartigkölt  und  immer 
(serer  Aasdehnuhg  das  meteorologisch  -  magnetische  Netz  über 

ganzen  üsterreichischen  Kaiserstaai  ausgespannt  wird.  Die 
jueüscban  und  astronomisch  -  g^Pgiapbiscben  Arbeiten-  an  d#a 
tea  dsfiadfiaiiscben  Golfe«  li^ferp  die  bat^effeaden  (3oi>stant«i| 
lie  folgaaden  Punkte:  Triast,  Venadigi.Pareaxi^,  Poia«  Fjamatf 
sin  Piccolo,  Zara,  Spalato,  Curzola,  Lagosta,  Lissa»  Lesina* 
i^äsa  bM  fiagusa»  Mi'glEne  bd  Cattaro,  AnfiVihrl,  Dariizzo, 
yna,  Kiffßi;  B^kidist,  M^lfetta;  Ancotiä;  und  cfirte  d<jr  Abhaüd- 
;  beigefügt«  Karte  dei  magnetischen'  Linien  ah  den 
sten  des  adriatisfiben  Meeres  W^t^tt  eine  s«hr  deutlicfhe 

Interessante  Ge%ersiefat  de^  VerhaHens  der  mJignetiischetV 
ft  In  jener  in  so  vielen  Beziehangeii  merkwürdigen  Gegend  der 
e.  Auir  ditfr  Abhandlimg  über  dte  magnetiseheii  Vei'bSItnfä^e 
ins  theilen  wir  unseren  Lesern  die  folgenden  der  Epoche  1854, 5 
(precbenden  Resultate  ihrer  grossen  Wichtigkeit  wegen  mit : 

Declination =  I3o.2',05, 

jährliche  Abnahme  .    .    .    .  =         9'J5, 

horizontale  Intensit&t  .    .    .  =     2,00174, 

jährliche  Zunahme  .    .    .    .  =     0>00290, 

Indination =:64<'.I6',35, 

jährliche  Abnahme  .    .    .    .  =         2M8, 

Intensität  der  Gesammtkraft  =     4,61048, 

jährliche  Zunahme  .    .    •    .  =     0,00195. 
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Vernuschte  ^dulften. 

Annkff'df  scifcnze  matemaftche  e  fisiche,  conipllati 
Baroaba  Tortoiini.    (Tergl.  Ltterar.  Ber.  Nr.  CX.  S.6.) 
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Novenibre  1866.  Varia  cose  astroiioiiiiGbe.  SbU  di  Glt- 
•eppe  Blanchi.  p.  401.  —  lotomo  alle  aiiperfieia  le  <pall  drfB^ 
mandaai  riteogono  la  ateaae^ktfaedl'^omitiira.  IM  Codaixi  Del- 
ftno.  p.  423.  —  Sair  opara  del  aig.  Floareoa.  Dette  loagevüi 
omaiia  e  dalla  quantita  della  vita  aal  gioba.  Arfieolo  del  piit 
6.  Ponzi.  p.  417.  — '  Salla  fona  centrifiiga  teneatra  in  qn^ 
atarba  la  direztone  deiia  graTitiL  Formole  e  aperienze  del  die. 
B.  Santini.    p.  445. 


Auä  «tem  Octoberfaefte  1860  dieser  Annaleo  iat  too  des  Ben 
Ikraoagebera  trefflicher  Abfcandiang: 

Sulla  qaadratura  della  auperficie   parallel»  li 
on.a  superncie  di  qiiart'  ordiae  con.oaciata  sotu 
,il  nome  di  aoperflcie  di  elaaticita« 

ein  besonderer  Abdruck  (Roma.  Tipografia  delle  belle  arti 
18M.)  veriiDatäRet  worden,  au'  däaa  ein  J^der  stell  leiekt  ia  ^ 
BealtE' dieser  ausgezelcbneteD' AbbandhiDg  setten  kann. 

Dctcembre  1866.  Sulla  /brza  i^entrifuga  terreatre  in  qub 
stnrba  la  direzione  della  gra?iÜL  Formole  e  apa rienze  dell  to 
B.  Santini.  (Contiouazione  e  fine.)  ^.  449.  —  Note  aar  antki- 
r^me  gi^n^ral  par  rapport  k  .  röliminatioQ.  Par  M.  A.  Cayliv 
p^  484..  —  L'occnitazione  di  Giove  oella  aera  2  Gennajo  1857  » 
aervata  a  Modena.  Del  Sig.  G.  Biancbi.  p.  459.  —  Intorsii 
teorfoma.di  3adan.    Nota  di  .Angela  GaaocchL    p.  402. 


BerlchtlgoHg« 

In  dem  Literar.  Bar.  Nf.  CXI.  $^te  1  Zeile?  ▼. n.  acbalte ü 
hinter  »»Dagegen**  die  folgcfnden 'IVoH^  ein:  S»haiiptaichli(* 
10  dem  hiermit  unmittelbar  sus^mm  «nbingandaa  Arü* 
liel:    A/ttfctaen  der,  Gleicbangen." 
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